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UNIFORMLY DIAGONALIZABLE SYSTEMS,
REDUCED DIMENSION AND SYMMETRY 1.

A LA MEMOIRE DE PASCAL LAUBIN

ABSTRACT

& (x) is a strongly hyperbolic matrix 5 X 5, of reduced dimension superior or equal to :
(—Sj—ix—é -2 =13 ; we state that 4(£) is presymmetric. The two first parts of the proof
are given here.

Keywords : systems, partial differential equations, hyperbolic.
MSC 35L 40, 35 E 20.

RESUME

(%) est une matrice 5 x 5 fortement hyperbolique de dimension réduite supérieure ou
+1)x

égale a: (i;—)—g - 2 =13 ; on établit qu’elle est présymétrique. Les 2 premiéres parties

de la preuve sont données ici.

Mots clés : systemes, équations aux dérivées partielles, hyperboliques.
MSC35L 40,35 E 20,

INTRODUCTION

Nous considérons un systéme linéaire d’opérateurs différentiels du premier ordre :
k=n
a®)=ID,+ Y,aD,

n=1

ol I est la matrice identité d’ordre m et les a, sont des matrices carrées réelles d’ordre m.
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k=n
Soit : #.(&) = IE, + zak&-k , le symbole principal de a(D).

n=1
On a défini de fagon intrinséque la dimension réduite de & [5], soit d(&), et ses propriétés
ont été établies dans [1] et [6] : d(#%) est invariante par les changements linéaires de

coordonnées de R™*! qui conservent N = (1,0,...,0) et par les changements linéaires de

< m
coordonnées de ’espace R des valeurs.

d(&) = rang(8) = dimension du sous espace vectoriel de M(m,R) engendré par: I,

F:DURRUNE: NUORE T
Nous avons aussi la définition [6] : & est présymétrique par rapport a N, si et seulement

si : il existe une base de R™" de premier vecteur N et une base de R™ telles que dans ces

bases les matrices a}(&) sont symétriques pour tout &,

Nous avons un résultat précédent.

Théoréme 0. [6]
. . . SN . 4(4+1)
Si & (D) est fortement hyperbolique par rapport 8 N, sim =4 et si d(&) 2 =5 2=8

alors : 6,(&) est présymétrique.

Remarques.

m{m+1)

1°) On suppose : m 2 3, d(&) 2 —1 et & diagonalisable par rapport & N, la pré

symétrie est obtenue dans [1].
2) Si m = 3, il est montré dans [3] que la condition sur d(&) ne peut étre améliorée.
3°) Pour m = 2, hyperbolicité forte et présymétrie sont équivalentes [4].

Nous voulons prouver pour m = 5, le cas général étant analogue, le

Théoréme.

mm+l)_,
2

’

Si & (D) est fortement hyperbolique par rapport A N, si m = 4 et si d(a) =
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alors & est présymétrique par rapport a N.
La preuve se décompose en 3 parties. Nous donnons ici les deux premicres parties. La
troisiéme partie paraitra dans [7].

Le cas des coefficients variables correspondant 2 la remarque 1 a été considéré

dans [2]. Le cas des coefficients variables correspondant au théoréme considéré ici est en

préparation.

§ I Rappelis. Plan de la démonstration. Premiers lemmes.

Nous notons aussi ¢ij les éléments de la matrice &. Nous savons [5] et [1] que, grice a2 la
diagonalisabilité de & nous pourrons supposer que
i) pourtoutp<q, ¢g € espace engendré par {q)ii,i > ‘j} =V;
if) pour 1 <i<n, §}(&)- (&, +v;(&)) € V, &'=(Epp..r &, ), ainsi:
d(&) = dim. espace engendré par {V, &, + y;} ;

on peut supposer qu’un ; est nul.

On peut supposer que d(%) = _r_n_(r_n__-ﬂz_ 2 ;lescasd(t) = wy— et
m(m+1) g i1k
d(a) = ———2————— —1 ayant été considérés dans [5] et [1].

Nous distinguerons trois cas :
m(m-1) _ m(m+1) —m
2 2

Cela signifie que toutes les formes linéaires tl)‘j € V sont linéairement indépendantes et

IdmV=

que deux formes de la diagonale dépendent linéairement des formes de V et des autres

formes de la diagonale.

m(m-1) 1= m(m+1) me
2
Une forme de V dépend linéairement des autres ; une forme de la diagonale dépend

II dm V= 1.
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linéairement des formes de V et des autres formes de la diagonale.

I dim V= m(”;'_l) —2= m(“;”) —m-2.

Les formes de la diagonale sont linéairement indépendantes ; deux formes de V dépendent

linéairement des autres formes de V.

Lemme 1.1.

(
&)

Si la matrice 5 x 5: a€") # | est uniformément diagonalisable, alors la

| "
| |
9= |
LOOOO ( )J

B(E’) est uniformément diagonalisable.

matrice 4 X4 :

Preuve.
Soit ME") une valeur propre de B(E") ; V&’ tel que —w(&’) n’est pas valeur propre de B(&"), il

existe un diagonalisateur de a(£’) de la forme :
e
O
o)) AR = e < M, de laE)| ze>0.

*
0000 )
VE’ tel que —y(&’) est valeur propre multiple d’ordre u de B(&’), il existe un

diagonalisateur de la forme :

2e>0.
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On a suplU (&) U3(¢ )‘ xM* x(u+1)2e>0 ; en choisissant convenablement Ia

&)=e.

numérotation, on a donc ; lUg(

On remplace, (4 2 k = 5-u),
Us(€)
Sren
U3(&)
On obtient un diagonalisateur de a(&’) de la forme (1). Dans tous les cas, on a :

JAE) <M et det|AE) | 2

U, (&) par U, (8)-U3 (%)

on en déduit que B(&") est diagonalisable par 8(£"), avec : ”8

e

£>0.

Lemme 1.2.

*

I(B(FO

Sil t 5x5: =
i la matrice at’) = }0 00

| B(E)
looo )

*
*

, est diagonalisable, alors la matrice 3 x 3

B(E") est diagonalisable.

Preuve.

V& tel que B(E') et B'(E) n'ont pas de valeur propre commune, on obtient un

diagonalisateur de &(£") de la forme :

%

( &)

Lo

A(&’)zg * *{ det(AEN) = 0.
0 0 0 % =
o 0 o0+

Et par suite 8(&’) diagonalise B(E").
V&' tel que AE) est valeur propre simple de B'(€") et multiple d’ordre W de B(E"), comme

a(g’) est diagonalisable, les mineurs d’ordre 5-u de : -A(&) Is + a(&’) sont tous nuls. Si
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'un des 2 éléments non diagonaux de B'(€") n’est pas nul, on en déduit que les mineurs
d’ordre 5-p-1 de —ME)I; + B(E) sont tous nuls et que la dimension du noyau de ~A(§)l; +

B(E’) est égale & u; on en déduit que B(§) est diagonalisable. Si les 2 éléments non

diagonaux de B’(€’) sont nuls, on obtient aisément que B(§) est diagonalisable.

8.II Preuve du cas 1.

Grice A I’hypothése de diagonalisabilité et en choisissant convenablement les coordonnées

+1 s 1z
dans R™" on peut considérer & sous la forme :

( &+ (E7wp0u5) ]
| &+, 9;(€) |
8 = ! £ +vs {

| 3 & |

L &y +Ws(E7WpV5) J
{&jh > j} et Yy, U3, &, sont les nouvelles coordonnées ; & =(.., ;, ..),i>]. Onnote,
i<j:

§") ZC kgL s cll= C‘] W E W) = Cp Wy F O3 W+ Doty
>k >k

Lemme 2.1.

On pose : ?;15 = &g = &g = E,Z =0 ; on note b la matrice :
= {oln<i, j<4}
b est présymétrique.
La dimension réduite de b est 9; de plus b est uniformément diagonalisable par le

lemmel.1 ; il résulte alors du théoréme O que b est présymétrique.
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Lemme 2.2.

][—Opoux1<1<4 eti<j<4;1<k< {54, (k2)=34)). c -—ckc , pour

1<i<k<j<4; c’j >0.
Nous utilisons le début du lemme 2.3 de [1] : il existe une matrice réelle définie positive H

telle que :
) b(&H = H 'b(&).

On note H = (hy, ) ; hy; =h;. On considere les éléments de Ia (5 - K)*™ ligne, "™ colonne

des matrices de (2); 1 <k <2;2<j<4-k; on obtient, comme Y,, W5 et les & sont
linéairement indépendants.
hyg =hy3=h3, =0.

On considére 1’élément de la (5 — k)*™ ligne, 1% colonne, 1 <k < 3, on obtient :

é?hl + éghlz + §§hl3 =hy ¥, + h4¢}1
3 3, 1
(3) 2‘513}‘1 + &by +Wshys +04hy, =hiow; +hads
2 2 2 1
&ihy +Wohyy + 03hy 5+ 07hy =hyy +hyd)

Si(cyp#0oucyz3#0)et(cyy#0oucyz# 1)et(cyy # 1 oucys #0), on obtient :
hj=hyz=hyy =0
et H est diagonale ; on obtient le résultat du lemme, en considérant les éléments de la
(5 —k)*™ligne, j*™ colonne : 1 <k <3;2<j<4-k;on obtient :
by, I3
&khk—hzq)k ,k=24>h21,
d’ol aisément le résultat.

Si Cip=C13= 0, on obtient h12 = h13 =0.

31_ 31_ 32 _ hy 31 hy
cih=cih=c=ciy=0;cj= h, o BT
4 44
21_ .21 hy a1 _ Ny
°43“°44—C43‘°44 =0; °4 h, 3 €= _h:

413



20_ 21 _21_2_23 . 2_hy
C32—°3:3—°34—034—°34—0’03—33—»

hyg o, +hychs =0, (k.0) % (L4)
hy=hyely +hgch
o}y =cli =cfi=clf =0 cihyy =hsci}
h1+h14cz?1, =h3c}5
chh =c3h =c¥i =ch} =0 ; chyy =hycH
hy +hygc2h = hych.

On note eﬁ la matrice 5 x 5 dont tous les éléments sont nuls sauf I’élément de la 1** ligne,

4*™ colonne qui est égal & 1. On transforme la matrice de 2 par la matrice inversible

~1
h, h
I+-——1—4—ef‘ (a I+—111-e‘11 ,
h, h,

ce qui revient 2 faire un changement de base de R™. On écrit la matrice de ¢ dans la

I+ ﬁ‘leﬂ :
hy

nouvelle base ; compte tenu des relations obtenues, on obtient les mémes résultats que
dans le cas précédent. Si c¢qp = ¢q3 = 1, on obtient hj5 = hy4 = 0 ; on transforme la matrice
de a par '

h . N
I, + —1—11—3—e;15 et on obtient les méme résultats.
3

Sicyp =1, ¢13=0, on obtient : h;3 = hy4 =0, on transforme la matrice de a par :

et on obtient les mémes résultats.

Lemme 2.3.
Onpose: EF =&} =&F =& =0 ; on note b, la matrice obtenue en rayant dans 6

la 1** ligne et la 1°** colonne.
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b, est présymétrique.

* La preuve se réduit par symétries 2 celle du lemme 2.1.

Lemme 2.4.
o =0Opour2<i<Seti<j<525k<£55, (k4 # G c} =c§(clj(,pouri <k<j.

* La preuve se réduit a celle du lemme 2.2.

Lemme 2.5.

Lgd _gd _ed a4 £S5, 41 22, 41 3, 41 5 _q. 4
Onpose: & =& =& =0; c5 & +c5 , & +cs 53 & +c5 5 & =0; comme c5 #0,
on exprime ?;2 comme fonction linéaire de f;%, é? , Ej on note b, la matrice obtenue en

rayant alors dans a la 4™ ligne et la 4™ colonne.

b, est présymétrique

Preuve.

La dimension réduite de b, est 9 ; de plus b, est uniformément diagonalisable en adaptant

le lemme 1.1. I résulte alors du théoréme O que b, est présymétrique.

Lemme 2.6.
c5[ =0, (k.0)=(2,5), (k&)= (14);

e =0, (k0)#(35) (0 #(L4);

cit 41 cht 41 12
Css Css
°52 =% Cs20 °53 —4 %53 53 “°55“°55 =03 °35 0,
C C
5 5
cis A2 che 41 13
5 Cas
35 Cs50 C35= c35 0; ° —4 55 °25 ¢55=0.
°5 Cs
Preuve.

Il existe H telle que :
by(€) H=H 'by(®).
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L’élément de la 3°™ ligne, 2°™ colonne s’écrit :

&y + E3hy +Wshay +hy, ["g g3+cd Gy+edy Ey+els és]

=hy; & +h3(°§ & +el3 &g)*‘hzﬂ’z + h34(°§ g5+c5; & +el; & +oks 51)
D’ol : hy3 = 0 et comme cg;ﬁO, c%#O thyy=hyy=0; on aalors: hyj; =hj3= 0 et:

035 =0.
L’élément de la 4*™ ligne, 1 colonne implique :

[{c1p #csp)ou ez #cs3)l=>hyy =0.
* Si cqy # C5p OU €3 # C53, H est diagonale ; en explicitant les (4™ ligne, 3*™ colonne),
(4™ ligne, 2™ colonne), (4*™ ligne, 1 colonne), (3*™ ligne, 2*™ colonne) et (2™ ligne,
1** colonne), on obtient le résultat du lemme.
® 8i ¢yp = Csp 0U €13 = C53,, tous les éléments non diagonaux de H sont nuls, sauf h;,. On

explicite dans ces conditions les égalités correspondant aux éléments considérés dans le
cas précédent.

On remplace la matrice de a(€) par:

-1
(I + %eij (a(&){l +. %f—eﬁ)

compte tenu des relations obtenues, on obtient les mémes résultats que dans le cas hyy = 0.

Lemme 2.7,

14
3_gd_g5 1 g2, %35 41 t
On pose: & =§,=& =0, ¢, §1+—c—i—5—c‘55 §1+025 §4 =0; comme c,#0, on
5

exprime & comme fonction linéaire de (&15 ,Ej), on note by la matrice obtenue en rayant

alors dans & la 2°™ ligne et la 2™ colonne.

b est présymétrique.
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Lemme 2.8.

A 3 _g. 11 B =0; L
il =cd=0;c3=0;ciy=cly = 05 cy5=0;
1n_ 13 14 _

Cys =Cys5 = c45—0 3 —0'.

Preuve.

Il existe H telle que :
by(®)H = H 'by(§).

On explicite ’élément de : (3*™ ligne, 2™ colonne) :

o4 4 4 4
& hyptE3 h2+(°5 g +cly & +cl; & voly & vl ‘§1)
=h;, §l+h23 Y, +hy (c4 §4+c &1)+h (g §5+c54 E_,l)

On obtient : hy; = 0 et comme cg’ #0 ; hyy = 0. On explicite I’élément de (4™ ligne,

3*™ colonne) :

5 5. _ 4 4 4 4
& hy3+8&5 hy=hy, & +hy, §3+h4(°5 & +oty & +od) Elvely ey, F’l)

On obtient : hy, =0 ; d’oil en revenant 2 I’égalité précédente : hyp=hy3 =0.

On explicite 1’élément de (4°™ ligne, 2™ colonne) :

5. 3 3 ¢S
& hy=hy g1‘”‘4(‘35 £+c §1)

On obtient : hy, = 0 et H est diagonale.

En explicitant ainsi les éléments des (4™ ligne, 1™ colonne), (3*™ ligne, 1°* colonne) et

(2% ligne, 1*° colonne), on obtient le résultat du lemme.

Lemme 2.9.

on pose : éi” = ég = &g = E_,; =0 ; on note b, la matrice obtenue en rayant alors la 3*™ ligne

et 3*™ colonne.

b, est présymétrique.
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Lemme 2.10.

41 _ 41 . 21 o 2l a1 14 12 12 L 14 . 1 1.4
C5=C55=0; €5, =0 c45=0; c5y=c55=054=0; cs5=0;c55=0; cs=cyc5.

Preuve.
En explicitant I’élément de (3*™ ligne, 2°™ colonne) de by(E)H = H tb‘;(E_,), on obtient :
hy3=hgg =hyy =hyp=hy3=0
et en explicitant I’élément de (4*™ ligne, 2°™ colonne) :
h14= 0.

H est donc diagonale ; on en déduit aisément le résultat.

Lemme 2.11.

& () est présymétrique

Preuve.

On transforme la matrice de (&) par similarité par la matrice diagonale :
D = 1’%’%’-—}—1‘"% ’
HEET

plaED

la matrice

est symétrique.

§ II1 - Etude du cas I1.

Grice a I’hypothése de diagonalisabilité, nous verrons 2 la fin du paragraphe III que I’'on

est ramené & I’étude de deux sous-cas. (m = 5)
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i)
( £y + U (W50, (&)

e @)=
&lj &o + ‘V4

|

|

|

I "

( £,

{&ij|(i,‘j) # (3,2)} et Wy, W3, Wy, &, sont des coordonnées indépendantes ; & = (.. .,iij,.‘ )

i>§, () # (3.2 ou:
i)

&y + 0y (E5Wp W5 ,) o) )

07 (e7.61.)) £ty |

&) = { &, Vs ;

e} Etv, |

L t.)

{é'}[(;,]) # (2,1)} et Yy, W3, Wy, &, sont des coordonnées indépendantes ; £”(... ..,é},“ L) i>d,

Gjp=Q,1); ¢12 dépend seulement de é’;f,?;f,éf .

Dans les 2 sous-cas, on note :

” k ¢k
TN EARTSTAESS RIS N
25k<4 k>t

Nous étudions d’abord le cas II;.

Lemme 3.1.

On pose : E_,f = &g = E_,g = &Z =0 ; on note b la matrice = {¢l]|1 <ij< 4}.

b est présymétrique.
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Preuve.
La dimension réduite de b est 8 ; de plus b est uniformément diagonalisable d’aprés le

lemme 1.1 ; il résulte alors du théoréme 0 que b est présymétrique.

Lemme 3.2.

c;‘; =0, pour 1 <i<4eti<j<4,(ij)#(23), 1sk< <4, (kL) @1 et (kL) # (2,3)

35 =k] 3 pour 1<k <54, (k2% (23)

1 _ 1 2 2_ 4,2 3 1_ .1 .2 i 2
€4 =Cy Cys 04--k3 Cy, €3=Cy k3, c‘j>0, k3>0.

Preuve.
I1 existe H définie positive symétrique telle que :
b(E)H = H 'b(&).
On considére les éléments des (4°™ ligne, 3*™ colonne), (4°™ ligne, 2™ colonne, (3*™
ligne, 2™ colonne) ; on obtient
b3y =hyy=hy3=0.
On considére les éléments des (4°™ ligne, 1°° colonne), (3*™ ligne, 1*° colonne) ; on

obtient d’abord les résultats suivants :

Sicjy#1loucy; #0ouciz3#0,0onathy=0;
Sicj3#loucyy#0o0uci,#0,0na:h;3=0;

Sicjp#louciz3#0oucy #0,0ona:h;,=0.
Supposons d’abord les 3 conditions vérifiées, H est alors diagonale. On obtient en

explicitant compiétement les éléments ci-dessus le résultat du lemme. Sic = 1,
cp=cy3=0,0ona:

hyy = hy3 = 0 ; on explicite les éléments, comme précédemment et on obtient des relations
ou figure hyy.

h
On transforme la matrice de & par la matrice inversible : I + h—”—ei . Compte tenu
4
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des relations obtenues, on obtient le résultat du lemme. -

Les 2 autres possibilités se traitent de la méme facon.

Lemme 3.3.

On pose : E_,f = &;’ = ﬁf = 2';15 =0 ; on note b, la matrice obtenue en rayant la 1 colonne et

Ia 1** ligne de &. On obtient

b, est présymétrique.

Lemme 3.4.
ci.‘§ =0 pour:2<i<5Seti<j<5, (i) #(23),2<k< £ <5, (k,2) # (i,j).

c35-k2 c3k pour2<k<4, c5—c2 cg, cg ci cg, c >0.

Preuve.

1l existe H telle que :
by&H=H'Dy(®);

on explicite ; on obtient que H est diagonale et on déduit le lemme.

Lemme 3.5.

a1 31
c§y =cg3=c3; =cl; =0.

Preuve.
On pose : éij =0, pour (i,j) # (2,1) et &12, =1. Pour y4 = 0, §, = O est une valeur propre

double de la matrice 5 x 5 diagonalisable obtenue ; on en déduit que le mineur 4 X 4 de

valeur :
1
vi() < 0
41 4. 2 31
Cspdéy 1 ¥, k3¢5
21
0 5 V¥
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est identiquement nul ; le déterminant (3 X 3) n’est pas identiquement nul, d’ou le résultat.

Pour le deuxiéme coefficient, on procéde de méme, en posant : ﬁ" =0 pour (i,j) # (3,1) et

&f’ =1. Pour les deux derniers, on pose : ﬁ’] =0, pour (i,j) # (4,1) et §f =1, &, =0 est

2
valeur propre double, en choisissant Y3 tel que : Yoyg - k% (C%i) =0 ; on en déduit que

le mineur4 x 4 :

1 111
("12‘4’2 tepWate Y, tey, 0 oy c54)

dét 0 v, 0 o}
l 3l 31 |

0 ¢y 0 c54
' L 1 0 v, Cg}tJ

est identiquement nul ; on explicite : si cg‘l1 # 0, on obtient le résultat. Si cg; =0, on pose :

W, =Wy = 0 et &, est valeur propre triple, les mineurs correspondants d’ordre 3 sont

identiquement nuls, d’ol le résultat.

Lemme 3.6.

On pose : F;f = &g = §§ =0, c‘; g3 2t 055 &5 =0 ; on note b, la matrice obtenue en rayant

la 4™ ligne et la 4™ colonne de 6, On obtient : b, est présymétrique.

Lemme 3.7.
31 _ .31 21 _ 21 11 oMl =12
oy =c3y=cii=0; c5, =05 = c55 =0; ey =cyz=cig=csi=0;
A2 ! 13 it
_ 35
=k3 c35; cip=c33=0; ¢y =4 cdi: cpp=cys=0;
5
1 Che 4l
_25.
€5 = A Cs5 +
Cs
Preuve.

Il existe H définie positive telle que :
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b(E)H = H 'b(&).
On considére les élémenis des (4°™ colonne, 3*™ ligne), (4™ colonne, 2™ ligne), (3™

colonne, 2™ ligne) ; on obtient, d’abord :

=

2 RS
hy3=hyy=hy3=0; Ei—=k3,dou:

hyp=hy3=0.
On considére I’élément de (4*™ ligne, 1*° colonne).
Sicyy oucyz oucyy # 0, on obtient : hy, = 0 et H est diagonale ; on en déduit le résultat du
lemme.

Si ¢jy = ¢j3 = €14 = 0, on transforme la matrice de & par la matrice inversible :

I+Pﬁ ei.
hy,

Compte tenu des relations obtenues, on obtient & nouveau le résultat du lemme.

Lemme 3.8.
12_13_ 12 _ 13 _

C45=C45=C54 =C54 =0.
Preuve.

Montrons que : cfé =0. Si cy;4 # 1 (resp. c;3 # 0), (resp. ¢;5 # 0). On pose:
&12 = &f = §f = §15 = ég = E_,g = §§ =0. Eo = -y, est zéro double de dét &) si: (c14 -1y

+C13W3 +Cpp Wy + 0125 = 0. On remplace W, (resp. W3)(resp. ¥,), par sa valeur et on écrit
que le mineur d’ordre 4 obtenu en rayant la 3*™ ligne et la 1*° colonne est nul
(identiquement par rapport aux variables indépendantes) on obtient une identit€ de la
forme :
c}é ég . Polyndmes (variables indépendantes) = 0

on vérifie que le polyndme n’est pas identiquement nul et on obtient le résultat.

; = 23 _ed4 _e5_¢4 _ g4 _ g5 _ _ ‘
Sicyg=cj3=cpp=0,0onpose: § =/ =& =67 =& =E5=0.§, =y, est zéro double
si le déterminant obtenu en rayant la 3*™ ligne et la 3*™ colonne est nul :
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2 2 1 g2
("15 };1 +c12 S ¢y & 0 0

2 2(.35 2 5

et & Yy Vg k3(°25 g +cy gl) <5 §2|=0
| 0 ¢33 & +ex & W3~ Vs 0 |
L 0 & 0 ¥y J

Si 0125 #0 ou c}z #0, on exprime Y, en fonction de 3, Yy, E_,g, &f On écrit que le
mineur de & (&) obtenu en rayant la 3*™ ligne et la 2*™ colonne est nul et on obtient :

i EWa(vs v, )l =0,
d’oll le résuitat.

Si 0125 = ciz =0, &, = -, est zéro double, le mineur obtenu en rayant la 3™ ligne et la 1%

colonne est nul, d’ou le résultat,

Les autres égalités du lemme se démontrent de la méme fagon.

Lemme 3.9.

Led _ g5 _gd _ g5 g4 £S5 __ : )
Onpose : & =& =&, =& =&; =5 =0. On note b; la matrice 3 x 3 obtenue en rayant
les deux derniéres lignes et colonnes de &.

Si ¢32 #0, b, est présymétrique.

Preuve.

Du fait du lemme 1.2, b est diagonalisable ; de plus, si c;g #0, sa dimension réduite est

au moins 5, d’ou le résultat.

Lemme 3.10.

14
C2s "’35 =0.

Preuve.
Si cgg =0, le résultat est évident car les élément au-dessus de la diagonale, dépendent

linéairement de ceux au-dessous.
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Si c;g #0, il existe H telle que :
bs(®)H = H 'b3(®).
On considére I’élément de la 3*™ ligne, 2°™ colonne :
31 ¢2, .31
Ehyy + (°22 g +ey; & 4oy & )hzz +W3hys
= &2 h,+y,h +k2h (c g2+c3l 344 &)
1 M3 TNy +X3N53100) & T€23 6 FC25 &4
on obtient : hyy = k%h33 et : hyy =hy; =hy3 =0 ; H est donc diagonale ; en considérant les

éléments de la (3™ ligne, 1°° colonne) et (2™ ligne, 1 colonne), on obtient le résultat.

Lemme 3.11.
On pose &12 = &f = ég = §§ = E.,; = &g =0. Il apparait la matrice :
(‘Po +yy[ ]ci é1 + c45 &1 + c45 54 cé E-q +c55 §4 +c54 éf\
by(®) =| & EotVy cs & +css & +csy & |
S 3 3
On obtient : b, présymétrique.
Preuve.

Par le lemme 2, b, est diagonalisable ; de plus sa dimension réduite est supérieure ou égal

a 5 ; elle est donc présymétrique.

Lemme 3.12.
11 _ 14 _ 11 _ 14 _ 41 _ 41 _ _1 3
Chs =Che=chy =chi=cf =cdi=0; cs=c} c2.

Preuve.

On a une matrice H telle que :
by(©H = H 'by(®).
Sicyy #0etcyy # 1, on vérifie que H est diagonale, d’oli on obtient le résultat.
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Sicjy=1,0na: hyy =hy3=0. On transforme & (&) par la matrice inversible :

I+ by ef‘
h,

et on retrouve le résultat précédent.

Sicyy =0, 0na: hy =hypy= 0. On transforme &(&) par la matrice inversible :

I- P—l—:‘— ei
h3
et on retrouve le résultat précédent.
Lemme 3.13.
On pose : §12 = E_,f’ = ?;f' = &g = E,,g = &Z =0. H apparait la matrice :
‘ 4 . 1

( &t ¥, kl’;%(c%% & +85; E5+eds & ) ch & +eis 51}

bs(&)=|c3s & +ca, E3 el & 8otV o e &
§2 . X;g &0 Yy

bs(&) est présymétrique.

Preuve.
bs est évidemment diagonalisable ; de plus sa dimension réduite est au moins 5, elle est

donc présymétrique.

Lemme 3.14.
c45 c45 =0.

Preuve.

On a H telle que :
bs(&)H = H 'bs(&)

On vérifie que H est diagonale et on obtient facilement le résultat.
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Lemme 3.15..

0. (§) est pré symétrique.

Preuve.

Elle est analogue 4 celle du lemme 3.11 ; on a encore :

1,1 1 1 1
} / AR S
€4 N
On considére maintenant le cas II;. Ce cas étant trés analogue au précédent, nous le

décrivons plus briévement.

Lemme 3.16.
Le3_ed_e5_q. N Pt ..
On pose : & =&7 =&7 =0 ; on note b la matrice : b= {¢ji2-<-1’-]55}~

b est présymétrique.

Lemme 3.17.

cijl;=0pour2$i<5eti<j$5,2$k<,2SS,(k,2)¢(i,j);c’;:ci( c];,pouri<k<j;

i
L >0,
o 0

Lemme 3.18.

On pose if = Eg = F,% = ?;5; =0 ; on note by la matrice : by = {tj)‘lll <ij< 4}..

b, est présymétrique.

Lemme 3.19.
cij‘,f, =0, pour 1 <i,j 4, (i,j) #(1,2), 1 Sk < £ 24, (k,2) # (i,j), k,£) % (1,2)

12

- 11 1 11_1 i_.i .3 ‘ . .
c23—c24—c24 0; cy3=ky °13’ k; €4=C3 €4 pour 1 < i < 23

14’
-1l
03—k2 c
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Preuve.

Sicjp#0o0uciz#00ucyy  #1 (Tesp.cip#0oucy, #0ouc);3# 1) (resp.ci3#0 ou
ci4#0o0ucy, #1),onobtient un symétriseur H diagonal et le résultat.

Sicjp=cy3=0etcyy =1, on transforme & par:

I+ —h—l‘ieﬂ
hy

et on obtient les méme résultats.

Les 2 autres cas se traitent de méme,

Lemme 3.20.

3o
Cs4 °53 0.

La preuve est analogue a celle du lemme 3.5.

Lemme 3.21.

On pose : §1 &2 &4 =0, ¢ 4 g3 " +c55 ?’;1 =0. La matrice b, obtenue en rayant la 3*™

ligne et la 3*™ colonne est présymétrique.

Lemme 3.22.
31_ 31 21 ooz _ 2 13 12_
C53=C55 = °53 55' €53 =053 =055 =C55 = C35 = °35 0;
che 41, 1.1 3 cit 41 1
€35 Cs5
cls =3 clyieh=cy eI+ ol epl=k; cff.
(v C
s , 5
Preuve.

On obtient dans tous les cas une matrice H diagonale d’ou le résultat.

Lemme 3.23.

cl 45 = c}é 5 4= 05 4 =0. La preuve est celle du lemme 3.8 dans un cas particulier.
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Lemme 3.24.

On pose : & = F,f =t} = &% = §§ = F,% = 0. On note bs la matrice 3 x 3 obtenue en rayant

les 2 derniéres lignes et colonnes de 6.

b, est diagonalisable (lemme 1.2).

Lemme 3.25.

14 _ 11 _
c35—c35—0.

Preuve.

Résulte immédiatement de la diagonalisabilité de b; et du lemme 3.22.

Lemme 3.26.

On pose : & =£&3 =4 = &3 = 0. La matrice b, obtenue en rayant la 3*™ ligne et la 3*™

colonne de & est présymétrique.

Lemme 3.27.

41_ 41_21_21_ 11 _ 14_ 11 _ 14 . 1_1 .3
Csq =Cs5=C5y =Cy5=Cs4 =Cs55=Cy5=Cy5=0; c5=¢3 C5.

Preuve.

Dans tous les cas H est diagonale, d’ol le résultat.

Lemme 3.28.

31
c45—0.

Preuve.
Onpose: & =8f =£3 =83 =] =E3=6;=0; & =1; W3 =y & = —Y3 est zéro

double de déta ; les mineurs correspondant d’ordre 4 sont nuls eton a:
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1 41 1
(012"’2 + (°13 ey 1)‘"3 tes Ky °15 Cs )
31 21 L _n.
45 - €is Vpmv; 0| =0
L 1 » 0 Y, J

d’ou le résultat.

Lemme 3.29
() est présymétrique.
On va montrer que I’on peut ramener les sous-cas du cas II aux sous-cas IL et IL;.

Par échange de lignes et colonnes, on peut toujours supposer que les deux formes

dépendantes sont :

01(8) =& + v (EWw, 5w, ) et 05(8), k> £
={efid# w0, >3]

Le cas (k,£) = (3,2) est le cas II;.

Lemme 3.30.

Dans le cas (k,£) = (4,2), 6 (E) est présymétrique.

Preuve.

Si cgg # 0, par changement de variable indépendante

WO -t B=p3(®)=2 4
2 20 BT 42 "

€23

on se ramene au cas précédent.
Si cgg ={, on montre d’abord que c‘z # 0 ; on procéde comme au lemme 3.3 et on obtient

aisément le résultat.

Enfin on échange la 4°™ ligne et la 3*™ ligne de  ainsi que la 4™ colonne et la

3% colonne ; comme 3 2 0, on se raméne au cas II;, d’ou le résultat.
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Lemme 3.31.

Dans le cas (k,£) = (5,2), &(&) est présymétrique.

Preuve.
Si ¢3 dépend effectivement de &% ou 2’;‘2‘, on se raméne & un des cas précédents. Sinon, on
montre que : cg #0, on échange la 4™ et 5*™ ligne et la 4™ et 5™ colonne et on se

raméne au cas du lemme 3.0.

Lemme 3.32.

Dans le cas (k,£) = (5,3), & (&) est présymétrique.

Preuve.

Si 3 dépend effectivement de £3 ou &3 ou £3, on se raméne 2 un cas précédent. Sinon,
on échange la 2°™ et la 3*™ ligne ainsi que la 2°™ et 3*™ colonne et on se raméne au cas

précédent.

Lemme 3.33.

Dans le cas (k,£ ) = (4,3), (&) est présymétrique.
Preuve analogue ; on échange les 4™ et 5™ lignes et colonnes.

Lemme 3.34.

Dans le cas (k,£) = (5,4), & () est présymétrique.
Preuve analogue ; en échangeant les 3*™ et 4™ lignes et colonnes.

Lemme 3.35.
Dans le cas (k,£) = (2,1), & (&) est présymétrique.
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Preuve.
VARY: S 3 4 5 4 5 5 amSre &
Si ¢f dépend effectivement de &3 ou &5 ou &3 ou &3 ou &3 ou &7, on se raméne a un

des cas précédents. Sinon on a: ¢12(§)=¢12(§13,§f,§f) et on est dans le cas II;; déja

considéré.

Lemme 3.36.
Dans le cas (k,4) = (3,1), &(&) est présymétrique.
Preuve.
PR I 2 e 2z . 3ed £5 2
Si ¢{ dépend de Ef, on se raméne au cas précédent. Sinon, on a ¢7(&;,&7 ), on échange

les 2°™ et 3*™ lignes et colonnes et on se raméne au cas précédent.

Lemme 3.37.

Dans le cas (k,£) = (4,1), & (&) est présymétrique.
Preuve analogue.

Lemme 3.38.

Dans le cas (k,£) = (5,1), & (&) est présymétrique.

Preuve.
Onserameéne a: ¢7 (€) =0. On échange les 4°™ et 5™ ligne et 4™ et 5°™ colonnes et on

se rameéne au cas précédent.
Le cas II est donc terminé.
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