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ALGEBRES TOPOLOGIQUES STOCHASTIQUES

par Jeax Tr. HAINIS

§ 0. Imtroduction : La présente étude est une généralisation des deux premiers
chapitres de [5]. Nous exposons ici certaines de nos conclusions.

Le caractére de la présente étude dans notre effort de définir la mesurabilité
d’une application X définie sur I'espace de probabilité (Q, 0, p) & valeurs dans E
(E : algébre topologique compléte localement m-convexe) est que nous utilisons le
spectre #(E) de l'algébre E. (cf. §1, déf. 1.1). '

- L’avantage de cette méthode est que nous pouvons définir le produit de deux
gléments aléatoires (¢.a.) ayant la relation Ao (X .Y)="(hoX). (koY) ou
he M(E).

. D’une maniére analogue, comme Mourier [10] et Ahmad [°], nous définissons
Lespérance mathématique d’'un ¢’ .. X et l'indépendance (faible) de deux ¢’ .a.

Par suite, on considére une algébre E qui est la limite projective d’une famille
d’algébres de Banach, c’est-d-dire E = lim Eq, wel et Ey sont B*-algébres (de

. “—

[+
Banach). En suite on démontre que chaque ¢’ .a. est la limite projective d'une
famille d’applications mesurables (¢’ . a) c’est-a-dire X = lim Xy ol les X, sont
P

[*4
des ¢’ .a. définis sur espace de probabilité (Q, 0, p) & valeurs dans Ey, « € I. Ensuite
on démontre quelques théorémes ou proposisitions relativement aux limites projec-
tives des ¢ .a.

Finalement, on considére le produit tensoriel de deux algébres topologiques et
on définit la mesurabilité de X ®@ Y ot X, Y sont des é.a. & valeurs dans les algébres
considérées. T

GENERALITES ET DEFINITIONS

Une algébre topologiqgue E est une algébre munie d'une topologie telle que
Iespace vectoriel E soit un espace vectoriel topologique tel que la multiplication
dans E (considérée comme application de E X E dans E) soit séparément continue.

Nous rappelons d’abord quelques définitions :

Une partie U d’un espace vectoriel E s’appelle convexe, si les relations X, Y € U
et A e[0,1] entrainent A. X + (1 —2).YeU

La partie U de E s’appelle équilibrée, si A . U = U, pour A€ C tel que Al =L

La partie U s’appelle symétrique, si U = — U.

Pour I'espace vectoriel topologique E, une partie U = E est absorbante, si
pour chaque X € E il existe un ¢ > 0 tel que, X €. U pour chaque A€ C avec
Al =a.
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Etant donnée d’une algébre E, une partie U de E s’apelle idempotente, si
U.UcU

On dit que U est m-convexe (multiplicativement-eonvexe)/si elle est idempotente
et convexe.

Une algébre topologique s’appelle localement multiplicativement convexe (bridve-
ment localement m-convexe) s’il existe une base de voisinages de 0 dont les ensembles
sont m-convexes et symétriques.

La topologie de E peut étre définie par un systéme de semi-normes (Py), ¢’est-
a-dire, & chaque voisinage U de-0 de E, m-convexe, équilibré (et absorbant) corres-
pond une semi-norme définie par la relation suivante :

0.1 Py(X) =inf | A |, pour chaque X € E.
‘ Xeru

La semi-norme définie par la relation (1) remplit aussi la relation :
0.2) Py(X .Y) £ Py(X). Py(Y), pour tous X, YeE

On dit aussi que Py(.) est une semi-norme multiplicative.
- Boit E une algébre topologique et E’ son dual (topologique) ; soit encore . (E)
I’ensemble des homomorphismes continus, & valeurs complexes, de 1algébre E.
Alors, #(B)={heE :h(X.Y)=NMX).HY), pour X, YeE}.
On considére .#(E) comme muni de la topologie relative induite par la topo-
logie faible o(E’, E) de E. L’espace #(E) dépourvu de ’homomorphisme trivial
est appelé le specire de 1’algébre E.

On appelle algébre de Fréchet (f-algébre) une algdbre localement m-convexe
métrisable et compléte.

Si E est une algébre topologique, on note Co(.#(E)) I'ensemble de toutes les
fonctions continues sur .#Z(E) & valeurs complexes.

Une algébre E commutative, semi-simple, compléte, loc. m-convexe s’appelle
« full » si nous avons

E = Co(A(E)) (algébriquement) (cf. [1], p. 32, déf. 8.3).

Soit B une f-algébre commutative full loc. m-convexe ; une famille de semi-
normes sous-multipiicatives (continues) définissant la topologie de E est donnée
par la relation :

0.3) Py(X) = sup {| H(X) [:he U < A(B)},

avec X € E et U parcourt les sous-ensembles équicontinus {U;}, :€I du spectre
AH(E) (cf. [%], p. 33, Th. 8.4).

La relation (0.3) s’écrit aussi sous la forme :
(0.4) PyX) =sup {| MX)|:heU; = A (E)},
avec X e E et 1e1.

§1. LES ELEMENTS ALEATOIRES

Soit E une algébre loc. m-convexe et .#(E) son spectre. Soit encore @ g, la
c-algébre sur E engendrée par la classe des sous-ensembles de la forme :

Ta,b,n = {# € E: Re h(z) < «, Im h(zx) < B, pour o, B€ Ret he A (E)}.
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Soit (Q, @, p) un espace de probabilité, (B, @ 4, L'algébre topologique E,
munie de la c-algébre 0 4, et (C, #) les nombres complexes avec le corps de Borel.

Proposition 1.1. On considére Uapplication
(L1) | X (Q, 0) (E, O4qs)
Alors les propositions sutvanies sont équivalentes : ‘ _

1) La fonction h© X est mesurable, c’est-g-dire (ho X)UHB) < O pour chague
he M (E). ‘ : _

2) La fonction X est (O gz — O) mesurable, c’est-a-dire :

' X—l(@%u’q)) C (9

Démonstration : 1) = 2)

Sur R X R soit un pavé Ip,g = (— o0, a) X (—o0,B)eZ.

Alors X-1(hY(Ix,e)) € 0. Mais b1 (Ia6) = €0 (E)

Or, X-1(7) € 0, c’est-a-dire X0 4 C 0.

2) = 1).

Soit 7 € O 4y, ; alors X~1(7) € 0. Soit encore un pavé Iy g € B tel que h~1(lq,g)=".
Nous avons : X 1(h1(Iy,e)) € O ou (h°X)(Iyp) € 0.

Définition 1.1. Si Papplication (1.1) satisfait une des conditions équivalentes 1),
2) de la proposition (1.1) s’appelle élément aléatoire (é.a.) & valeurs dans 1’algébre
topologique E.

Si nous avons une *-algébre, on définit Vinvolution de é.a. X comme suit :

X*(w) = (X(w))* pour chaque e Q.

Proposition (1.2). Etant donnée une *-algébre syméirique E, Vensemble des é.a.
& valeurs dans B est une *-algébre.

Iy

Démonstration : Bvidemment lensemble des é.a. & valeurs dans E est une
algébre complexe. De plus, si X est un é.a. & valeurs dans E, alors en vertu de la

relation H(X*(w»)) = A(X(w)) (cf. [°], p- 23, Lemme 6.4) il résulte que X* est un é.a.

Proposition (1.3). Si la suite {X,} ne N des é.a. converge p.s. pour la topologie
de la convergence simple dans B, vers la fonction X, alors X est un éa.

Démonstration : Par hypothése nous avons :
hoX, 3hoX, n4 oo, pour chaque he #(E)c E".

En vertu de la proposition 1.1 et de la définition 1.1 la fonction X est un é.a.
4 valeurs dans E.

Proposition 1.4. Si X est un é.a. & valeurs dans Ualgébre topologique E, loc. m-con-
vewe et {\p}neN est une suite de coefficients d'une série représentant une fonction
k

entiere, alors la série Z X% (k4 00) converge p.s. pour la topologie de la convergence
n=1

simple vers un é.a. Y.
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Démonstration : Soit 1’é.a. X ; la somme Z M X” est aussi un é.a. En vertu

n=1
du lemme (8], p. 30, 7.7.c.) la suite des sommes Z A . X% (k4 co) tend pour

la topologie de la convergence s1mple dans B vers une fonction Y et en vertu de
la proposition 1.3 la fonction Y est un é.a.

Proposition 1.5. Soit E une f-algébre full séparable, loc. m-convexe et M(E) son
spectre. Soit encore Vé.a. X : Q- K. Alors, il existe une famille (P;) i€l de semi-
normes sous-multiplicatives définissant la topologie de B, qui est donnée par la relation
(0.4), telle que Vapplication P; 0 X : Q> Ry, t €1 est mesurable, ¢’est-a-dire Py(X)
est une variable aléatoire réelle pour chaque i€ 1.

Démonstration : Soit {U;} ¢ €I une famille de sous-ensembles équicontinus de
A (E). L’algébre E est une f-algébre séparable, par conséquent chaque sous-ensemble
équicontinu du spectre .#(E) est métrisable de type dénombrable. Alors la relation
(0.4) peut s’écrire :

PyX) = Sup | M(X)| = sup | B(X) |,
3 heA;

olt A; est un sous-ensemble dénombrable partout dense de Usj.

Done, la semi-norme P;(X) est une fonetion mesurable pour chaque 2 € 1. (cf. [8],
Prop. 2.2).

Soit E une algébre topologique m-convexe et 4 (E) son spectre.

a) Soit #. la c-algébre sur E engendrée par les ouverts de E, c¢’est-a-dire &,
est définie par les conditions suivantes :

iy EcH., s €B,; i) Si AcB, = (pAeB, et i) Si Ay, As,...cH, =
UAne,%"

Evidemment les conditions 1), ii), iii) entrainent les suivantes :
iv) Si A, Ag, ...€X, => NAyeH.; v) La c-algébre H, contient les fermés
n

de la topologie définie sur E
b) Sur E on considére les ensembles de la forme :

A = {z: (h(x), hao(x), ..., ku(z)) € B},

o1 B est un ensemble de Borel arbitraire sur C” et hy, hg, ..., by € M#(E). Les ensem-
bles de la forme A s’appellent cylindriques et forment une algébre d’ensembles, soit
L uwy

La c-algébre qui est engendrée par & 4y, est 'algébre 0 4y,
En général entre les algébres qui sont définies ci-dessus existe la relation sui-
vante :

1.2) _ L 4wy C O ymy C B (cf. [1], p. 29).

Proposition 1.6. Soit E une f-algébre full séparable. La c-algébre O 4y, contient
une base de la topologie définie sur B.
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Démonstration : Soit une famille d’ensembles ouverts de Ialgébre E : -
Vi = {x: Pi(z) < a} '
ou

Via= {z:sup | k=) | < a} out {U;},i€l
heU; S M (B)

¢’est une famille de sous-ensembles équi-continus du spectre #(E). Comme I’algébre
est séparable il existe un sous-ensemble A;, s € 1 dénombrable partout dense dans U;
tel que nous ayons : :

sup | b(x) | = sup | h(z) |, i‘e L
heU; heAg

Alors, Viq = {z:sup | (@) | < a} =0 {z: [ k(@) | < a} € O 4@
heA; heAg

Corollaire 1.1. Pour Valgébre E de la proposition 1.6 nous avons O gy = P

_ Démonstration : L’algdbre 0 4, contient une base de la topologie définie sur E
(cf. Prop. 1.6). P , o

~ Comme chaque ouvert de E est une réunion dénombrable d’éléments de base,
on conclut que 0,y contient tous les ouverts de K, alors %= C O 4wy

Aussi nous avons 0 gy C %x (cf. relation 1.2).
Done, 0 45 = B ~

Sur l'algébre E on introduit une mesure de Borel P par la relation suivante :
(1.3) Px(z) = p(X-1(x) pour chaque t€ O 4x).
On dit que la mesure Px sur @ 4y, détermine la loi de I'é.a. X & valeurs dans E.
11 est bien connu que, & chaque é.a. X correspond I'é.a. X* (involution de X).
Soit 'ensemble t* = {a*:z €1}, ot 7€ 0 yg) '
Comme nous avons A(x*) = h(z), il résulte que v* € 0 4,
Alors, la loi de X* est donnée par la relation :
Pyu(r) = p(X*1(7), 1€ O 4z

Proposition. 1.7. Pour les mesures Px et Pxs nous avons

Pya(t*) = Px(t) <> Pxa(1) = Px(v%).

Démonstration : On peut poser X* = g o X, oll g est une application canonique
de E dans E.

Evidemment, g(t) = t* <> g1(t%) = .

Alors, Py.(%) = p(X*-1(z¥) = p [XLg(7*))] = p(X7H(r)) = Px(7)-

Si on remplace le T* par T on a : Pxa(7) = Px(*).

Définition 1.2. On dit qu'une mesure P sur B est compacte (ou de Radon, ou

tendue) sl existe, pour chaque ¢ > 0, un compact K.C E tel que mous ayons :
PK,) >1—c¢

Proposition 18. Soit B une f-algebre full séparable. Alors la mesure Px est
c-additive et compacte.
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Démonstration : i) En effet, soit Ay € 0 45, une suite d’ensembles deux & deux
disjoints. Nous avons :

Px (U Ap) = (X (U Ag)) = p (U XHAw) = > p(XHAn) = 3 Px(An)

- ii) En vertu du corollaire 1.1 nous avons % = 0 .

La mesure introduite sur @y, est aussi une mesure sur %.. L’algébre E est
une f-algébre séparable, alors si on applique le théoréme 3.2, p. 29 de [12] la mesure
sur l'algebre @,y est compacte.

§ 2. LIMITE PROJECTIVE D ELEMENTS ALEATOIRES

Par définition une B*-algébre est une algébre de Banach avec involution telle
que nous ayons || XX* || = || X |2

~ Soit E une algébre compléte, localement m-convexe. Il est bien connu que E
peut étre considérée comme la limite projective d’une famille (Eq), « € I de B*-alge-
bres, c’est-a-diré B = llm Eq (cf. [?], p- 17, Remark). »

Sur E, on con81dere la classe Ry des sous-ensembles de. la forme :
To = {y : Re ho(2s) < «, Im he(xy) < b, pour o, b € R ot hy € M (Ey)}
Soit @ 4z ) la c-algébre sur E qui- est engendrée par cette classe Zy.

Remarque : En particulier, pour les algébres de Banach, chaque caractére hy
de Valgébre E, peut étre remplacé par I'idéal maximal M, de Ey (cf. [11], § 11, 1-2).

Par analogie & la définition (1.1), Vapplication X, : Q — E est mesurable (é.a.)
si pour chaque hy € 4 (Ey) la fonction kg o Xy est mesurable, ou ce qui est équi-
valent la fonection X (M) est une variable aléatoire (v.a.).

Proposition 2.1 La  projection . canomique fo : BE—Bo est une application
(P 4 ,//(Ea))-mesumbleu

Démonstration : On considére I’ensemble de sous-ensembles :
{Au S Eu: 7Y (A0 € O yp) )

On dit que cet ensemble est une s-algébre soit %.
En effet : Si Ay, By € %4 nous aurons

f_ Aoc\Boc —f_ (Ag) \f Boc E@///(E)

Aussi f31 (UlAan) = UleI(Aocn) €0 4w
n= n=
AlOI‘S, f;l(e@o() g (Q//(E)w

Soit un élément A, €%, nous avons :
f7HAg) = {x € E: Re ha(a) < @, Im ho(2) < b; a, b€ R et hy € M(Ey)}
= {zeE:Rehyofulr) < a,Imhyo fy(z) < b} € O uwy

caractére caractére
de B de B
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. Nous avons encore que : %y S By eb par conséquent la o- algebre engendree
par Xy c’est-a-dire 'algebre .

0@y S Ba Alors, MO0 aw,y) < 1B < Ouwy c.qfd.

Soit (X), w €1 une famille d’6.0. & valeurs dans les algébres de Banach Eg,
¢’est-a-dire :
X i (Q; O)—(Ey, (0///(15 ), a €l v
On suppose que la famille ci-dessus forme un systéme projectif d’apphcatlons
c’est-a-dire
f(xbOX.b': Xa, i< bet &, bel

Tl est bien connu qu’il existe une seule application X de ) dans E = lim E4
<

qui s’appelle limite projective des fonctions mesurables Xy — on la note X = lim Xy
——
o

— telle que, pour chaque application canonique fy nous ayons :
fooX = Xg (cf [3], ch. 2, p. 126). '

n:X:liqu
‘ “ E

Proposition 2.2. Les propositions swivantes sont équivalentes.
1) La fonction hoX est une v.a. pour chaque he M (E).
2) La fonction hy o Xy est une v.a. pour chaque ho € M (Ey).

Démonstration : 1) = 2). En effet, nous avons que
hoo Xoo = hg 0 (fo 0 X) = (hg 0 fo) 0 X

2 X E b ¢

fo) fa
R hot € MG(Eoy)
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La fonctionnelle A est un caractére d’algébre E, et la fonction f« est application
canonique de E dans E,. Alors, %y o fy estun homomorphisme continu de Ey & valeurs
dans C et par suite (hy o f,) o X est toujours une v.a.

2) = 1). Il est bien connu (cf. [4], p. 28, Prop. 7.5) que,
(2.1) o : M(BE) = U (M (E) N VY,

ael

ot Uy est le polaire d’une voisinage de zéro.dans E. De la relation (2.1) résulte que,
pour chaque he A#(E) il existe au moins un ae I tel que ke #(E)N UY. Alors
& chaqué ke A(E) N UY (et par conséquent k & UY) correspond aussi un hy € A (Eq)
tel que nous ayons :

h(z) = hy(xy) pour chaque ze B.
Done, nous avons :
22) - WX(w)) = ha(Xa(w)) = (hy 0 Xo)(w).
En vertu des précédentes, pour chaque he .#(E) correspond au moins un
hy € ,/% (Ey) tel que nous ayons
(2.3) hoX = hyo X, pour chaque we Q.

La deuxiéme partie de 1’égalité (2.3) est par hypothése une v.a., par conséquent
et la premiére partie est ure v.a. -

Une expression équivalente de la deuxiéme partie dela proposition 2.2 est la
suivante : ‘

Proposition 2.3 Soit lo, famille (Xo) a €1 des é.a. & valeurs dans la famille des
B*-algeébres de Banach (Eq) o€ I respectivement. On suppose que cette famille forme
un systéme projectif, soit X = lim Xq. Alors X est un é.a. & valeurs dans B = lim E,,.

—

[P
[ o4

Proposition 2.4. Soit B une algébre topologique loc. m-convexe avec élément unité.

On suppose que la swite des é.a. Xp =3 X {(n 1t oo). Alors pour chaque a €1 la suite
(a0 Xn)pex = ((Xa)u)nex converge dans Ualgébre de Banach By vers I'é.a. fy 0 X = X,

RECIPROQUEMENT : Soit i) Pour chaque a € I la suite ((Xy)n)pey des 6.a. converge
dans Eq vers un é.a. X, ii) Les é.a. (Xo)n o« € I forment un systéme projectif &’ opplica-
tions de Q dans les algébres de Banach Ey, soit lim (Xa)n = Xy et lim Xy = X Alors

. - <—

o o
pour la topologie de la convergence simple dans B nous avons

lim lim (Xq), 22 X.

n <
Démonstration : Pour chaque hy e #(Ey) on a :
ho 0 (Xo)n — b0 Xg = by 0 0 © Xy — by 0 fu 0 X
’ = (haofu) 0o Xy — (hyofs) 0 X->0,n40

caractire
de E
(cf aussi Remarque 4.1).
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Réciproquement : Pour chaque h e 4 (E) il existe un hy € M (Eq) tel que nous
ayons : :

hoXy—hoX =hygo (Xg)p— by o Xg
Par conséquent on a :

X 28 X < lim lim (Xo)p 22 X, 7.4 c0.
n <

Soit E une algébre topologique loc. m-convexe, donc E = lim E,, Ex sont
-—

B*.algébres de Banach. Pour chaque a1 sur @ (s, O0 peut par OCamalogie a§l
(formule 1.3) introduire une mesure de Borel Py par la relation

Px,(ta) = Pu(ta) = P(X;1 (7)), 0N Ta € Oy,

Proposition 2.5. Pour chague a € 1 nous avons Py = Po f1.
Démonstration : Soit un v, € 0 (k> DOUS avons
T Pa(te) = p(X7Y 1)) = p(X 1o f (7)) = p(X7(7))

P(r)
P(f71(7))-

I

Done, Py =Peof L

Proposition 2.6. Si la suite (Py) ne N des mesures des probabilités sur B con-
verge faiblement vers la mesure P — ¢’est-a-dire pour chaque fonction g continue et
bornée définie sur E & valeurs complexes nous lavons [ g(2)d P () — |r g(x)dP(x),

JE A B

faibl.
n 4 00 — alors pour chaque a €1 sur By nous avons (Px)n 22 Py, 14 00.

Démonstration : Pour chaque to € 0 4y ) il existe sur 0 ) vne probabilité P
telle que Py(tq) = P71 (ta))-
Alors, pour chaque fonction gy continue et bornée on a

[, @ Pa, (52 = [, g0 fulIPul (50) — 0, 0

§ 3. ESPERANCE MATHEMATIQUE

Soit 1’6.a. X & valeurs dans I’algdbre topologique E. On dit que cet éa. est
scalairement intégrable si, pour chaque h € 4 (E), il existe ’espérance mathématique
E( o X) de la v.a. numérique Ao X.

Définition 3.1. Si Vé.a. X est scalasrement intégrable et 8l existe dans E un
Sément, soit EX, tel que WEX) = E(h o X) pour chaque he M(E), Vélément EX
Sappelle espérance mathématique de Ué.a. X.

On démontre facilement la proposition suivante :

Proposition 3.1. Si les espérances mathématiques EX, EY Rewistent, alors
E(@X + bY) existe, pour chaque a, beC et on a : E@@X + bY) =a. EX + 0. EY.
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Proposition 3.2. 8i X* est Vinvolution de Uintégrable é.a. X, alors mous avons
EX* = (EX)*.
11 suffit de regarder : A(x*) = h(z).

Proposition 3.3 Soit (Xo) x €1 une famille d’é.a. & valeurs dans les algébres
séparables de Banach Eq On suppose que : 10 Cetite famille forme un systéme projectif,
soit X = lim X, 20 Lo famille des espérances mathématiques (EXy) o € I existe. Alors

<

3
nous avons ..

EX = lim EX,, = lim E(fy o X).
= <~

Cette proposition est une apphcatlon immédiate du corollaire (cf. [1], ef. IT,
p. 52).

Proposition 3.4. Pour chaque h € M (E) il existe un (au moins) hy € M (By) v €1,
tel que nous ayons

MEX) = hy(EXy) = hy o fo(BX).

Démonstration : 11 est bien connu que pour chaque k€ #(E) N UY correspond
un (au moins) hy € A (Eq) tel que nous ayons A(x) = hy(zy). Alors, si on remplace X
par EX on recoit : A(EX) = hy((EX)y) = ky o fu(BX).

Proposition 3.5. Soit E une f-algébre full séparable. On suppose que EP;(X) < 400,
pour chagque 1€ 1. Alors pour les semi-normes nous avons P;i(EX) £ EPy(X), i L.

"Démonstration : Par définition de lesperance mathématique nous avons
h(EX) = E(h o X) pour chaque ke #(E), o

(4.1) | WEX)| < E|hoX|.

Soit U; 4€ 1, une famille de sous-ensembles équicontinus du spectre .#(E).
Comme nous avons une f-algébre full séparable, & chaque sous-ensemble U; équi-
continu du spectre, il existe un sous-ensemble A;c U; €1 dénombrable partout
dense & U; tel que nous ayons Py(X) =sup|{hoX|=sup|hoX|

hel; S.H(E) hehg
Alors de la relation (4.1) on a :
sup|hEX)| supE|hoX| Esup]hoX| ou Py(EX) £ EP;(X).

heAyg
§ 4. INDEPENDANCE FAIBLE

Définitron 4.1. On dit que deux é.a. X, Y & valeurs dans Ualgébre topologique E
sont farblement indépendants, si, et seulement st, les v.a. numériques b o X, h o Y sont
indépendantes.

Proposition 4.1. 8¢ les éa. X, Y a valewrs dans l’algébre topologique E sont
fasblement indépendants et les espérances mathématiques EX, BY, E(X . Y) existent,
alors nous avons

E(X.Y) = EX EY.
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Démonstration : Par définition de Vespérance mathématique nous avons :
MEX . Y)=E®ho(X.Y)=EhoX hoY)=EhoX) EhoY)=
= h(EX). MEY) = HEX . EY).
Done, E(X.Y) = EX.EY.

Remarque 4.1. Soit l'algébre topologique E avec élément unité e E. Soit
fale) = ex. On dit que ey est Uélément unité de Ey.

En effet : e : Xg = fule . X) = fu(X) = Xa.
Soit encore ’homomorphisme continu ky o fo. Nous avons,

by 0 fale) = ha(fale)) = halex) = 1.
- Alors les ky o fy, x €I constituent des caractéres de l'algébre E.

Proposition 4.2. Si les é.a. X, Y & valeurs dans Ualgébre topologique E, compléte,
loc. m-conwexe avec élément unité (E = lim E,, olt E4 sont B*-algébres de Banach et
—

o
a € 1) sont faiblement indépendants, alors les éa. Xq, Yo ¢ projections » des X, Y &
valeurs dans By sont faiblement indépendants.

Démonstration : Nous avons que :
Xy = fz0X
(4.1) Y, = fa0Y, pour chaque x &L
De la relation (4.1) nous avons :
ho 0 Xy = (hgofa) o X
4.2) hoo Yo = (hq o fy) o Y, pour chaque hy € M (Ey).

En vertu de la remarque 4.1 I’homomorphisme %y o fo est un caractére de
Palgébre Ey, alors les v.a. kg 0 Xy, by o Yo sont faiblement indépendantes.

Proposition 4.3. Soient (Xo) et (Yo) a € I deur familles des é.a. & valeurs dans
les algébres de Banach By, o€ 1. On suppose que :

i) Leurs éléments sont mutuellement indépendants.
ii) Chaque famille forme un systéme projectif &’ applications.
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Alors, les éa. X = lim Xy et Y = lim Yy, & valeurs dans Dalgébre E = lim E,
[-4 o

sont farblement m’o_lependants‘

Démonstration : Il est bien connu que, pour chaqueb he #(E) il existe un
(au moins) e I tel que nous ayons :

hoX = hyoXy
ho¥Y = hyo Yy

Les v.a. hyo Xy, hyoYy sont mutuellement indépendantes, alors les é.a.
=lim X, et Y = hm Y, sont faiblement indépendants.

—

[«4 O(

Proposition 4.4. Soit E wune f-algébre full séparable et les é.a. X, Y & valeurs
dans E qui sont faiblement indépendants. Alors nous avons :

EPy(X.Y) £ EP(X) . EP,(Y),ie L
Démonstration : Nous avons : (cf‘ démonstr. prop. 3.5).
EP;(X.Y) = Esup}hX Y) | -—supE[(hoX (hoY) |

hed; S#(B)
=sup(E|hoX]. E[hoY{)<(supE}koX|) (supE]hoY[)
heAg

= (Esup|hoX]|). Esup|hoY[)—EPz(X) EPi(Y),zeI..

heAg

Proposition '4.5. (Loi des grands nombres). Soit E une f-algébre full séparable
et une suite (Xj),je€ N d’éa. & valeurs dans E, mutuellement indépendants, ayant la
méme espérance mothématique, c’est-a-dire BX; = m et EP¥X;) < + o0 pour chaque
tel et jeN,

. 1< g
Soit encore S, = - Z Xje 8, = - Z X (valeur moyenne).
i=1 i=1
Alors = 1) Sn—l; m, nt oo. (Convergence en Probabilité)

i) S:5 m*, ntoo
iii) S, . SZ—I; m . m* si, EP?(X;. X}) < oo pour chaque j, keN, icl
et n 4 oo.

Démonstration : i) Pour chaque ke .#(E) nous avons :

E(| 2(Sn —m) 2) = E{(S, —m) . h(S; —m*)}

1< 1<y g

1
n2

S

4.1) = E{h(Xy — m) . WX} — m*)}.

M

ol

5

Si k#jona:E{l(Xy—m). WX; —m*) = EWXy —m) . Ei(X; —m*) = 0.
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(4.2)

(43}

et

Par conséquence ’égalité (4.1) s’écrit

B h(Sn—m) ) = o5 7 B —m) B — m*))

] pt

- B WX —m) P

Alors de la relation (4.2) nous avons

Esup | 7(Sp —m) |2 = }—2 . Bsup | hi(X;—m) 2 ou

hicA; S #(B) hieds

EPY(S, — m) = ;1% EPYX; — m).

L’inégalité de Tchebychev donne
EP¥Sp —m) _ EPXX;—m)

—0 nt 0.
2 n.e2 f

P{ow: Pi(Sn——M) >e} =

P
Done, S, — m.

ii) En vertu de la relation P;(X) = P;(X*), ¢ € Inous avons le deuxiéme résultat.
L1 & .
iii) Nous savons que : Sy . S, = 5 ; Xi . Xj.
i
11 est facile de démontrer que :

E | h(Sy .S, —m . m¥) 12=;L“E|h(X,~ X;—m . m*) |2

EPXS, .S, —m . m*) = % BPYX; . X] —m . m¥)

L’inégalité de Tchebychev donne

P{w:PiS,. S, —m.m*) >e} = EPH(Xy f,ez m . m*)

‘ P .
Done, Sy .S, —m.m*, si n} oo

§ 5. PRODUIT TENSORIEL DE DEUX ELEMENTS ALEATOIRES

Soient les é.a. X, Y & valeurs dans les algébres topologiques E, F commutatives

loc.m-convexes respectivement. On considere I'application

Z:Q-EQRF

qui est définie par la relation

(5.1)

Z(w) = X(0) @ Y(w).
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L’application (5.1) s’appelle produst tensoriel des deux é.a. X, Y et on la note
Z=XQ®Y.

Proposition 5.1. L'application (5.1) est faiblement mesurable par rapport &
Palgébre topologique E. Q F.

Démonstration : 11 est bien connu qu’il existe une bijection de #(E @ F) dans
le produit cartésien #(E) x #(F) (cf. [7], p. 177, prop. 4.1) done, chaque
he M (E ® F) peut s’écrire sous la forme h = f ® g, ou fe M (E) et g e MF).
Pour que la fonction X @ Y soit mesurable, il faut et il suffit que, pour chaque
he #(E QF) la fonction ho (X ®Y) soit une v.a. En effet nous avons :

hoXQY)=(f®9)o0(XQY)=(foX)R(g0Y).
Alors, A(X @ Y)(w) = f(X(w)). g(Y(w)) qui est mesurable (v.a.).

Proposition 5.2. Si les é.a. X, Y & valeurs dans les algébres topologiques E, F
loc. m-convexes respectivement sont faiblement indépendants et si les espérances mathé-
matiques EX, BY, E(X @ Y) existent. Alors B(X ®Y) = (EX) ® (EY).

Démonstration : En vertu de la définition de I'espérance mathématique, pour
chaque he 4 (E @)F) nous avons

5.2) MEX QYY) =EnNX ®Y)
Chaque he #(E & F) peut s'écrire sous la forme h — fRg, ot fe HE),

g€ ME) (cf. [1], p. 178, th. 4.2).
Par conséquence la relation (5.2) s’écrit

EAX Q@Y)=Ef®9) (XQY)=E(foX).(g0Y)
= (Ef o X) . (Eg 0 Y) = /(EX) . g(EY)
= ®9) - (EX) ® (EY)) = »{(EX ® EY)
Alors, E(X ®Y) = (EX) ® (EY).
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