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INTRODUCTION

Dans de nombreux domaines de la mécanique, de ’astronomie, de la physique
et de la technique, I’étude des phénomeénes périodiques est d’une importance consi-
dérable. Lorsque les équations qui les régissent sont linéaires, ’existence de résultats
sur la structure générale des solutions permet, du moins en principe, de résoudre
le probléme de la détermination des solutions périodiques. Il n’en est malheureuse-
ment pas de méme pour les équations différentielles non linéaires.

C’est pour répondre aux besoins de la mécanique céleste qu'une premiére
théorie des solutions périodiques des systémes différentiels non linéaires fut établie
par H. PorNcar® [75: %], Les profondes recherches de ce savant, publiées pour la
plupart entre 1880 et 1900 constituent encore une pierre d’angle pour de nombreux
édifices théoriques actuels. Dés 1920, les travaux de B. VAN DER PorL démontrérent

_la nécessité de tenir compte de termes non linéaires dans les équations de certains
circuits électriques, mais il fallut attendre 1929 pour que A. A. Axprowov fit le
rapprochement entre les résultats de van der Pol et les théories de Poincaré. A partir
de cette époque, et principalement en U.R.S.S., I’étude des phénoménes non linéaires
s’érigea en discipline, sous le triple aspect théorique, numérique et expérimental, et
prit le nom de mécanique non linéaire, de théorie des oscillations non lindaires ou
encore de théorie qualitative des équations différentielles. On trouvera plus loin,
en guise d’introduction aux différents chapitres, des données plus détaillées sur le
développement des aspects particuliérement considérés dans ce travail.

On peut distinguer, dans I’étude des solutions périodiques des systémes diffé-
rentiels non linéaires, deux grands domaines qui se différencient & la fois par leur
objet et par leurs méthodes. Le premier est consacré aux systémes différentiels
«voisins » d’'un systéme dont on connait les solutions périodiques ; ce dernier étant
en général linéaire, on parlera souvent de systémes quasi-linéaires ou faiblement
non linéaires. Dans ce cas, nous disposons de plusieurs théories pour la détermination
des solutions périodiques. Elles présentent entre elles de nombreux points communs
et procédent souvent des idées remarquables introduites par H. POINCARE [76] : en
particulier, 'existence d’une solution périodique est toujours liée & celle d’une solu-
tion d’un systéme défini et & valeurs dans un espace de dimension finie, les équations
de bifurcation.

Si on s’affranchit de I’hypothése de proximité d’un systéme connu, on aborde
le domaine des systémes différentiels dits, par opposition, fortement non linéaires.
L’idée fondamentale sous-jacente & la plupart des méthodes qu’on y emploie consiste
a identifier les solutions périodiques avec les points fixes d’une certaine application
de l'espace de phase du systéme différentiel en lui-méme. Le recours & certains
théorémes de topologie permet alors de résoudre le probléme, mais les difficultés
soulevées par la vérification des hypothéses limitent la plupart des résultats au cas
des équations différentielles d’ordre peu élevé (en général deux). Certains auteurs
ont utilisé une généralisation des théorémes de points fixes, la méthode de J. Lieray
et J. ScHAUDER [61] introduite en 1934 pour I'étude des équations dans les espaces
fonctionnels et exposée, par exemple, dans le remarquable ouvrage de J. Crowr~ [29],
Ce procédé présentant avec celui que nous proposons dans ce mémoire cortaines
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analogies, nous passerons rapidement en revue les différents travaux de mécanique
non linéaire qui l'utilisent. Signalons que deux des hypothéses préliminaires a
I’application de la méthode de Leray-Schauder sont la possibilité de mettre le pro-
bléme étudié sous la forme

P (0.1)

olt z appartient 3 un certain espace fonctionnel E et ot F est un opérateur com-
plétement continu défini et & valeurs dans E, et 'obtention d’une borne a priori
pour toutes les solutions éventuelles de cette équation fonctionnelle. En 1952,
F. SrorpELLI [93] a démontré de cette maniére l'existence d’une solution périodique
pour une équation non autonome du second ordre de la mécanique des fils. Ce travail
a servi de base & celui de L. DErRwIDUE [3!] qui, en 1963, a systématisé et généralisé
le procédé de Stoppelli. Entretemps, en 1956, R. W. Bass [5 6] s’appuyait sur des
considérations analogues pour obtenir une intéressante justification de la méthode
de linéarisation équivalente dans les systémes autonomes. La difficulté de I'applica-
tion des résultats des deux derniers auteurs cités provient du fait qu’ils ne fournissent
aucun moyen pour obtenir une borne a priori des solutions, cette condition restant
parmi les hypothéses de leurs théorémes d’existence. Développant, dans sesrecherches
sur -les équations ~différentielles non-autonomes du troisiéme ordre, une-idée-de
G. E. H. Revrer [34], J. O. C. Ezmrro [32] a étudié lexistence de solutions pério-
diques lorsque toutes les solutions sont asymptotiquement bornées, et ce procédé a
été utilisé par R. Rerssic [8083], G. SEpsiwy [80] et G. GussereLDT [44]. Dans le
méme ordre d’idées, nous signalerons également les travaux de M. A. KRASNOSELSKII
et de son école [57-59]. Enfin, R. Faurz [3% 34] & partir de 1964 et G. ViLragrx [949]
& partir de 1965 ont obtenu, toujours en vue de l'application de la méthode de
Leray-Schauder, des bornes a priori pour les solutions périodiques éventuelles de
diverses équations différentielles. Ils ont utilisé d’une maniére ingénieuse différentes
inégalités de la théorie des séries de Fourier, dont certaines se retrouvent d’ailleurs
dans des travaux plus anciens de D. GRAFFI [42 43]. Les intéressants résultats qui
en découlent portent sur des équations ou des systémes différentiels du 2¢, 3¢ et
4¢ ordre, importants pour la physique et la technique.

Dans un ordre d’idées différent, on doit & L. Cmsari[16] une remarquable
théorie qui s’applique aux systémes fortement non linéaires tout en possédant une
structure formelle analogue & celle qui apparait dans le cas faiblement non linéaire :
une solution périodique existe si et seulement si un certain systéme fini d’équations,
dites équations déterminantes, posséde une solution. Pour I’étude de ces derniéres,
CESARI propose un procédé trés général, 1ié & la fois & la notion de degré topologique
et & la méthode de Galerkin. Les hypothéses mathématiques trés faibles adoptées
en [16], qui rendent ’exposé assez long, et la généralité méme du procédé de résolu-
tion des équations déterminantes sont sans doute responsables du nombre assez
restreint de travaux consacrés, jusqu’a présent, aux applications de la méthode de
Cesari. En l'adoptant comme base de ce travail, nous avons cherché en premier
lieu & la présenter d’une maniére aussi simple que possible, grice & des hypotheéses
mathématiques moins élaborées que celles de Cesari, mais réalisées toutefois dans
la plupart des applications. Nous montrons ensuite que l'existence d’une borne
a priori pour les solutions périodiques éventuelles d’un systéme différentiel fortement
non linéaire permet, grice & la théorie du degré topologique dans un espace de
dimension finie, de ramener 1’étude des équations déterminantss de Cesari & celle
d’équations de bifurcation du systéme quasi-linéaire correspondant, ce qui est en
général trés facile. Comme nous réduisons, d’autre part, la théorie des systémes
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faiblement non linéaires & une application directe de la méthode de Cesari, nous
obtenons les différents critéres par un procédé uniforme, alors que les méthodes
utilisées jusqu’a présent lorsque la non-linéarité est forte se caractérisent i la fois
par leur diversité et I’absence de relations avec les algorithmes du type de per-
turbation.

Quant aux résultats eux-mémes, ils portent sur la plupart des équations diffé-
rentielles non autonomes de la mécanique non linéaire. Lorsque la comparaison
avec des travaux antérieurs, et en particulier avee ceux basés sur la méthode de
Leray-Schauder, est possible, elle semble favorable & la méthode utilisée dans ce
travail, ainsi qu’on pourra le constater dans les chapitres 5 et 6. Les raisons de cet
avantage résident dans le fait que le calcul effectif du degré topologique dans un
espace & un nombre fini de dimensions est possible dans des cas plus nombreux
que celui du degré topologique dans un espace fonctionnel qui intervient dans la
méthode de Leray-Schauder. En outre, il n’est plus néeessaire de mettre le probléme
étudié. sous forme d’une équation du type (0—1).

Terminons cette introduction par une analyse rapide du contenu de ce mémoire.
Aprés un rappel, au chapitre 1, de quelques propriétés importantes des fonctions
périodiques, nous introduisons, au chapitre 2, la notion de degré topologique & partir
de la-définition purement analytique de B. HrrNz [51] et nous montrons que ce point -
de vue permet, aussi bien que I’approche topologique, le calcul effectif du degré.
Le chapitre 3 est consacré & la méthode de CESARI ; nous reprenons la présentation
adoptée en [06] en y ajoutant certains théorémes utiles pour la suite du travail.
Abordant alors, au chapitre 4, I’étude des équations déterminantes, nous établissons
le théoréme fondamental d’existence des solutions périodiques et nous introduisons
deux vastes classes de systémes pour lesquelles les hypothéses de ce théoréme sont
aisément vérifiables ; il s’agit des systémes faiblement non linéaires et de ceux &
forte non-linéarité mais dont on connait a priori une borne pour les solutions pério-
diques éventuelles. Nous montrons également que ’algorithme proposé par CEsARI
pour I'analyse des équations déterminantes rentre dans le cadre du théoréme fonda-
mental.

Nous obtenons alors une forme aussi explicite que possible pour les équations
déterminantes des systémes de Coddington-Levinson et nous en déduisons, dans le
cas faiblement non linéaire, une généralisation d’un résultat de J. CroNIN [24]. La
fin de ce chapitre est consacrée & I’étude de quelques cas particuliers importants
du théoréeme fondamental. Les deux derniers chapitres étudient les solutions pério-
diques d’équations différentielles du deuxiéme et du troisiéme ordre fortement non
lindaires. Le but de ce mémoire étant plus orienté vers ’exposé des méthodes fonda-
mentales que vers les applications, nous nous sommes volontairement limités & des
cas simples. Cette simplicité n’empéche pas toutefois I’obtention de généralisations
substantielles de certains résultats intéressants obtenus, entre autres, par
R. Faure [33], R. GoMORY [45] et G. VILLARY [94 96]. Ainsi, les paragraphes 5-2, 5-3
et 5-4 du chapitre 5 sont consacrés & des systémes qui n’appartiennent pas nécessai-
rement & la classe D au sens de LEvINsoN [62, 30], et qui échappent ainsi aux critéres
d’existence établis pour de telles équations. L’étude détaillée des applications de la
méthode proposée dans ce travail, dont on pourra trouver un exposé succinet en [69]
et [70], sera faite dans des publications ultérieures, ot on pourra trouver & la fois
des théorémes d’existence plus généraux pour les équations différentielles du second
ordre et des critéres relatifs & des équations et des systémes d’ordre quelconque,
dont certains ont été ébauchés en [71].
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CHAPITRE 1
FONCTIONS CONTINUES ET PERIODIQUES A VALEURS DANS E”
1-1. Introduction

Ce chapitre est consacré & une bréve étude des fonctions définies et continues
dans E1, 3 valeurs dans E» et périodiques de période T > 0. Aprés avoir rappelé,
sans démonstration, les principales propriétés de ces fonctions, on examine plus en
détail certaines inégalités particulidrement importantes pour la suite de ce travail.

1-2. Séries trigonométriques de Fourier
~Soit B Tensemble des fonetions vectorielles réelles de la variable Téelle + —
x(t) = col [@1(£), za(t), ..., Zu(t)], n entier positif,
2
ol les @;(t) sont définies et continues dans El et périodiques de période T = f > 0.
Si

lo|l= wax [a]

représente la norme du vecteur x = col (21, @2, ..., ¥n) de Vespace linéaire E" de
dimension %, on sait [35] que l'ensemble E muni de la norme

v@)= sup ||z |,z€E,
te[0, T

constitue un espace linéaire, normé et complet, c’est-a-dire un espace de Banach,
et nous le désignerons par S.

A toute fonction (t) de S, on peut associer la série trigonométrique de Fourier.

0
ag + z (as cos swt - bs sin swt)
s=1

ot ay, as, bs, s =1,2, ..., sont des éléments de E® définis par
T T T .
ag = T-1 f x(t)dt, as = 2T-1 f 2(t) cos swidt, by = 2T-1 f x(t) sin sotdt,
0 0 0

s=12,...
étant bien entendu que, si f(£) = col [fi(t), fa(t), ---, fu(®)],

[ : H(t)dt = col [ j: heys, | : )L, ..., fOT fn(t)dt:‘a

On écrit
[oe}
() ~ ap + Z (as cos swt + b sin swb)
s=1
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et ap est dite la valeur moyenne de la fonction z(f). On peut démontrer [35] que deux
fonctions de S admettant la méme série trigonométrique de Fourier sont identiques,
et on a Vimportante formule de Parseval

'lvff: || 2() |2 dt = || ao |12 + % Z(H as |12 =+ 1] bs |2).

Si 2(¢) satisfait & une condition de Lipschitz dans [0, T] (donc dans E1 par suite
de la périodicité), c’est-a-dire s’il existe une constante positive M telle que, pour
tout ¢ appartenant & [0,T], ¢ = 1,2,

H@(t) —a(te) || < Mjh—i2],
alors, la série de Fourier de x(t) converge uniformément, dans [0, T], vers x(f) et
on peut done éerire, quel que soit ¢,

o]
z(t). = ap + Z (@s cos sewt - b sin sewt)
s=1

~(il-s’agit bien entendu -d’une condition suffisante et-non: pas nécessaire ‘de- conver-
gence uniforme). Cette condition de Lipschitz sera en particulier réalisée si z(f)
posséde dans El une dérivée bornée.
SizeS et est de valeur moyenne nulle, ce qui entraine
e
< .
x(t) ~ L {as cos swt - bs sin swt),
s=1

sa primitive fx(t)dt est périodique de période T et peut s’obtenir par intégration

terme & terme de la série de Fourier de z(¢) [35] :
@
f z(t)dt = Ag -+ Z (sw)™1 (— bs cos swt + ag sin swt),
s=1

Ay étant un vecteur constant arbitraire. On en déduit immédiatement que, si
xe 8N CLEL) et

z(t) = ap + S (as cos swt + bs sin swt),
s=1
alors,
de . ; % b ; . ; (1.2.1
6%——a:() Z_{sco( s COS Swl — g sin swt). 2.1)
S$=

1-3. Opérateurs Py, et H dans S

Si m est un entier positif ou nul et si x € S,

z(t) ~ ap - Z (as cos sot + by sin swt), (1.31)

§=1
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nous définirons, avee L. CEsARI [16], opérateur P, de la maniére suivante :
m
Prx(t) = ap + z (a5 cos swt -+ bs sin sot).
s=1

m étant fixé, si So = {x €8 : 2 = Py}, il est clair que Pp :S— So et que Py, est
linéaire, continu et idempotent.

D’autre part, si x€S et posséde la série de Fourier (1.3.1), et si I désigne
Popérateur identité, (I — Pplre S et

(I — Pp)x(t) ~ S (as cos sot + bs sin swk).
s=m-+1

Nous pouvons dés lors écrire

f (I — Pp)e(t)dt = Ao + Z (s)L (— b cos swf + a5 sin sot)  (1.3.2)

s=m-+1

A étant un vecteur constant arbitraire, et, parmi toutes ces primitives, il en existera

une et une seule telle que

| Pr f (I — Pp)a(t)dt = 0,

3 savoir, celle qui correspond & Ag = 0. En d’autres termeé, si, m étant fixé,
S1= {weS: Pyx =0}

il existera, pour tout z €S, une et une seule primitive de x — Ppz qui appartient
a S;. Avec L. CesagI [16], nous désignerons cette primitive particuliere par

H(I — Pz (1.3.3)

définissant ainsi un opérateur H : §;— ;. Cet opérateur est linéaire et intervient
dans deux inégalités importantes, dues & L. CEsaR1 [16], que nous allons démontrer.

Théoréme 1-1 : 8t x €S et st m est un entier positif ou nul,

v [H(I — Ppla] < 2%0mto(m) [T [ || a(t) |[2 s (1.3.4)
v [H(I — Pp)z] < 2he-lo(m)v(z) (1.3.5)
ol
m) = > s2, (m+ 1) < o(m) < mh. (1.3.6)
smmerl

Soit ze S et (1.3.1) sa série de Fourier. 11 résulte de (1.3.2), de la définition
de H et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz [35] que, pour ¢ = 1,2, ..., 7,

| H(I — Pp)as(t) | = | Z (se0)~L (— bs.; €08 Swot -+ @5, Sin seof) |

s=m-+1
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- Br & Yo
< [ Z (sw)‘z] l: Z {(— bs,; cos sot -+ as,; sin swt)ﬂ

s=m-+1 b s=m+1

<[> e[S @]

s=m-+1
D’ot, par la formule de Parseval
, P ,

Yo
sup | HI ~— Pp)xs(t) | < 2%w~1o(m) [T*l J : x?(t)dt] ,

te[0, T}
ce qui entraine (1.3.4). L’inégalité (1.3.5) résulte du fait que
‘1 T Yo
= | 22t | < su x2:(8) |, 1.3.7
EIECI I NECT (137
et la relation o(m) < m~"2 est une conséquence de 'inégalité
s~2 f ® w2 du = m-1.
m
Y £ 7S (0 T e e

Corollagre 1-1 : 8i x e SN CYEL) ef s T-1 fOT z(t)dt = 0, alors,

T 2
V(@) < 8 el [T—l fo || () ||2 dt} (1.3.8)

et
v(z) < 3w w-lv(x). (1.3.9)

Il suffit de remarquer que, si xe SN CY{EL), xS, 2 = H(I — Py)z et que

62(0) = i §2 =
s=1

1-4. Quelques inégalités concernant les intégrales d’éléments de S

.

ol &,

Soit z € S N C1(EL) une fonction telle que
T
1 —
i f | altyds = 0.

et

[ee]
? (as cos swt 4 bs sin swt)
Lnd

@
fury

sa série de Fourier. La relation (1.2.1) et 'inégalité de Parseval entrainent

%ff””(”l*zdt%Zlmasnu 1l 65 112)
SN ECTE R W PACETEAT

1

&
il
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d’ount

A" Nty 1Pl < (1)t 12 (14.1)
T Jo T Jo

(inégalité d’Almansi).
Siz €S et si p et ¢ sont des nombres vérifiant I'inégalité 1 < p < ¢, on a

ITJOT || 2(t) |7 dé < [}T [OT || 2(t) nth]m (1.4.2)

En effet, I'inégalité de Holder entraine

w[Fns0 pa< (5 [ a) ™ [ [0 o)™

=[5 ), 1=0 qut}m.
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CHAPITRE 2

THEORIE ANALYTIQUE DU DEGRE TOPOLOGIQUE
DANS L’ESPACE EUCLIDIEN A n DIMENSIONS

2-1. Introduction

Il existe plusieurs définitions du degré topologique d’une application dans
I'espace euclidien & » dimensions. Certaines sont de nature topologique et utilisent les
approximations simpliciales (L. E. J. BROUWER [8], P. ALEXANDROFF et H. Hopr [2],
J. Cromin [#]), d’autres sont analytiques (M. Nacuwmo [8], E. Hrinz [51]). Nous
adopterons dans ce qui suit le point de vue de E. HuiNz qui conduit rapidement
aux principales propriétés du degré en utilisant essentiellement des notions d’analyse
mathématique. Nous montrerons ensuite que la définition utilisée permet de calculer

~aisément le degré de certaines applications étudiées, a partir du point de vue topo-
logique, par J. CroNIN [21; 22, 29] et ]’école de M. A. KrRASNOSEL’SKII [57]. Pour une
discussion plus détaillée des rapports entre les différentes méthodes, nous renverrons
aux travaux de J. CrRoNIN [29] et de E. Hrixz [51]. Comme nous utilisons les nota-
tions de [31], il sera aisé de se référer & ce travail, ou & [71], pour la justification des
définitions et la démonstration des propriétés fondamentales du degré topologique.
Nous ne retiendrons dés lors dans ce chapitre, par souci de briéveté, que les énoncés
des théorémes utilisés dans la suite du mémoire.

2-2. Définitions

En étant I'espace euclidien 4 n dimensions muni de la norme

N E
o= ]

———

ge=1

la frontiere et 1’adhérence d’un ensemble Qc E» seront désignés respectivement
par Q et Q. L’application

y @)
de Pouvert Q c E» dans E» définie par les n fonctions réelles
Yi = yi(xb X2, «ue,y x”ll«): 1= 17 2; ceey Iy
sera dite appartenir & C¥(Q), k entier positif ou nul, si les # fonctions y;(z1, 22, ..., Z4),
1=1,2, ..., n,sont k fois contintiment dérivables par rapport & xy, %, ..., ¥, dans Q.

Cela étant, la définition de E. Heinz [51] du degré topologique au point z € E»
d’une application appartenant & C1{Q) est la suivante :

Définiteon 2-1 : Q étant un ouvert borné de B, considérons Uapplication
y 1z y(x) on y(x) e CHQ) N COQ) telle que y(x) ==z pour x € (), z flant un point
fizé dans Er. Soit O(r) e CO ([0, 0of) une fonction réelle telle que :

318



(i) D(r) = 0 dans un voisinage de r = 0 et pour 7 € [e, o[ on

0<ce< inf|yx)—z2]
2eQ

(i) .[En<1> (|2|)de =1

dx = daxidxs ... dzg
Le degré topologigque de Vapplication y(x) en z par rapport & Q est défini par

ALy, Q2 = [ @ (ye)—2]) T ly@)de

o J [y(x)] est le jacobien de y(x).
L’extension de la définition du degré au cas des applications continues et la

démonstration de ses principales propriétés nécessitent le lemme suivant, démontré
en. [51]

Lemme 2-1% C étant “wn owvert borné de B et y; rx—>yi(x), t-=1 2;-deux -
applications appartenant & CHQ) N COQ) telles que, pour z fixé dans B et ¢ > 0 :

| ya(a) — 2| > Te, x€Q, 4 =1,2,

l (@) —y2(w) | < & xE€ Q,
on a

d [yl(x)’ Q: z] =d [?/2(96)7 Q) 2]

Nous pouvons dés lors introduire, avec E. HEeiNz, la

Définition 2-2 : Q étant un ouvert borné de E® et z un point fixé dans E», con-

sidérons la@plwatwn y : x— y(x) telle que y(x) € CO(Q) et y(x) 5= 2z pour x € Q. Soit
{y¥@)}, k = 1,2, ..., une suite d’applications yk : x— y¥(x) telles que y*(x) e CHER)

et y¥(x) == 2 pour x € Q qut com)erge'nt uniformément vers y(x) dons Q. Le degré topo-
logique de y(x) en z par rapport & Q est univoguement défint par

2-3. Propriétés fondamentales du degré topologique
Rappelons maintenant les propriétés fondamentales du degré topologique [51].

Théoréme 2-1 : Qq et Qo dtant deux ouverts bornés disjoints de E» et y : x— y(x)

une application telle que y(x) € 00y U Q) et y(x) £ 2 pour z€ 01U Qo, 2 fixé
dans E%, on o

d [y(z), 1 v Qo, 2] = d [y(z), Q1, 2] + d [y(x), Qo, 2].

Théoréme 2-2 : Q étant un owvert borné de Er et y : x— y(x) une application
telle que y(x) € CoQ) et y(x) 7~ z pour € Q, 2 fixé dans B, si

d [y(@), Q, 2] # 0,
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il existe au moins un point § € Q tel que
y(€) ==z

Théoréme 2-3. (Théoréme d’invariance par rapport & une homotopie) : Q étant
un ouvert borné de En, 1 Uintervalle fermé et borné de Bl défini par I = {r :a < v < b},
y:x—>y(x, 7) une famille d’applications. telles que y(x, 7)€ CHQ x 1) et y(w, ©) £ 2
pour (%, T) € QAx1,z fiwé dans E», le degré topologique de y(x, T) en z par rapport &
Q est constant pour v€ 1.

Le théoréme 2-3 posséde des corollaires importants :

Corollaire 2-1 : Awvec les notations du théoréme 2-3, si, pour un v € 1, y(z, 1o) £ 2

pour z€Q, z Jiwé dans En, il existe v > 0 tel que, pour tout vl satisfaisant &
| T — 10| <<, dylx, 1), Q, 2] est défine et

d [y(x, ©), Q, 2] = d [ylx, 70), Q, 2].

Corollaire 2-2. (Théoréme de H. PorncarRE-P. Bour) : Q éfant un ouvert borné

Jixé dans E=, si, pour tout x € Q), le segment de droite
YHe)P(@) = {y e En:y = y2) + 7 [1%) — yL@)], T [0, 1]}

ne rencontre. pas z, alors

d [yM=), Q, 2] = d [y2(x), Q, 2]
Corollaire 2-3. (Théoréme de E. RoucHE) : Q étant un ouvert borné de En et

Yl x— yi(w), ¢ = 1, 2, deuw applications telles que yi(x) € OO(Q) et, z étant fixé dans En,
| yM@) — 9P(@) | < | i) — 2|

pour tout er, on a
d [yl(z), Q, z] = d [y3(), Q, 2]

Le théoréme suivant est nécessaire pour introduire, dans le cadre de la théorie
de Heinz [51], la notion d’indice d’une application.

Théoréme 2-4 : Q étant wn ouvert borné de E® et y:x— y(x) une application
telle que y(x) € CO(Q) ef y(x) # 2, 2 Jixé dans E”, pour x € Q, soit ¥ Uensemble (fermé)
des z € Q tels que y(x) = z et soit Qo C Q un owvert contenant F. Alors,

d [y(=), Q, z]=4d [y(z), Qo, z].

Nous pouvons maintenant définir I’indice d’une application :
Définition 2-3 : B(x0, p) étant lo boule ouverte de Br de centre 20 € B et de rayon
p > 0, soit y:x— y(x) une application telle que y(x) e CO [B(20, o)l et y(x) # y(af)

pour x € B(a0, o) et x 7~ 20. L’indice 1 [y(z) ; 2°] de Uapplication y(x) en z° est uni-
voquement défint par

¢ [y(@) ; 2%] = d [y(x), B0, p), y(a0)].
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L’indice d’une application posséde les propriétés suivantes :

Théoréme 2-5 : Q étant un ouvert borné de E?, sott y : x— y(x) une application
telle que y(x) € COQ) et que, z étant fixé dans B, U'équation

ylx) =2, € Q
posséde uniquement p solutions distinctes @1, 22, ..., xP appartenant & Q.
Alors,
Y4
dly@), Q2] = > ily(a) ; o] (2.3.1)
i=1

Théoréme 2-6 : Soit 0 un point fixé de B et V un voisinage de 0. Si Uapplica-
tion y - x— y(x) est telle que y(z) € CLV) et J [y(x0)] = 0, alors
J [y(«9)]
2.3.2
[T Iy 252

Ces théorémes permettent d’obtenir une autre propriété importante du degre
topologique :

i [y(@) ;2] =

Corollagre 2-4 : Q etcmt un ouvert borné de Er, soit y : x— y(x) une application
telle que y(x) € Co(Q) N Ct (U Vi) o les V;cQ, j=1,2,...,N, sont des voisinages
des racines xL, 22, ..., &N supposees distinctes et en mombre ﬁm de Uéquation

ylx) =2, 2 fiwé dans En, e Q.
Se y(x) 7~ 2 pour xeQ e si
T )] #0, j=1,2,...,N,
alors,
d [y(x), Q, 2] = Nt — N,

ot N+ (resp. N-) désigne le nombre de racines telles que J [y(x)] > 0 (resp. J [y(z)] < 0).
Enfin, le résultat suivant se fonde sur un théoréme de A. SarD [?9] :

Théoréme 2-7 ([29], [31]) : Q étant un ouvert borné de En, soit y:x— y(x) une
application telle que y(x) e COQ) N CLQ) et y(z) 7 2° pour x € Q, 2° fixé dans En.
Pour chagque 0 < ¢ < inf | y(x) — 20 |, il existe un z € B? satisfaisant ¢ |z — 20| <«

2eQ)
et tel que :

(i) d [y(x), Q, 2] = d [y(x), Q, 2°]

(11) lequatwn ylx) =2, x€ Q, posséde au plus un mombre fini p de solutions
al, a2, ..., xP qui appartiennent & Q (on pose p = 0 sl n’y a pas de solutions) ;

(i) T [y(@)] =2 0 pour j= 1,2, . p;
(¥) p > | dy@), Q2| @ p = dy@), Q2] (mod. 2).
On en déduit facilement le
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Corollaire 2-5 : Q étant un ouvert borné de Bn et y : x— y(x) une application
telle que y(x) € CQ) et y(x) 7 20 pour x € Q, 20 fixé dans B, d [y(=), Q, 297 est un
entier.

2-4. Autres propriétés du degré topologique |

Démontrons maintenant, & partir de la définition de Heinz, un théoréme obtenu
par J. CRONIN [29] en utilisant les approximations simpliciales et qui facilite souvent
le calcul effectif du degré topologique :

Théoréme 2-8. (Théoréme du produit) : Q éfant un ouvert borné de En sost
Y1 x— y(x) une application telle que y(z) € CUQ) N CYQ) et, U dtant un owvert borné

de Bn contenant y(Q), soit u : x— w(x) une application telle que u(x) € CO(T) N CL(U).
z étant fixé dans E®, supposons que Iéquation

ux) =2, x€ y(ﬁ)
posséde un nombre fini de solutions yi, 32, ..., y? et que
- Y@ FEyrhsixeQ, k=1,2,..,p.
Alors,

»

d[u [y(x)], Q, 2] = z {dy(@), Q, y*¥1} {3 [u(y), y*1} (2.4.1)

k=1

Par suite des hypothéses du théoréme, les quantités qui apparaissent dans la
formule (2.4.1) sont bien définies. D’autre part, il est clair que ensemble des solu-
tions de 1I’équation

u [y@)] =2

situées dans Q coincide avec I'ensemble des solutions des équations

y)y=y* k=1,2,..,p
situées dans le méme ensemble, et, de plus,

T [u [y(@)]) = T [uy)] T [y@)]

Les y* étant distinctes et en nombre fini, les compacts

Fr = {xeQ:y(z) = yk}
sont tels que F; N Fy, = @ pour 454k, ce qui entraine

d(F;, Fg) > 0
pours, k=1,2, ..., p, i £ k, ot d(F;, Fy) est la distance entre les ensembles Fz et Fy.
On peut done trouver des ouverts bornés Qy contenus dans Q, k= 1,2, ..., p, et

satisfaisant aux relations
QGNQr=0, ik QoFr k=1,2,...,p

d’ou, en utilisant le théoréme 2-1 et le théoréme 2-4,
2,
a[n[y@), Q2] = > dfuly@)], %u.7]
k=1
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le second membre de cette expression étant bien défini puisque u [y(x)] 542 pour
xeQy k=1,2, ..., pparsuite desrelations Q; N Fp =3,i £k, i, k=1, 2, ..., p.
Supposons tout d’abord que J [u(y*)]5£0, k= 1,2, ..., p. En vertu du théo-
réme 2-7, pour tout 0 < g < inf|y(x) —y*|, k=1,2,..,p, il existe un y'%,
2eQ
k=1,2,..,p, tel que |y* —y'*| e eb

1) d [y(x), Q, y*] = d [y(@), Qu, y¥] = 4 [y(2), Qi y'¥]

2) léquation y(x) = y'* posséde un nombre fini de solutions dans Qp, soit
xkl, .., xktk

3) Jy@oN]£0,5=1, .., ap, k =1,2, .., p.

En outre, par le corollaire 2-4,

I ey
aly(e), Qu ¥ = > i
j=1

Mais, si ez est suffisamment petit, & = 1, 2, ..., p, les seules solutions de I’équation
- ufy@)] =2k ou 2k = u(y'k) situées dans Qp sont xFl, xE2, ... xkek. En effet,
puisque J [u(y*)] 7% 0, on peut prendre ¢z suffisamment petit pour que 'application
w : y — u(y) soit un homéomorphisme lorsque y € B (%, ex). Déslors, siy'k € B (y*, 1),
I’équation ‘

w [y(x)] = u(y'¥) c’est-a-dire u [y(x)] = 2'*
a pour seules solutions dans Qy celles de y(x) = y'¥, soit
all, k2, . bk, ot J [u [y(@hh)]] = J [uy)] T [y(@)] 5 0,
i=L2 Lax; k=12,....p

Comme, en vertu de la continuité de w et y et du théoréme 2-3 on peut, en le
restreignant encore éventuellement, choisir ¢y suffisamment petit pour que

d [u [y(x)]> Qk: z] =d [u [2/(”)], Qka z/k]7 k=12,.., p»

on obtient finalement

» V4
A [y, Q2 = > dfu @), Q) = > dluly@) Q2]
k=1 - k=1 )

2oE L Tyt T [yak)] N )
= ] _ i o
162;1 % | I [w(y'®)] | | J [yla®")] | kzll luly), y'*1d [y(z), L, y'*]
= Z i [u(y), y'*] d [y(z), Qp, y*] = Z d [y(@), Q’ J¥] i [uly), 9%,
k= E=1

Plagons-nous maintenant dans les hypothéses générales de I'énoncé. En vertu
du théoréme 2-3, il existe un voisinage Ve, (y*) de y* tel que d [y(), Q, y'¥] soit
constant si y'¥ eV (y%), k = 1,2, ..., p. Les zéros y* étant isolés, on peut choisir
les V¢, (y¥) de telle sorte que y* soit la solution unique de

wly) =z
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située dans Vg, (y*). Soit en outre Vs(z) un voisinage de z dans lequel d [u [y(x)], Q, 2]

est constant. Par suite du théoréme 2-4 et du théoréme 2-7, on peut trouver un

2 € Vs(2) tel que u(y) = 2’ posséde un nombre fini de solutions ykl, y%:2, ..., yher,

k=1,2,..,p, vannulant pas J [u(y)] et situdes dans U Ve, (y%), avec pour
P

b=1,2, ..., 0

i [u(y), y¥?] = + 1 ou —1
et

ak
> i uly), ] = i [uly), y*].
b=1

Dés lors, en vertu des résultats du paragraphe précédent,

» e

a[uly@] Q2] = d[uy@)] Q21 = > > dy@), Q yb2]i [uy) ; y]
k=1 b=1
Ppag »
=§ Z ) QR [uly), y52] = > d [y(a), Qb yF] ¢ [uly) v,
k=1b=1 k=1

Enfin, le théoréme suivant et son corollaire nous seront utiles dans les appli-
cations :

Théoréme 2-9 : Q étant un owvert borné de En+2, soit y : x— y(x) une application
appartenant & CO(Q) définie par

Yi = ¥i(x) = yilwr, @2, ..., Tyap), 1= 1,2, ..., n,
n n+p
Y= Zamxk + z bpwy, j=n+1,n+2,...,n+p,
k= l=n+1
ot les ajy, j=n+1,..,n+p, k=1,..,n sont des constantes réelles et on la

matrice B = (byijntk), §, 6 = 1,2, ..., p est une matrice réelle de dimension p X p
et de déterminant non nul. Nous supposerons en outre que y(x) % 0 pour x € Q. Soit E»
le sous-espace de dimension n formé par les points de Er+p dont les p dernidres coor-
données sont nulles et soit y® : (z1, T2, ..., Ty)— Y, Y, ..., y) Vapplication de
QM = QN E” (supposé non wvide) dans En définie par

Y = yi [, T2, ..o, Tn, Tpar (X)), Tyia(@™), ..., TpypE™)] = y(z®)
1=1,2,...,n
on &M = (21, @3, ..., Tp) € w(x®), j=n -+ 1,...,n -+ p, est la solution (unique)
du systéme linéaire non homogéne
n+p n
Z bjxy = —-—Z G, J=n+1,..,n 4+ p.
l=n+1 E=1
On a
dét B
d , Q, = d [y(®)(x®)), Q= (]
[y(=), Q, 0] GG B] [y ™ (™) ; 0]
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Remarquons tout. d’abord que, puisque QM = QN Er, y®(@®)=£0 pour
xzm e QM et dés lors d [y™(x™), QM 0] est bien défini. D’autre part, vu la défi-
nition 2-2, il suffit de démontrer le théoréme pour des y;(x) € CLE?+?), ¢ = 1, 2, ..., n.
En vertu du théoréme 2-7, pour tout

0<e<min{ inf |y®@m)]|, inf|y@)|},
2(Me () . zedd
il existe un z€ E» tel que |z | e et :

1) Péquation Y (2(®) = y®(x(m) —z = 0 posséde au plus un nombre fini
de solutions 2@, x®.2 ()N appartenant & Q@ ;

2) Iy (@mH)] £ 0, b= 1,2, ...,N;

3) d [y™ (™), Qm, 0] = d [Y) (z®), Q), 0],

On déduit alors immédiatement du corollaire 2-4 1’égalité

d [y (™), QW 0] = N+ — N-

ot N+ (resp. N-) est le nombre de solutions x(-* telles que J [y(™(z(™-k)] > 0
(resp. < 0).
- = - (Considérons maintenant 1application Y : x> Y(x) de £ dans En+? définie par -

Yi(z) = yi(z) —=2, ¢ = 1,2, ...,n,

n n+p
Yi(x) = Z arer + Z buer, j=n+1L,n+2,...,n+p
k=1 I=n+1

Tl est clair que le systéme d’équations Y(z) = 0 posséde dans { comme seules solu-
tions
wk = (2, 2k, ..., &k, wpia (@F), .., Tpip (€W5F)),
k=1,2,..N
D’autre part, on a

i By dwle™)
) (2 (1))] = dé A DA A NGNS
J [y® (@®)] dét <ayj‘ -+ k;rl 5k o, )

=12, ..,n

et
o L o
ox1 o2 " Oxg L 0Tl " %y
Oyn  Oyn 0yn OYn_ 0yn
oy oxs T Oy 0%p41 " Znip
J[Y(z)]=dét | -~
An+1,1 Ap+1,2 ver Gl bn+l,n+1 vee bn+l,n+p
Up+p1  Gn+tp,2 oo Qptp,m bu+p,n+1 e bn+p,n+p

325



Si nous des1gnons par A la matrice rectangulaire d’élément oy, ¢ = n + 1, ..., n + p,
J=1,2,...,n, nous obtenons, par la formule de Frobénius-Schur [3?] :
KV o o
axl axn axn-}-l axn+p
J[Y(z)] = dét — B-1A | détB
%n %Yn o Oyn_
021 0%y 0 y41 Ontp
Or, par définition de »j(x®), I=n+1,...,n + p, on a
n+p
< (n)
> by ?ﬂ;ﬂj =y, j=n-+1,.,n+p =12 .., 70
Loy g
l=n+1
c¢’est-a-dire
e e (axi( (n))> = BlA -
0%;
Par conséquent,
N oy | / Y1 oY1 \ / 0%n+1 0%p41
o1 0y | 0% 11 0Tntp | | o1 0%y
L S " { " st B
oy |y p || Omay  Ooe
o1 %y | 0Tnt1  O%pip | Oy 0%y
S ] i b 4 —
= dét B. J [y (x®)]
On en déduit alors
dét B det B
,,,,, + N~ (m) ()}, Q(m),
Mais, puisque
ly(@) —Y(@) | = [z| <e < inf |y()],

2eQ)

il vient, par le théoréme de Rouché,

ce qui démontre le théoréme.

dét B
| dét B |

Corollaire 2-6. (Théoréme de réduction de J. LERAY et J. SCHAUDER [61]) :

Q étant un ouvert borné de En+p, soit y : x> y(x) une application appartenant & COQ)
définie par
Zptp) 0 =1,2,...,n

>N+ P,

Yi = (@) = yi(zr, 22, ...y
y=zj=n+1n+2,..

326



et telle que y(x) £ 0 pour x € Q. Soit En le sous-espace des x € B+ dont les p der-
nidres coordonnées sont identiquement nulles et soit y® : 2 — y@ (™) Papplication
de Q@) = Q N E” (supposé non vide) dans En définie par
Y™ = yi(w1, T2, cns Ty 0, 100, 0) = yM(@™), i = 1,2, ..., n.
On a :
d [y(x), Q, 0] = d [y®@ (™), Q), 0].

2-5. Calcul du degré topologique
de certaines applications d'un intervalle de Kl

Considérons tout d’abord lapplication y : £ — ax® définie dans E1 ol a est une
constante réelle et n un entier positif. R; et Re étant deux nombres positifs quel-
conques, si I = ]— Ry, Ry, la définition 2-1 entraine

R d
n = %) — n
d [azn, 1, 0] J_Rl ®(| ax !)dx (axn) dz
ol la fonction ®(r) satisfait aux conditions de cette définition. Des lors,
1) si n est pair

. : d
d [aan, 1, 0] = (Jf_R + fOR ) (| awn |) 2 (aon) da

= f:R{‘ O(ly Ndy + .(:I% Oy |)dy =sgna [J.(iale O y |)dy — ﬂ)al i O(| y|)dy]

=0
puisque
O(r)y=0 pour r =>¢, 0 < e < infR|axn]= inf |a|axn
=Ry ZoR) ’

2) si n est impair

dfaon, 1,0 = [ @(ly iy —sgna [ @y iy =sgna | Oy iy

la}RY .
—|a| R —_

=sgna = -+ 1 ou — 1 selon que a est positif ou négatif.

Soit maintenant Papplication ¥ : x— a,2® -+ ... -+ a1z + ap ol les a;, j =0,
1,...,n, sont des constantes réelles, a, = 0, définie et & valeurs dans E1, et soit
I=]—R,R[, R > 0, un intervalle ouvert de El. Si R est suffisamnment grand,

| @y R® — (@nR® + ... + &R + ag) | = | @y R?1 + ... + 1R 4 ag | < | xR |
et dés lors, par le théoréme de Rouché, d [y(z), I, 0] = d [axz®, 1, 0] ce qui démon-
tre le

Théoréme 2-10-1 : Sott y:x—> apx® + ... + a1z +apov lesa;, j =0,1,...,7n,
sont des constantes réelles, a, % 0, une application de Bl en lui-méme. 81 I=]— R, R[
et si R est un nombre positif suffisamment grand alors d [y(x), I, 0] = 0 si n est pasr et
an
dyx), I, 0] = ——

[y(x), 1, 0] Tam |
st n est impaar.
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Soit enfin y : x— y(z) une application continue de [R;, Ra] dans El telle que
y(R1) > 0, y(Re) < 0. (2.5.1)

(Le raisonnement serait le méme si y(R1) < 0 et y(Rg) > 0). Supposons tout d’abord
que y(z) € CO[Ry, Re] N Ct JRy, Rg[. Par suite des relations (2.5.1), il est clair que
d {y(x), JR1, Re[, 0} est défini, et, par le théoréme 2-7, pour tout e tel que

0<e< inf |y )| (2.5.2)
T=R:
il existe un z € E! pour lequel
2] <e (2.5.3)
ot
(i) @ {y(®), IRy, Ra[, 0} = d {y(x) — 2, IRy, Re[, 0} ;
(i) I'équation
y(®) —z =0, 2 € [Ry, Ra),
posseéde au plus un nombre fini p de solutions simples appartenant.d JR1, Ra[. D’autre
part, par suite des relations (2.5.1), (2.5.2) et (2.5.3), on a
y(R1) >e =2 —yRe) >e = —z,

et, par conséquent, la fonction f(y) = y(x) — z appartient & C0 [Ry, Ro] N Ct 1Ry, Rof
est telle que f(Ry) > 0, f(Ra) < 0, et ses zéros situés dans ]R3, Ro[ sont en nombre
fini et simples. Un raisonnement élémentaire montre alors que ce nombre p doit
étre impair, ce qui entraine, par le corollaire 2-4 :

d {y(x), JR1, Re[, 0} = d {y(x) — z, |Ry, Ra[, 0} % 0.

Si y(z) € CO [Ry, Rg), il suffit de I'approcher, au sens de la définition 2-2, par une
suite d’applications de classe C!, ce qui démontre le

Théoréme 2-10-2 : Siy : x—> y(x) est une application continue de [Ry, Ro] dans Bl
telle que y(Ry) > O (resp. < 0) et y(Ra) < O (resp. > 0), alors
@ {y(@), ]R1, Re[, 0} 54 0.

2-6. Degré topologique & Uorigine d’applications homogénes d’un disque de B2

Soit ¥ : (21, xo) = [y1(%1, ®2), ya(®1, 22)] une application telle que
y(@) € C° (D) N C(Dg)
ou Dp = {zeB2: |z | < R}, R > 0 et y(x) 7~ 0 pour z € Dg. Supposons en outre
les fonctions yi (w1, @) et ya(x1, 22) homogénes de degrés respectifs m et %, m, n entiers
positifs. L’application correspondante sera alors également dite homogéne
Démontrons tout d’abord le

Lemme 2-2 : St m £ n, on peut toujours trowver une application homogéne

Y (@1, %) > [Ya(21, x2), Yo(21, 22)] telle que Y (x) € CO(Dg) N CYDg), Y(x) £ 0 pour

x € Dg, Yi(z, 2) et Yo(z1, x2) sont des fonctions homogénes de méme degré max (m, n) et
d [y(x)> DR9 O] =d [Y(Qﬁ), DR7 0]
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Supposons, pour fixer les idées, que m < n. Considérons la famille d’applica-
tions ¥. : & — y(x, T) définie par

N—m

(@1, @2, 7) = g, 22) [7(2F + 23 * 4+ (11— )]
ya(@1, %2, T) = Ya(21, 2)
ot € Dy et 7€ [0, 1]. Pour t = 0, cette application se raméne & y(x) et pour v =1,
on obtient une application x—> Y(z) ot Yi(z) et Ya(2) sont homogénes de degré n
et appartiennent a 00(]3‘R) M CYDg). D’autre part, pour € Dg, y1(x1, T2, T) =
yi(a1, x2) [tR? ™ + (1 —1)] £ 0 puisque R >0 et 7€[0,1] et yo(x1, T2, T) =

yo(@1, %2) 7% 0 par hypothése. Dés lors, par le théoréme 2-3, d [y(, 1), Dg, 0] est
constant pour 7€ [0, 1] ce qui démontre le lemme.

Nous pouvons done, sans perte de généralité, nous borner & étudier des appli-
cations homogénes telles que y1(z) et ya(x) aient le méme degré. Et, pour de tels
systémes, le théoréme suivant est fondamental pour le caleul effectif du degré
topologique :

Théoréme 2-11 : Siy : (1, ¥2)— [y1(21, ¥3), Yo(%1, ¥2)] est une application telle que :

(i) y(x) e C(Dr) N CY(Dg) o2t Dp = {z€E2:|2| < R}, R > 0;

(i) y(x) 74 0 pour € ff)R ;

(iii) y1(ews, x2) ef ya(w1, x2) sont des fonctions homogénes de degré m > 0, alors,

(i) d [y(x), Dg, 0] ne dépend pas de R ;

(ii) d [y(x), Dg, 0] est égal & Vindice de Kronecker [57]

(2.6.1)

1 J‘ yi(z1, x2) dya(w1, 2) — yo(@1, %2) dy1(21, 22)
27 J by Yi(x1, @) + y3(@1, 22)

Cest-a-dire & la rotation du champ de vecteurs [y1(21, %2), y2(®1, €2)] dans E2 (considéré
comme espace vectoriel) le long de Dr.
La fonction ®(r) satisfaisant aux conditions de la définition 2-1, on a

d[y(), Dr, 0] = [[ ®[|y(@) |17 [y@) d

ou, en passant aux coordonnées polaires,

9y o
d [y(x), Dg, 0] = J‘j j:n @[y cos 0, 7sin 0) | ]dét :;2 6852 dr do
or o9
o mrm=1Y1(0) 0%-1- (9)
= [ [T erm ve | ]ae v, dr d9

m 11 Yq(0) 7 70 ©)
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ol nous avons posé Y(0) = (Y1(6), Y2(0)), = (y1(cos 0, sin 0), y2 (cos 6, sin 6)). Par
conséquent, .

AP

d [y(x), Dr, 0) = m [ [¥2(0) 72 (6) —

Yz(e) (6)] db J @ [rm | Y(6) |p2m-1 dr
(2.6.2)
Or, nous avons, par hypothése,

inf |y(@) | = Rme lnf [Yz( ) + Y5(0)1" £ 0
xeDR

¢e qui entraine

inf [Y¥6) + YE(0)]% 0
0€[0, 2] _
et nous poserons cette quantité égale & 2vR™ ou v est une constante strictement
positive. En vertu de la définition 2-1, nous pouvons dés lors prendre pour ®(p)
une fonction continue telle que

@6 =0 powr e 0 %R—] ot p & LR, cof

J‘oo J-zn O(r)r dr df = 1, soit J‘ Py dr = 1

(U]

Ces conditions seront en particulier réalisées par la fonction définie comme suit :

. = mRm
0 pour p € (O, EER—-:]
ke [1"Rn 3qnRn
Do) = oc< 3 > pourpe_z '
mRm
—a (p — y™R™) pour pe 3Y] R ) y;mRm:]
0 pour p € [nmRm, oo
43
avee of = gﬁgéﬁR3m
On en déduit que
J 0 <lo R
pour r&| 0, [5X0) [
yfPRm ' Y]R: 31/m,)R
a(rm 1 Y(0) ———2—> pour 7€ l:| 2Y(0) [l [2Y () 5) i

@[] X(6) ]

" glimyR R
— (™ | Y(0) [ —nmR™)  pour re I:; 4Y(6Y)) [t | Y?e) l“”‘]

1 0 pour r e [I—Y—?W,oo[
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ce qui permet dés lors de calculer aisément l'intégrale (2.6.2) et entraine

R AUE-URS SO0
d [y(x)r Dg, 0] = 5= j " do
2 Jo XX + T50)

11 est immédiat que cette quantité est égale & (2.6.1) quel que soit le rayon R de Dg,
ce qui démontre le théoréme.

Nous allons done pouvoir appliquer, pour le calcul de d [y(@), Dg, 0] les tech-
niques utilisées pour le calcul de I'indice de Kronecker ou de la rotation d’un champ
de vecteurs [57], et, en particulier, une formule importante que nous allons établir.
L’intégrale (2.6.1) pouvant s’écrire

1 L
- J" d [arctg %2,(2_;}__%2_)‘]
27 Jbg Y11, 22)_

ou DR est parcouru dans le sens direct, il est clair en vertu de la continuité que

cette intégrale est égale au nombre p de zéros de yi(z1, z2) sur Dg en lesquels
“ya(x1, 3) >0 eb-y1(w1; 2e) passe du signe ---au signe —, diminué du nombre ¢-de.
zéros de yi(x1, x2) sur Dy en lesquels yo(1, 22) > 0 et y1(21, @) passe du signe moins
au signe plus. Par conséquent, si yi(w1, #2) s’annule en un nombre fini de points
2@ = (&, 25)) de Dg, i =1,2, ..., k, et si on remarque que, pour une rotation

compléte, & chaque zéro de yi(x1, x2) tel que ya(w1, x2) > O et yi(21, @2) passe du
signe plus au signe moins (resp. du signe moins au signe plus) correspond un zéro
de y1(x1, x2) tel que ya(x1, 2) < O et yi(x1, x2) passe du signe moins au signe plus

(resp. du signe plus au signe moins), on obtient aisément la formule [57] :

. - k
1 ya(1, 22) < . : ,
i fd P y @ ; @ — Q) — sg @
= N d[arctg Y1, x2)1 i Zl sgn ya(2®) [sgn y1(x® — 0) — sgn y1(2® - 0)]

(2.6.3)

ot sgn yy(x® — 0) (vesp. sgn y1(x® -+ 0)) est la signature de y; pour des points »
de Dy situés dans le voisinage de @ et antérieurs (resp. postérieurs) & ce point
lorsque Dx est déerit dans le sens direct. Si y(z) € C1(U), ot U est un ouvert de E2

contenant ]33, et si la courbe I')R est représentée paramétriquement par x, = 21(0),
@s = x9(0), 0o, B, wa) = 2:(B), ¢+ = 1,2, ot x;(0) € C1 [«, ], alors, les 0; étant
les valeurs de 0 telles que

1 [21(0), 22(0)] = Y1(0) = 0,4 = 1.2, ... &k,

il est immédiat que 'on a

- - P
1 el ae)| 1O LAYy
g Joy Lores i ] = 2, oen Yal0h) sen g (00 =
k
1< [ ay,

11 suffit d’appliquer la définition de la dérivée.
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2-7. Caleul du degré topologique
& Vorigine d’applications multilinéaires de T2

Une application multilinéaire définie dans E2 est une application

Y : (w1, 22) = [y1(21, 22), Yo, 22)]

ol

yi(x1, 22) = a2 + males + ... + apal

yoler, w2) == box + bt Yy + ... + byl (2.7.1)
lesa;, ¢ =0,1,2, ..., m, et les b;, j = 0, 1, ... n, étant des constantes réelles, m et n

des entiers positifs. Une telle application est donc homogéne. Elle sera dite non
dégénérée sixy = a9 = 0 est le seul zéro commun aux polyndmes y(z1, ¥2) et y1(x1, x2) ;
dans ce cas, y1 et yo n’ont done pas de facteur lindaire réel commun. Elle sera dite
dégénérée dans le cas contraire. Les zéros de y1(z1, x2) sont situés sur les droites de K2
dont les coefficients angulaires k& sont solutions de I’équation

L, k)=ao+ a1tk + ... +aukm =0 (2.7.2)
" (en tenant compte de la solution k = - oo si le degré de ce polynéme est inférieur
& m), et ceux de ya(x1, 2) se trouvent sur les droites de coefficients angulaires k tels
que

ya(L, k) = bo + brk + .. + bukn = 0. (2.7.3)

Une application multilinéaire sera donc non dégénérée si ces deux équations
en k n’ont pas de racine commune (y compris k& = -+ c0) soit, en d’autres termes,
si les degrés respectifs sont bien in et n et si le p.g.c.d. des deux polyndmes 91(1,k)
et y2(1, k) n’a pas de racine réelle. Remarquons que le degré topologique & 1’origine
d’une application multilinéaire non dégénérée y(x) existe pour tout disque Dy de E2
centré & 'origine car, quel que soit R > 0, y(x) 54 0 pour z € Dg.

Eerivons maintenant (2.7.1) sous forme factorisée :

m

Y121, 22) = Ky n (g — Kyan )P v (2.7.4)

t=1
n

Yo(x1, v2) = Ky 1—[ (w2 — Ly )%

j=1

ol les ks, 1 =1,2,...,m et les I;, 1 = 1,2, ..., n sont respectivement les racines
de (2.7.2) et (2.7.3), p; et gy étant leur multiplicité. Si certaines racines sont égales
& 4+ co, le facteur correspondant dans (2.7.4) sera pris égal & z;. En vertu du théo-
reme 2-8, si Y : w—> Y(x) est 'application définie par

13

m
Yoz, 22) = H (w2 — k)2, Ya(21, 22) = H (g — L1)%,
i=1

i=1
alors, pour tout disque Dy centré & Porigine
d [y(x), Dg, 0] = sgn (K1Kz) d [Y(z), Dg, 0]

et il suffit done de caleuler d [Y(x), Dg, 0].
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En utilisant un raisonnement dé & J. CRONIN [29] et basé sur le théoréme 2-3,
on peut montrer que certains facteurs peuvent étre supprimés dans Y (z) sans modi-
fier d [Y(z), Dg, 0]. On peut négliger :

1) les paires de facteurs (wg — ki 1), (2 — kile) dans lesquelles k,-l = ki, (auquel
cas (w2 — ks @1) (we — kyz1) = 23 + [ I 2 ¥ > 0).

2) les facteurs (xg — kilxl)?’z’x o k‘& est réel et pgl pair.

3) les paires de facteurs (wg — kilxl), (wg — ks 1) telles que lcil < k,-z et qu’il
wexiste aucun lj ou ki, satisfaisant aux inégalités

kil < lf < kiz ou kil < ki3 < kzz (275)

4) les paires de facteurs (we — kix1), (%o — kmw1) o ky ef ky, sont le plus petit
et le plus grand des nombres ky, ks, ..., bm, ly, lo, ..., ln (uniquement dans le cas o
tous les deux sont des k).

5) les facteurs énumérés ci-dessus avec les ky remplacés par les I;.
Si tous les facteurs de Yi(x1, z2) ou Ya(x1, #2) sont inclus dans les cing types
“qué nous venons de considérer, le degré topologique de Y{x) en 0 par rapport & tout
disque Dy centré & lorigine est égal & zéro puisque, dans ce cas, Y(z) est homotope
3 une application dont une des deux composantes est égale & une constante. Sinon,
on est ramend, en vertu de ce qui précéde, & calculer le degré d'une application
¥ (21, 22) = [y1(x1, 22), Y221, 22)] dont les deux composantes y; et ya possédent le
méme nombre » de facteurs (we — kix1), (xv2 — Lix1), les &y et [; étant tels que
bh<lh<ka<..<k<l (2.7.6)
ou
h<h<b<..<h<lk (2.7.7)
et Pexposant des facteurs étant toujours égal & un. Puisque les opérations 1) & 5)
consistent toujours & supprimer un nombre pair de facteurs linéaires dans l'une ou
Pautre des composantes de Y(x), il est clair que, si m et n dans (2.7.1) sont de parité

différente, on obtient nécessairement une application dont une des composantes
est une constante, ce qui démontre le

Théoréme 2-12 : Dy étant un disque ouvert quelcongue centré & Uorigine de E2
ety (21, 22) — [y1(22, T2), Y2(1, 22)] Dapplication multilinéaire non dégénérée définie
par (2.7.1), st m et n sont de parité différente, alors

d [y(x), Dg, 0] = 0.
11 ne nous reste plus maintenant qu’a calculer le degré topologique & Porigine
des applications multilinéaires
Y« (@1, @)= [y1(21, 22), Ya(¥1, 22)]
telles que

>

pon, @) = | | @2 — kiwn), yalar, @) = [ | (a2 — o) (2.7.8)
i=1

=1

les k; et 1; satisfaisant & (2.7.6) ou (2.7.7). Si nous passons aux coordonnées polaires,
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nous constatons immédiatement que les points de DR ol y1(x1. 22) s’annule sont les
points d’argument 0; € [0, 2x] tels que 0; = arctg k;, 054y = aretgh; + =, ¢ =1,
2, ..., 7. Ils sont donc en nombre 2r et, en appliquant la formule (2.6.4) pour un
disque de rayon un (puisque le résultat est indépendant de R), on obtient

¢ [y(@), D1, 0] =

l:]“[ (cos O; — I; sin Oi)] [I | (sinO; — ks cos 6@-)1 (cos 0; + k; sin 6;)
—— S| [TTa—0 [T om0+
i=1 i=1 ~s=1 :

EE)

Dés lors,

2 [y(z), Dy, 0] = Z [(— 1y=#(— 1y~ =

f=

ooy

gi-les- k;-eb 1;-satisfont & (2.7.6)-¢

d [y(z), Dy, 0] = Z [(— 1y=i(— 1)-1] = — 7

sl les lcZ et I; satisfont & (2.7.7).
Nous avons donc démontré le

Théoréme 2-13 : Dy étant un disque ouwvert quelconque centré & Uorigine de E?2
et y @ (21, v2)— [y1(®1, X9), Ya(21, 2)] Uapplication multilinéaire non dégénérée définie
par (2.7.1), sv m et n sont de méme pam}te et si, par le processus de réduction introdust
dans ce paragraphe, y(x) se raméne & une application de type (2.7.8) avec

br<lh<ke<..<k<l
(xesp. h < kb1 <l < ... <l < k),
alors
d [y(x), Dy, 0] = 7 sgn (KjKpg) (resp. — 7 sgn (K1 Kbs))

Si la forme factorisée (2.7.4) de (2.7.1) n’est pas connue, on peut alors utiliser,
pour calculer le degré topologique de ¥, un algorithme basé sur la théorie des suites
de Sturm et dont on pourra trouver I'exposé détaillé en [35], [57] ou [71].

D’autre part, ainsi que l'ont montré J. CroNIN [29] et 1’école de M. A. Kras-
NOSELS’KII [57], le théoréme de Poincaré-Bohl permet de ramener le caleul du degré
topologique de certaines applications définies dans E2 & celui d’applications multi-
lindaires.

Considérons tout d’abord I'application

Y 1 {21, 22) — [y1(21, 22), ya(21, 22)]
définie dans K2 ou

m 7
y1(x1, T2) = Z Y@, w2), yo(w1, v2) = Z yP (1, 22) (2.7.9)
=0 7=0
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les ¥P(x1, x2) et y§(x1, x2) étant des polyndémes homogénes en z; et xz de degrés
respectifs ¢ et j. Définissons l'application Y :

Y: (xl, xg) — [Yl(xl, xg), Yg(xl, xz)] par
Yi(@1, @2) = y{™ (1, @2), Yo(21, 22) = y§(x1, 22) (2.7.10)

et supposons que %™ et ¥ n’ont pas de facteur linéaire réel commun, ce qui
entraine la non-dégénérescence de Y(z). On trouvera en [2°], [57] ou [1] la démon-
stration du

Théoréme 2-14 : y: (21, z2)— [y1(%1, X2), Yo(21, x2)] e Y : (21, 2) = [Y1(®1, 22),
Yo(x1, 22)] élant les applications définies dans B2 respectivement par (2.7.9) et (2.7.10),
st Dy est un disque de B2 centré & Uorigine ef de rayon R suffisamment grand, alors,

d [y(z), Dr, 0] = d [Y(z), Dg, 0].
Soit maintenant Vapplication y : (w1, z2) — [y1(%1, %2}, y2(%1, x2)] définie par

y1(@1, @2) = Y™ (21, 22) + Ra(wr, 22)

2.7.10
ys(@1, B2) = y§ (1, @) + Ro(21, 22) ( )

o y(f;‘) et Yy sont des'polynémes homogénes en z; et 2 de degrés féspéctifé m et n
et sans facteurs lindaires réels communs, tandis que les fonetions Ry, #9), ¢ = 1, 2,
appartiennent & CO(E2) et sont respectivement d’ordre m -4 1 et » + 1, une fonction
Rz, 29) étant dite d’ordre & 4 1 si

R(21, 22)

2 2
ot 0 @ + agymi2

Considérons l'application Y : (1, 2s) — [Y1(21, a), Ya(x1, #2)] définie par
Y1, @) = y{™ (21, 22), Ya(wr, 22) = y§ (21, @2). (2.7.12)

Le théoréeme suivant est également démontré en [2%], [57] et [7] :

Théoréme 2-15 : y: (x1, 22) — [y1(®1, 2), yo(z1, #2)] e Y : (21, 22) — [Yi(z1, 22),
Yo(z1, x2)] étant les applications définies dans K2 respectivement par (2.7.11) et (2.7.12),
st Dg est un disque de E2 centré & Uorigine et de rayon R suffisamment petit, alors

d [y(x), Dg, 0] = d [Y (), Dg, 0].

Signalons enfin, sans entrer dans le détail, qu’un algorithme di & P. P. Za-
BREIKO [%7> 97] permet de calculer le degré topologique & 'origine d’applications treés
générales définies dans K2, et qu'on peut également déduire du théoréme 2-7 des
résultats, dus & J. CroNIN [21; 29], sur le calcul du degré de certaines applications
définies dans E». Enfin, le théoréme du point fixe de BROUWER [8], le théoréme
de MirANDA [72], ainsi que le théoréme des fonctions implicites et certaines de ses
généralisations, peuvent se déduire facilement de la théorie du degré topologique
(cf. [51], [57), et ["1])
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CHAPITRE 3
LA METHODE DE CESARI
3-1. Introduction

Ce chapitre est consacré & I’exposé d’une méthode générale d’étude des solutions
périodiques de systémes différentiels périodiques ou autonomes. Elle est due 2
L. CusaRI [15: 16] et peut étre considérée comme 'extension d’un algorithme élaboré
par cet auteur pour 'étude des systémes linéaires & coefficients périodiques [11] et
appliqué en outre, en collaboration avee J. K. Harz [12, 13, 17] aux problémes d’exis-
tence et de stabilité des solutions périodiques de systémes différentiels dont la
non-lindarité est petite (systémes quasi-linéaires ou faiblement non linéaires).
H. W. KxoBLoCH [53] a apporté d’importantes contributions & cette méthode et I'a
appliquée & des problémes de nature qualitative relatifs & des équations différentielles
non autonomes du second ordre [34 35]. L. Cesari [18], J. LocKER [%4], S. BANCROFT,
J. K. HaLs et D. SweeT [3] ont alors successivement étendu le procédé & 1’étude
de problémes aux limites pour des équations non linéaires dans des espaces de
Hilbert et de Banach.

En adoptant des hypothéses mathématiques plus restrictives que celles de [16]
et [38], mais réalisées dans la plupart des applications, on peut donner & la méthode
de Cesari une forme particuliérement simple [66] et trés voisine de celle proposée
par J. K. Havg [48:49] dans le cas des systémes faiblement non linéaires. C’est le
point de vue que nous adopterons ici et nous considérerons, contrairement & CESARI
et KnosrocH, des systémes différentiels contenant un paramétre. Nous aurons
également I'occasion d’obtenir quelques propriétés nouvelles utilisées dans la suite
de ce travail et d’étendre aux systémes non linéaires quelconques certaines notions
introduites par J. K. HaLg [48: 49] pour les systémes faiblement non linéaires ainsi
que les théorémes qui en découlent.

3-2. Définstion des systémes différentiels étudiés

Considérons le systéme différentiel réel

x = q(z, ¢, \) (3.2.1)
\ . dx ,
olt & == col (x1, X2, «.., Ty), ¢ = cOl (¢1, G2, ..., Gn), T = ﬁ,te J—o0, o [, A€[0, A,
A > 0. Si u = col (u1, us, ..., %), nous prendrons comme norme de ce vecteur % :
[f|l = max |u]
=1 ..,

Dans (3.2.1), ¢ est une fonction vectorielle définie pour |z || <R, R > 0 fini

2
ou non, t&]—o0o, co [, A& [0, A], continue et périodique en ¢ de période T = 71—5
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(ou indépendante de ¢ auquel cas T est arbitraire), continue en A et satisfaisant &
la condition de Lipschitz

I g, t,0) — q(@2, 6, ) || < M || 2l —a? || (3.2.2)
M étant une constante positive et || 21 || < R, || 2% || < R, € J— 00,00 [, A € [0,A](¥).
Cette condition sera en particulier réalisée si les fonctions 589? (=850, =12,..,mn,

existent et sont continues en z, £, A (ainsi que bornées si R n’est pas fini) dans un
ouvert contenant ’ensemble considéré.

Si R est fini, nous poserons

K = sup Il (e, ¢, %) || (3.2.3)
[1#]] < R, te[0, T1, 2[0, A)

tandis que si R n’est pas fini, la relation (3.2.2) entraine, pour z & E®, ¢ € }—o0,
o[, A€[0, A],

e, &, ) || < g, 6 0) — g0, 6, 2) || + 1] g0, &, 1) | S M |2 || + Ka
(3.2.4

ou Ky =  sup Il (0,8, N ||
te[0, T, A€[0, A]

3-8. Théoréme fondamental

Soit S Iespace de Banach des fonctions vectorielles 2(t) = [col @1(¢), @a(t), ..., Zn(t)]
réelles, continues et périodiques de période T introduit au paragraphe 1-2. Rappelons
que la norme dans S est définie par

V(@) = sup || z(t) ||.
te(0, T]

Supposons tout d’abord R fini et soit Ry un nombre réel tel que 0 < R1 < R.
m étant un entier positif ou nul et Sy étant 'ensemble défini par

{xeS: a(t) = Ppal(t)}
soit 20(f) un élément quelconque de Sy satisfaisant a
v(z%) < Ry < R. (3.3.1)

Si 8% = {xe8:v(x) < R, Py = 20}, il résulte de la continuité de P, que cet
ensemble est un fermé de 8. Dans S9, considérons, avec L. CESARI [16], I'opérateur

T = Pp + HI — Pp)g
ou H est défini en (1.3.3) et g par
gx : col (qix, gor, ..., Gu¥), @& = q; [%(£), &, K], 5 =1, 2, ., My
Si pour z € 8%,
y == Ty = 20 + H(I — Pu)gz,

(*) Remarquons qu’en considérant (3.2.1) comme un systéme différentiel au sens
de Caratheodory [17], on peut facilement généraliser les résultats de ce chapitre au cas
ot le second membre de (3.2.1) est seulement supposé intégrable au sens de Lebesgue en &.
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alors
T : 8%~ 8 et Ppy = a® + PpH(I — Ppy)gz = a0

en vertu des propriétés de Pp, et de H.

D’autre part, en utilisant (1.3.5) et (3.2.3),

v(y) < vz + v [HI — Pp)gz] < Ra + 2%6-To(m)K
et, si on choisit m suffisamment grand pour que 2%w~1lo(m)K <L R — Ry, ce qui
est toujours possible par suite de (1.3.6), il vient ,
vy) <R.

En outre, si ate€ 8%, yt = Tpat, 1 = 1,2,

Vgt —9?) = v {H [(ge! — ga?) — Pp(gz’ — g22)]} < 20 ~1o(m)My(z! — a?)
en utilisant (1.3.5) et (3.2.2). Dés lors, Ty, sera une contraction si on prend m suffi-
samment grand pour que 2% ls(m)M < 1. Il existe donc un entier mg >> 0 tel
que, pour toute valeur finie et entiére de m > my, Ty, s0it une contraction de 8% c S

en lui-méme. Il résulte alors du théoréme de Banach [36] que Ty, posséde un et un
seul point fixe dans 8%, c’est-a-dire un et un seul élément y € S tel que

y = CTuy = o + H(I — Pp)gy. (33.2)

Si R n’est pas fini, nous devons introduire une légére variante du procédé due
a4 H. W. KxoBLocH [53]. 20(t) étant un élément quelcongue de Sy, introduisons comme
précédemment 1'opérateur

Cm = Pn + H(I —Py)g

qui est, cette fois, défini partout dans S. En vertu de (1.3.5) et (3.2.4), si z €8S,
€S, y = Cpr, y* = Tpat, i =1, 2,

v(y) <v(@P) + 2%elo(m) [My(@) + Kq]
vyt — y2) < 2%w~1o(m)My(xl — 2).
Choisissons maintenant m suffisamment grand pour que
2%w~lo(m)M < 1 (3.3.3)

et R > 0 suffisamment grand pour que

V(@) + 2" lo(m)(MR + Kp) <R
¢’est-a-dire

R = [1 — 2%w1o(m)M] [v(20) + 2%2w—1o(m)K;]

ce qui est toujours possible en vertu de la condition (3.3.3).

T est alors une contraction de 8% = {z €S : Py = 29, v(z) < R} en lui-méme
et posséde done un point fixe unique y dans S%.

Ainsi done, que R soit fini ou non, et toujours en vertu du théoréme de Banach,
le point fixe unique y dont nous venons de démontrer I'existence peut s’obtenir
comme limite du processus d’approximations successives défini par

yhtl = 20 4 H(I — Pp)gw%, 6, 0), £ =0,1,2, ...
Y0 = af, (3:34)

338



et on a la relation
vyt — ) < 0L — bo)Iv(yt — y°)

avec Op = 2%w1c(m)M < 1. En outre, il est immédiat & partir de (3.3.2) que ce
point fixe y(¢) est une fonction périodique de période T une fois continfiiment dérivable
par rapport & ¢ pour ¢ € ]—oo, oo [ et qui satisfait a

Ppy = 29,
¥=q,t,N) + Pu [y —a(y, &, N] = qly, &, ) + 20— Prg(y, £, 2)  (3.3.5)
Nous avons donc démontré le

Théoréme 3-1 : Sous les hypothéses énoncées au paragraphe 3-2, il ewiste un enlier
mg 3= 0 tel que, pour tout entier m Z> my et tout polyndme trigonoméirique de période T
et d’ordre m satisfaisant, si R est fini, & (3.3.1), ol existe une et une seule fonction y(t)
périodique de période T, une fois contindiment dérivable par rapport & t pour ¢ € — oo,
oo [ et vérifiant la relation (3.3.5).

Cette fonction y(t) peut 'obtenir comme limite de la suite d’approximations suc-
cessives définie par (3.3.4).

3-4. Propriéiés de la fonction associée

La fonction y(¢) dont le théoréme 3-1 vient de démontrer U'existence sera dite
la fonction associée au polyndme trigonométrique x0(t) par le systeme différentiel
(3.2.1). Tl est clair, en vertu de (3.3.4), que la fonction y(¢) dépend de A et de 20(¢),
c’est-d-dire de ses coefficients de Fourier ag, a1, by, ..., Gm, by. Nous allons étudier
cette dépendance en détail. Posons

« = ool (a1, %2, .., L@Em+1yn) == €Ol (40,1, ++-s G0, m> @115 -+ B1,ms D115 +v0s b1y oy Oy
. (3.4.1)

« est done un vecteur de dimension (2m + 1)n. On doit & L. CEsar1 [16] le

Théoréme 3-2 : Sous les hypothéses du théoréme 3-1, y est une fonction lipschit-
zienme de x0 (donc de o).

m m .
Soient 29 = ag + Z (as cos swt -+ by sin swt) et 2’0 = ay + > (@g cOS swt +
g

§=1 =1
b, sin swt) deux polynomes trigonométriques de période T satisfaissant & (3.3.1) si
R est fini, et soient 8§ = {xeS:v(x) < R, Ppr =20}, S = {zxeS:v@@) <R,
Ppuz = 270} les ensembles correspondants. Si y = ¥,.(t) et ¥ = y,.(t) sont les points
fixes respectifs, alors,

vy — o) <0 — ') + 2%0 o(m)My(y —y')
ce qui entraine, puisque 1 — 2%w=1(m)M est positif pour m = mq.
vy — ') < [1 — 20 lo(m)M] (@0 — &'0).

En outre, on a, pour j = 1,2, ..., n,

m
|29 — a0 | < | a0y —aos |+ > (g —aiz| + | by —bis)
s=1
<@m+Djla—d|
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si on pose ||« || = , _mmax (I ao,s 1 | @s,s 15 | bs,s })
ZEE

II lI

Par conséquent,
Wy —y) < [1— 2o lomMI @m + 1) [|a—o ||,

ce qui démontre le théoréme.
Dans le méme ordre d’idées, on a le

Théoréme 3-3 : Sous les hypothéses du théoréme 3-1, y est une fonction continue
de N pour A€ [0, A]

Cela résulte du fait que les fonctions y* de la suite {y*(f)} définie en (3.3.4)
sont des fonctions continues de A et que la convergence est uniforme en A pour
A€ [0, A] puisque les constantes K et M ne dépendent pas de A.

Moyennant des hypothéses de continuité pour les dérivées partielles de g(x, ¢, )
par rapport & ses différents arguments, on peut demontrer des propriétés analogues
pour les dérivées d’ordre correspondant de y(¢, , A) par rapport aux composantes
de « et de A. Nous renverrons le lecteur, pour la démonstration de ces résultats, aux
références [53], [66] et [71].

Le théoréme suivant établit un lien entre les propriétés d’annulation de g(z, ¢, A),
20(t) et la fonction associée y(t) :

Théoréme 3-4 : Si, pour I des n indices 1,2, ..., n, 1 <1< n, soit 4, 12, ..., 4,
le systéme différentiel (3.2.1) est tel que ;
[Qik(x> (A )\)]xh:‘ W=Ty=0 = 09 k= 1: 2) seey l’

quels que sotent t € ]— 00, 00 [ et A& [0, A] et si on choisit un polynéme trigonométrique
20(¢) tel que

x%c(t) 0, k=12 ..,1
alors la fonction associée y(t) satisfast &

Yi ) =0, k=1,2, ..., 1.

En vertu du théoréme 3-1, les composantes y;,(f) sont les limites respectives
des suites d’approximations successives définies par

1) = H(I — Pp)gy, (o, 1, 2), § = 0, 1,2, .
yzk(t) = 0> ]C == 1, 2, vaey Z
Par suite des hypothéses faites sur q(z, ¢, ), si % (t) = 7+1(t) = 0, ce qui démontre

le théoréme.

Corollatre 3-1 : St le systéme différentiel (3.2.1) est tel que, pour fout € ]— o0,
ol et Ae[0,A],

q(0,¢,2) = 0,

et st 20(t) = 0, la fonction associée y(t) est également identiquement nulle.
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3-5. Propriété B par rapport ¢ (Q, <, 7)

Nous allons généraliser, dans ce paragraphe, un intéressant concept dii &
J. K. HaLx [48,49].

Définstion 3-1 : Le systéme différentiel (3.2.1) posséde la propriété E par rapport
& (Q, ¢, 7) sl existe une matrice constante Q de dimension n X n ef deuxr nombres
réels ¢ et T tels que, powr ||z || < R, te]—ow0, o[ et Ae[0, A), on ait :

@=12=1, (351)
QQ(Q% et + T )\) - 39(% t: }\)

Cette propriété signifie simplement que le systéme différentiel (3.2.1) est inva-
riant sous l'effet de la substitution

t—>ct + 1, x> Qu.

En effet, (3.2.1) devient alors
a“lgi (Qe) = q(Qx, et + T, \),

ot, en multipliant les deux membres par Q et en utilisant (3.5.1), on obtient (3.2.1).
Lorsque ¢ = — 1 et v = 0, on retrouve la notion de propriété E par rapport & Q
définie par J. K. HALE [48: 49] et pour laquelle nous conserverons cette dénomina-
tion.

Le théoréme suivant généralise un résultat de J. K. HaLE [48,49] :

Théoréme 3-5 : Supposons que le systéme différentiel (3.2.1) posséde la. propriété K
par rapport & (Q, €, 7). St 20(8) est un polynéme trigonométrique de période T et d’ordre
m = my sotisfaisant ¢ (3.3.1) (pour R fini), et & lo relation

QaO(et + ) = 20(f), £€[0, T],
la fonction y(t) associde & x0(t) par le systéme (3.2.1) est telle que
Qy(et + ©) = y(t), te [0, TL

On sait, par le théoréme 3-1, que y(t) est le point fixe unique de I'opérateur
(3.3.2). Considérons I'ensemble SE c 8% défini par

SE = {xe 8% : Qu(et + 1) = a(t), t€[0, T]}.

11 est clair que 29(t) € SE. En outre, si z(t) € SE, il vient, puisque H est un opéreteur
de primitivation tel que PyH = 0,

QTma(et 4 7) = Qul(et + 7) + eQH(I — Py)q [z(et + T), &t + 7, A]
= 20(t) + eH(I — Pp)Qq [Qu(t), e + 7, 2]
= 29(t) + H(I — Pn)g [2(t), t, \] = T(t),

ce qui démontre que Tpz € SE lorsque z € SE. I en résulte immédiatement que,
si 29(¢) € SE, il en est de méme pour la fonction associée y(f).
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Le théoréme suivant est une conséquence immédiate. de la définition 3-1 :

Théoréme 3-6 : St les systémes différentiels
=g, 8N, s =12, .., p,

possedent la propriété E par rapport & (Q, ¢, ), il en est de méme des systémes

»
Z 2O, 1, 2)
=1

les Aq, 1 = 1,2, ..., p, étant des matrices constantes de dimension n X n qui commutent
avec Q.
Enfin, il est clair que si le systeme (8.2.1) posséde la propriété E par rapport
a (Qu €1, 71)s -v5 (Qps £, Tp), b si on peut trouver un 20(¢) tel que

Q;’d)o(Sj‘t + 7) = 2%(¢), J=12,..p,

alors la fonction associée y(t) satisfera 3
Qe ) =y, =12, . p.
3-6. Systémes différentiels linéaires & coefficients constants

Considérons le systéme différentiel linéaire & coefficients constants

z = Ax (3.6.1)
ol x = col (x1, X, ..., Z,) et A est une matrice constante réelle de dimension % X n.
Rappelons quun systéme différentiel du type
= B(t)y
ol y = col (y1, Y2, ..., yn) et B(t) une matrice réelle de dimension »n x = dont les

composantes sont des fonctlons continues et périodiques en ¢ de période T péut
toujours étre ramenéde & la forme (8.6.1) par un changement de variables

y = P(t)x

ol P(t) est une matrice réelle de dimension (n X ) dont les composantes sont des

fonctlons périodiques de période 2T une fois contintiment dérivables par rapport
a t [50,85],

Proposons-nous d’utiliser les résultats de ce chapitre pour obtenir la fonction

2
y(¢) associée & un polyndme trigonométrique de période T = 5 par le systéme

différentiel (3 6.1). Le second membre de (3.6.1) étant défini quel que soit z € E»
et satisfaisant aux conditions

Az || < IIAI! 2l || Azt — A2 || < [FAL]] &t — 22|,

la fonction y(f) associée & un polynéme trigonométrique quelconque de période T
et d’ordre m existera si m est suffisamment grand pour que

2%eylo(m) || A || < 1.
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A fortiori, on aura donec, en utilisant (1.3.6),
m-+1>o01||All (3.6.2)

relation que nous aurons 4 utiliser par la suite. D’autre part, la fonction associée
sera limite de la suite d’approximations successives

yOo(t) = 2°(t)
yl(t) = 20(t) + H(I — Pp)Az0(t) = 20() + AHI — Pp)a0(t) = 20(¢),

yE(E) = 2%(t) + H(I — Pp)2(t) = 29()

ce qui démontre le

Théoréme 3-7 : La fonction y(t) associée au polynéme trigonométrique x0(t) de
période T = 27rtjw par le systeme différentiel (3.6.1) est égale a x0().

3-7. Equations déterminantes

Si nous nous référons maintenant au théoréme fondamental 3-1 et & la relation
(3.3.5), le systéme différentiel (3.2.1) possédera une solution périodique y(¢) de
période T == 27/ si on peut trouver un polynéme trigonométrique 20(t) de période T
et d’ordre m = mo qui satisfait, si R est fini, v(x%) << Ry et est tel que, pour tout ¢,

P [y — q(y, 1, N] = 2® — Pug(y, £, ) = 0. 3.7.1)

Puisque y = y(t, «, A) est une fonction uniforme de ¢, A et du vecteur « formé
par les composantes des coefficients de Fourier de x0(¢), les équations (3.7.1) consti-
tuent en fait un systéme de (2m + 1)n équations transcendantes en les (2m + 1)n
composantes de «, systéme qui dépend en outre du parameétre A. Ces équations,
dites, équations déterminantes [16], s’écrivent explicitement

T
T-1 JO q [y(t, o N), , Al dt = 0
sewbs — 2T-1 }OT g [y(t, @, 0, £, 1] cos seot dt — O (3.7.2)

T
swag - 2T-1 J q [y, o, A), &, A] sin sot dt = O
0

s=12,...,m
Soit maintenant x(t) une solution périodique de période T du systéme différentiot
(3.2.1) pour une valeur donnée de A, et, si R est fini, supposons que
v(z) < R; < R.
Définissons 20(¢) par
m

20(t) = Ppa(t) = ao + Z (as cos swt -+ bs sin swi).

s=1
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Puisque z(f) est une fois continiment dérivable par rapport & ¢ pour ¢ € ]—o0, oo [
et que z(t) = g [(t), ¢, A], on déduit de (1.3.5) et (3.2.3)

v(z — Ppx) = v [H(x — Ppa)] < 2% lo(mv(z) < 2%0~1o(m)K.
Dés lors,
v(29) < v(@ — Pp) + v(z) < 2%0-lo(m)K + R =R < R

3 condition de prendre m = mo oll my est un entier suffisamment grand pour que

Ry = 2w 1o(m)K + R; < R. , (3.7.3)
D’autre part, z(f) étant solution périodique de (3.2.1), on a
(I—"Pp) [ — gz, t, )] = 0 et Py, [x — q(x, £, )] = 0. (3.6.4)

Mais, par suite du théoréme 3-1, pour m = my, il existe une fonection unique
y = y(t, «, A) qui satisfait & la premiére des relations (3.7.4) et & Ppy = 20 Des
lors, pour m = mhy, z(t) = y(t, «, A) et, puisque x(¢) satisfait & la  deuxiéme des rela-
tions (3.7.4), « est solution des équations déterminantes (3.7.1). Nous avons donc
démontré le

Théoréme 3-8 : Une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme diffé-
rentiel (3.2.1) posséde une solution périodique x(t) de période T telle que, st R est fini
v(z) <R < R, est qu'il existe un polyndme trigonométrique x0(t) de période T et
d’ordre m = mg, mo étant défini par (3.7.3), dont les coefficients de Fourier soient
solutions des équations déterminantes

&0 — Png [y(t, o, N), 8, A] = 0,

ot y(t, «, \) est la fonction associée & 20(t) par le systéme (3.2.1).
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CHAPITRE 4
ANALYSE DES EQUATIONS DETERMINANTES
4-1. Introduction

La méthode de Cesari exposée au chapitre précédent, et en particulier le théo-
réme 3-8, ont montré que l'existence des solutions périodiques d’un systéme diffé-
rentiel de type (3.2.1) se ramenait & celle d’une solution réelle des équations déter-
minantes. Nous allons voir que la théorie du degré topologique constitue un outil
précieux pour résoudre ce dernier probléme. La seule méthode proposée jusqu’a
présent par L. Cesari [16] pour démontrer I’existence d’une solution des équations
déterminantes peut d’ailleurs s’exprimer, comme nous le montrerons au para-
- graphe 4-5; en termes-des-théorémes classiques-démontrés-au chapitre 2. Malheureu- -
sement, cette méthode est d’un maniement long et difficile et les problémes posés
par son application varient suivant 1’équation différentielle étudiée. Un autre procéds,
basé sur le théoréme de Miranda, a été introduit par H. W. KNoBLOCH [34], mais il
est limité & des systémes de type (3.2.1) dont le second membre est borné quels
que soient x € E», te[0, T] et A& [0, A].

Nous allons montrer qu’il existe deux vastes classes de systémes différentiels
pour lesquels les équations déterminantes peuvent étre étudiées de maniere plus
directe. Il s’agit, d’'une part, des systémes différentiels dont tous les termes non
linéaires apparaissent multipliés par un facteur que I’on peut supposer suffisamment
petit (systémes quasi-linéaires ou faiblement mon linéaires), et, d’autre part, des
systémes ol aucune hypothése n’est faite sur I’ordre de grandeur des termes non
lindaires, mais pour lesquels il est possible de démontrer, @ priori, I'existence d’une
borne pour toutes les solutions périodiques éventuelles. La classe des systémes
différentiels faiblement non lindaires a fait I'objet d’un nombre considérable de
travaux qu’il sera intéressant de comparer avec les résultats que nous obtiendrons.
D’autre part, dans les derniers chapitres de ce travail et dans des publications ulté-
rieures, nous montrerons qu'un trés grand nombre d’équations et de systémes
différentiels de la mécanique non lindaire appartiennent & la seconde classe, ce qui
nous permettra d’obtenir de nombreux critéres d’existence de solutions périodiques
pour ces équations. :

Il va sans dire que ces méthodes nécessitent la connaissance d’'une expression
aussi explicite que possible des équations déterminantes en fonction de la forme
du systéme différentiel correspondant, et c’est & ce probléme que seront consacrés
plusieurs paragraphes de ce chapitre.

4-2. Théoréme fondamental

Si nous écrivons, pour plus de bridveté, les équations déterminantes sous la
forme

Fo, 2) = 0 42.1)
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ot F = col (F1, Fs, ..., Feminyn), les Fi(x, ), ¢ =1,2,..., (2m + 1)n, seront des
fonctions continues de « et A pour a € {& € E@mt)n : y(20) < Ry} (si R est fini), et
A€ [0, A]. Cela résulte en effet immédiatement du fait que ¢(y, £, A) est une fonction
continue de ¥, t, A et que la fonction associée y(t, «, \) est également continue en
tous ses arguments dans le domaine considéré.

Nous pouvons dés lors considérer le premier membre de (4.2.1) comme définis-
sant une famille d’applications continues ¥, : (a1, &2, ..., t@m+1yn) = [F1(e, A), Fa(x, A),
vors Femiyn(e, N)]. Soit Q un ouvert borné de ECGm+D2 tel que,si R est fini,
Qc {xe Bemthn . y(20) <L Ry < R}. Si on peut montrer que, pour Ae[0,A]
d [F(x, 1), Q, 0] est défini (en d’autres termes, si Fx, A) £ 0 pour w € Q et A € [0, A]),
et i, pour un Ao € [0, A],

d [F(‘x> 7\0)> Q7 O} # 0;

alors, en vertu du théoréme 2-3, d [F(x, 1), Q, 0] sera différent de zéro pour A € [0, A].
Par conséquent, grice au théoréme 2-2, le systéme d’équations (4.2.1) admettra,
quel que soit A & [0, A], au moins une solution appartenant & , ce qui, par suite
du théoreme 3-8, démontre le

— Théoréme 4-1 = -Q -étant un ouvert -borné de BECmt)n el que, si- R-est- fini,
Qc {x e E@mtn : y(20) < Ry < R}, et Fla, N) la famille d’applications définie par
les premiers membres des équations déterminantes (4.2.1), si d [F(a, ), Q, 0] existe
quel que soit A€ 10, A] (en d’autres termes, s F(o, A) 7= 0 pour e € Q et A€ [0, A]),
et s’il existe un g € [0, A] tel que

d [F(o, Do), €2, 0] 4 0,

alors le systéme différentiel (3.2.1) possede au moins une solution périodigque de période T.

Les difficultés dans Iapplication de ce théoréme sont évidemment, d’une part
de prouver que, pour A€ [0, A], F(x, A) 5= 0 pour o € 2, et d’autre part de calculer
le degré pour une valeur particuliére de A, étant bien entendu que F(x, A) n’est pas
connu explicitement, puisque la fonction associée y(t, «, A) qui intervient dans les
équations déterminantes n’est fournie, en fonction de f, «, A, que par un processus
d’approximations successives.

4-3. Systemes différentiels faiblement non linéaires

L’existence d’une classe de systémes différentiels pour lesquels les difficultés
que nous venons de signaler peuvent étre surmontées est suggérée par le théoréme 3-7
qui affirme que la fonction associée y(t, o, A) est parfaitement déterminée pour les
systémes linéaires & coefficients constants, puisque égale dans ce cas a x9(f). Con-
sidérons dés lors un systéme différentiel du type

& = Ax + M, ¢, A) (4.3.1)

otz = col (xy, &2, ..., &y), A est une matrice constante de dimension n X %, A € [0, A]
et f(x, t, A) satisfait aux mémes hypothéses que ¢(z, ¢, A) dans (3.2.1). Pour A =0,
(4.3.1) se réduit & un systéme de type (3.6.1) et la fonction associée est alors expli-
citement connue. Par conséquent, si F(o«, A) représente 1’application définie par les
premiers membres des équations déterminantes de (4.3.1) pour Ae J0,A], et si
d [F(a, 0), Q, 0] est défini et différent de zéro, ce qui se vérifie aisément puisque
F(a, 0) est explicitement déterminé, il en sera de méme, en vertu du corollaire 2-1,
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pour d [F(a, A), Q, 0] si A€ [0, i], A1 €10, A] étant un nombre suffisamment petit.
Les systémes différentiels de la forme (4.3.1), lorsqu’on se limite aux valeurs petites
de X, sont dits systémes quasi-linéaires ou faiblement non linéaires. Dans le cas contraire,

ils sont dits fortement non linéaires, et nous avons done démontré le théoréme fonda-
mental suivant :

Théoréme 4-2 : Q étant un ouvert borné de E@m+D contenu (si R est fini) dans
{o e B@mn : y(20) < Ry < R}, et Fx, \) la famille d’applications définies par les
premiers membres des équations déterminantes de (4.8.1) pour A€ 10, A, si

d [F(e, 0), Q, 0]

existe et est différent de zéro, on peut trouver un ki € 10, A) tel que, pour A€ [0, A1,
le systéme différentiel (4.3.1) posséde au moins une solution périodique de période T.

Les conséquences de ce théoréme seront discutées au paragraphe 4-7.

4-4. Systémes différentiels non lindaires domt on connatt a priors
une borne supérieure pour les solutions périodiques éventuelles

Considérons le systéme différentiel (3.2.1) et supposons qu’on ait pu démontrer,
a priori, que si z(f) est une solution périodique éventuelle de période T, alors,

T-1 ’: [ () ||2dt = || a0 |2 + % Zl (I @ |2 + ” bs ||2) < C2

C étant une constante positive indépendante de A et de z(f). On en déduit immé-
diatement que, quel que soit m,

1 m
a0 2 + 5 Zlm as |2 + 1| b5 |7 < €

et, si C est tel que

m

Q¢ = {ac EGmn ;|| g |2 + (las|Z+ 105 ]7) < C2}  (44.1)

—
=1

| ST

8
soit contenu dans {« € E@m+Dn ; y(20) L Ry < R} (si R est fini), on sera assuré de
Pexistence de d [F(x, ), Q¢, 0] pour A€ [0, A] puisque F(x,\) ne pourra jamais
s’annuler sur Q¢. Par suite du théoréme 2-3, d [F(x, A), Qc, 0] sera indépendant de A,
et, en vertu des théorémes 2-2 et 4-1, nous obtenons le

Théoréme 4-3 : Supposons que, pour toute solution périodique éventuelle x(t) de
période T du systeme différentiel (3.2.1) 4l existe une constante positive C indépendante
de ) ef de x(t) et telle que

T
T2 [ || e|2d < C2; (4.42)

v
s1, avec les motations du chapitre III, Q¢ défing par (4.4.1) est contenu dans

{a € E@nin : y(20) < Ry < R}, et 8’1l ewiste une valeur Ao de \ appartenant & [0, A]
et telle que

d [F(“7 )\0)>Q07 0] # 0, (443)
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alors. le systéme différentiel (3.2.1) posséde, pour A€ [0, A], au moins une solution
périodique de période 'T.

" Remarquons que la condition (4.4.3) sera facile & vérifier pour des systémes
différentiels qui, pour A = 0, se raménent & des systémes linéaires a coefficients
constants puisque, dans ce cas, il suffira de prendre A9 = 0 pour obtenir un F(«, 0)
parfaitement déterminé. Si (3.2.1) posséde des solutions constantes (et dés lors
périodiques de période T), il conviendra de modifier Q¢ de telle sorte qu’il ne les
contienne pas, afin que le théoréme 4-3 soit un critére d’existence de solutions
périodiques non triviales. D’autre part, lorsque (3.2.1) est autonome, certaines pré-
cautions doivent étre prises car, si z(f) est solution, il en est de méme de z(t -~ 3)
quelle que soit la constante réelle 3. Cela revient & dire qu’on peut, sans perte de
généralité, imposer une condition supplémentaire & la solution périodique. D’un
autre coté, dans les systémes autonomes, la période est une inconnue supplémentaire
dans les équations déterminantes, et il faudra aussi obtenir une borne supérieure
pour cette dernitre. Ces particularités pourront étre utilisées pour modifier les
équations déterminantes et le domaine Q¢ de telle sorte qu’il y ait encore une cor-
respondance biunivoque entre l’existence d’'une solution périodique de (3.2.1) et
d’une solution réelle. de.(4.2.1).

D’autre part, dans les applications du théoréme 4-3, il convient encore de
vérifier la possibilité de choisir les ensembles Qoet @ = {a € E@mHI7 : y(20) Ry < R}
de telle sorte que Q¢ ¢ ® ou d’obtenir une hypothése équivalente facilement utilisable.
Considérons, pour simplifier, le cas important ot le second membre de (3.2.1) est
défini et localement lipschitzien pour tout xe€ E”. Supposons tout d’abord que,
pour toute solution périodique éventuelle x(t) de période T de (3.2.1), il existe,
outre la condition (4.4.2), une constante C’, indépendante de z(f) et de A et telle que

1T, . )
Y NIECIEAE

Dés lors, le polyndme trigonométrique 20(f) correspondant, dans la méthode de
Cesari, & une telle solution périodique satisfera, quel que soit son ordre m, aux
relations

1 »

1
T [ et |t < 2 |

d’ott, par suite de (1.3.8) et de 1’égalité de Parseval, & 'inégalité

OTII 20(0) | dt < O (4.4.4)

sup ||2%) ]| < €+ ¢ =" (4.4.5)

te[0, ) 1/ 3w

Si on prend alors, dans la méthode de Cesari, Ry = C" et R = 2C”, et si on adopte
pour Q¢ lensemble

Qo = & = {wc BemtDn : sup || 29(t) || < C”} (4.4.6)
tel0, ]
ot & désigne 'intérieur de @, la fonction associée existera pour tout « € Qe et les
zéros des équations déterminantes correspondantes ne seront jamais situés sur Q¢
quel que soit A € [0, A].
Comme, d’autre part, les constantes intervenant dans les relations (4.4.4) a
(4.4.6) peuvent étre choisies aussi grandes que I'on veut (& condition de rester finies),
nous avons démontré le

348



Corollaire 4-1 : Supposons le systéme différentiel (3.2.1) défini et localement
lipschitzien pour tout x € En. Sy les hypothéses suivantes sont vérifiées :

1. pour toute solution périodique éventuelle x(t) de période T de (3.2.1), il existe des
constantes positives C, C’, indépendantes de \ et de x(t) et telles que
1

T 1 T .
T o e pde < ¢ [Tl et [2ar < €2

2. 4l existe une valeur o de \ appartenant & [0, A] et telle que
d [F(o, o), Qer, 0140

Q¢ étant défini par (4.4.6) on C'' est un nombre positif fini powvant étre pris aussi
grand que U'on veut,

le systéme (3.2.1) posséde, pour L€ [0, A], au moins une solution périodique de
période T.

D’une maniére analogue, si, au lieu de (4.4.2), on suppose, pour toute solution
périodique éventuelle z(f) de période T de (3.2.1), I’existence d’une constante D
positive indépendante de A et de xz(¢) et telle que ) o

sup || z(t) || < D,
te[0, T

on aura

sup [[a(t) || < sup |l gl 5, M| < D’

1[0, T t€[0, 7]

llel] <D

Ael0, A]

ot D’ est une constante positive satisfaisant aux mémes conditions que D. Des
lors, le polyndéme trigonométrique z0(¢) correspondant, dans la méthode de Cesari,
& x(f) vérifiera, quel que soit son ordre, les inégalités

%f: 1| 29() Ilzdts‘-li,f: I 2(6) |2 d¢ < D,

1 pr. 1 T )
5[, N Nz < [ N0 |2d < D

et

sup ||2%(¢) || < D+ D' = D"

te[0, T 1/ 36

11 suffit alors de refaire le raisonnement ci-dessus, en remplagant respectivement
C, C et C” par D, D’ et D", pour obtenir le

Corollagre 4-2 : Supposons le systéme différentiel (3.2.1) défini et localement
hipschitzien pour tout x € En. Si les hypothéses suivantes sont vérifiées :

1. pour toute solution périodique éventuelle x(t) de période T de (3.2.1), il existe
une constante positive D indépendante de \ et de x(t) et telle que

sup [ z(f) || < D3
tel0, T}
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2. 4l existe une valeur Ay de h appartenant & [0, A] et pour laguelle
d [F(«, 2o), Qpr, 01540,

Qpr étant défini par (4.4.6) ot D" remplace C et peut étre pris.ausst grand que Uon
veut,

le systéme (3.2.1) posséde, pour A€ [0, A], au moins une solution périodique de
période T.

4.5. Systémes différentiels non lindaires dont on me connait pas a priori
une borne supérieure powr les solutions périodiques éventuelles

1l reste enfin & considérer le cas des systémes différentiels fortement non linéaires
pour lesquels on ne peut pas démontrer 1’existence de bornes « a priori» pour les
solutions périodiques éventuelles. Il est alors possible d’utiliser le procédé proposé
par L. Cesagz [15 16] et qui est 1ié & la méthode de B. G. GALERKIN [%2, 56],

L’algorithme de Cesari étant plus particuliérement adapté aux équations diffé-
rentielles. ne_contenant pas de parametre, soit

& = g, t) (4.5.1)

le systéme considéré, ol ¢(z, £) satisfait aux mémes hypothéses que g(w, t, A) dans
(3.2.1). Soit F(«) = 0 les équations déterminantes,

F: (o, ae, ., otemityn) = [Fi(er), Faler), ..o, Feamnyn(®)]

Papplication définie par leur premier membre et Q2 un ouvert borné de E@m+ln
contenu (si R est fini), dans

{x € B@m+Dn ; y(0) < Ry < R}

On appelle approzimation de Galerkin d’ordre m d’une solution périodique de
période T de (4.5.1) le polyndéme trigonométrique d’ordre m et de période T :

m
xm(t) = ag + Z (@} cos swt 4 b sin swt)

s=1

dont les coefficients de Fourier sont solutions des équations

T
T-1 (), ] dt = 0
[, atem), 1
sob, — 21 | " g [w(8), ¢] cos seot dt = 0 (4.5.2)
0

swal + 2T-1 J: q [ (1), £] sin st db == 0

s=1,2,...,m

dites dquations de Galerkin, et qui expriment simplement I'annulation des 2m + 1
premiers coefficients de Fourier de expression z(m — g [xm)(t), £].

Soit FG : (ocg, Ay vy a(2m+1)n)——> [FG,l(O(), FG,Z(oc), vany FG,(2m+1)n(0()J7 l’application
définie par les premiers membres des équations de -Galerkin. Elle est parfaitement
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déterminée par le systéme différentiel (4.5.1). Supposons qu’il existe une constante
positive L telle que :

inf | Fgla) | = L
ety
et une constante positive N telle que
sup | F@) — Fglo) | < N.
e
Si N < L, alors, pour tout « € Q,
| F(o) — Folo) | < sup | F(@) — Folo) [ S N < L < inf | Fo(e) | < | Fa(a)
xeQ ae)
et dés lors, par le théoréme de Rouché,

d [F(O()a Qa 0] =d [FG((X)’ Q, O]

Par suite du théoréme 4-1, nous avons donc démontré le

T Théoréme 4-4 : Q étant un ouvert borné contenu, st R est fini, dans
{e e B@miDn : y(20) < Ry < R}, ef Fg: (e, a2, -oos X@metlyn) =
[Fg,1(x), Fa,2(x), ..., Fa,@m+iyn(x)]

Vapplication définie par les premiers membres des équations de Galerkin (4.5.2), sovent
L une constante positive telle que
inf |Fgle)| =L
o)
et N une constante positive telle que
sup | Flo) —Fa(a) | < N
e

o F est Vapplication définie par les premiers membres des équations déterminantes
(38.2). St N < L et st '

d [FG(“)7 Q> 0] ;ﬁ 07

le systéme différentiel (4.5.1) posséde au moins une solution périodique de période T.

Comme nous ’avons déja signalé, cette méthode est intéressante mais longue
et difficile & appliquer. Elle suppose en effet réalisées les opérations suivantes :

1. la détermination explicite de la valeur mg de m pour laquelle la méthode
d’approximations successives du théoréme 3-1 converge dans la boule v(z) < R;

2. le calcul des équations de Galerkin d’ordre my ;
3. Pestimation des constantes N et L ;

4. la vérification du fait que d [Fg(a), Q, 0] est différent de zéro.
Le seul exemple traité par L. CEsar1 [15: 16] concerne 1’équation différentielle

Z 4+ a3 =sinf.

Dans le cas olt V'on peut démontrer I’existence a priori-d’une borne pour les
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solutions périodiques éventuelles, il y a intérét & utiliser le procédé introduit au
paragraphe 4-4 car, pour cette méthode :

1. il n’est pas nécessaire de connaitre la valeur de m pour laquelle la méthode
d’approximations successives (3.3.4) converge ;

2. le degré topologique de I'application définie par les équations déterminantes
en une valeur Ag de A (en général A = 0) est plus simple & calculer que celui de 'appli-
cation définie par les équations de Galerkin.

Pour plus de détails sur la méthode esquissée dans ce paragraphe, nous ren-
verrons aux articles originaux de L. CEsarr [15, 16, 18],

4-6. Hquations déterminantes des systémes différentiels
du type de Coddington-Levinson

Considérons le systéme différentiel

2@ = Au® + MO(u, v, w, 6,0, 1 =1,2,...,p; (4.6.1-1)
(). =7B7-v(f),+ .7\9(7)(71,, v, W, £,-A) J =1,2,..,7; -(4.6.1-2)
w = Cw + N(u, v, w, £, \) (4.6.1-3)
ol @, f@ sont des vecteurs-colonne de dimension 20y, ¢ = 1,2, ..., p; o@D, gO) des
vecteurs-colonne de dimension B4, j=1,2,...,7; w, h des vecteurs-colonne de
dimension v, u = col (u®), ..., u®), v = col (vW, ..., v®). En outre, f@ (i =1, 2,

e D), gD (4= 1,2, ..., 7) et h sont des fonctions de u, v, w, X et ¢ périodiques en ¢
de période 2r (qui n’est pas nécessairement la plus petite période) et satisfaisant
& certaines conditions que nous expliciterons plus loin. Nous poserons

» 7

n:2zm+;&+-y

i=1
qui sera donc ’ordre du systéme différentiel. Les A; sont des matrices de dimension
20 X 204, 1 = 1,2, ..., p de la forme (les termes non écrits sont nuls) :

S
By S;
E. S;

B S

0 S 1 0
Si = et E2 —_

les s; étant des entiers positifs (4 = 1,2, ..., p). Toutes les valeurs propres des
matrices A; sont done imaginaires pures et & partie imaginaire entiére. Les B; sont
des matrices de dimension B; X 8, j = 1,2, ...,r, de la forme

avee

352



1 0
1 0
B; =
1 0
(les termes non écrits sont tous nuls), j = 1, 2, ..., ». Toutes les valeurs propres des

matrices B; sont nulles. Si oy = 1, A; = §; et si B; = 1, B; = 0. Enfin, C est une
matrice de dimension y X y dont les valeurs propres sont toutes différentes de

k \/ —1,k=0,+1,+ 2, ... Les solutions périodiques de systémes différentiels
du type (4.6.1) ont été étudiées, pour les valeurs petites de A (non-linéarité faible),
par E. A, CoppivgroN et N. LuviNsox [19 20]. Pour cette raison, ils seront dits,
dans ce qui suit, systémes de Coddington-Levinson.

11 est bien connu [39] que tout systéme différentiel de la forme
¥ =By + Aop(y, &, N) (4.6.2)

- ol y = col (Y1, Y2, «.or Yn)s @ = €Ol (@1, P2, -+ P)s B est une matrice constante
réelle de dimension n X 7, peut dtre ramené & (4.6.1) par un changement de variables

y =Tz

ot & = col (u, v, w) et T une matrice constante réelle non singuliére de dimension
n X N
D’autre part, on sait [20] que tout systéme différentiel de la forme
2= A(t)z + Mz, £, )

ol z == col (21, 22, ..., 2n), ¥ == col ({1, P2, ..., Yn), At) est une matrice continue et
périodique de période 7 peut étre ramené & la forme (4.6.2) par le changement de
variable

z = Pty
ot P(f) est une matrice non singuliére de dimension » X #, périodique de période 27

et une fois continfiment dérivable par rapport & ¢. Les systémes de Coddington-
Levinson sont donc de nature trés générale.

Si nous posons
A = diag (A1, As, ..., Ap, By, By, ..., B, O)
x = col (u, v, w)
g = col (f®, ..., @, g» ., g®, h)

et que nous supposons que ¢ = ¢(x,t, A) est une fonction vectorielle définie pour
llz]| <R, R >0 fini ounon, t€]—o0,0[, A€ [0, A]l, A > 0, continue et pério-
dique de période 2x en ¢, et satisfaisant & la condition de Lipschitz

g, £, 0) — q(@?, 6, ) || < M || ot — a2 ||

ol M est une constante positive, || 2! || < R, || 2% || < R,te]—o0, 0, A e[0,A]
le systéme différentiel (4.6.1) est un cas particulier de (3.2.1) et nous pouvons lui
appliquer la méthode de Cesari et ses conséquences. Avec les notations du chapitre 3,
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soit #0(f) un polynéme trigonométrique de période 27 et d’ordre m > my, tel que,
si R est fini,

12%¢) || <R1 < R, t€]—00, 0 [

et, « étant le vecteur-colonne des composantes des coefficients de Fourier de a0(t)
défini en (3.4.1), soit y(t, «, A) la fonction associée & 29(f) par le systéme différentiel
(4.6.1). Puisque, pour ) = 0, le systéme différentiel (4.6.1) est du type (3.6.1), il
résulte de I'inégalité (3.6.2) que m sera en tous cas tel que

m > max & (4.6.3)

i=1,2, .0
puisque || A|| =1 + s pour 2 = 1,2, ..., p, en vertu de la forme des A;. D’autre
part, par le théoréme 3-7, y(t, «, 0) = x0(f).
En vue d’éerire explicitement les équations déterminantes, posons

20(t) = col (w0, .., w®,0 pD),0 4,0 w0)

et

(@ cos st + bP sin st), 1 = 1,2, ..., p.

N%E

S a0 =gl

i
-

8

B

A

VD0 == ) () cos st + dPsinst), j=1,2,...,7,

§=

-

m
wh = ¢y + Z (s cos st -+ fs sin st),

s=1
m

20 = aqp + Z (as cos st + bs sin st).
8=1

En tenant compte de la condition (46.3), des manipulations algébriques simples
permettent de mettre les équations déterminantes sous la forme des équations
(4.6.4-1) & (4.64-12). Dans certaines de ces expressions, le nombre A apparaissait
en facteur et on a simplifié 'expression correspondante par cette quantité. De cette
maniére, les solutions des équations (4.6.4) correspondront aux solutions périodiques
de (4.6.1) pour A € 0, A] et, les équations déterminantes restant définies et continues
en A =0, & leur limite lorsque A— 0, c’est-d-dire aux solutions périodiques de
période 2r du systéme différentiel lindaire

x = Ax

vers lesquelles tendent, lorsque A— 0, les solutions périodiques du systéme diffé-
rentiel non linéaire (4.6.1). Tl est clair que I'annulation identique, pour A = 0, de
certaines équations déterminantes avant simplification par A résulte du fait que,
dans un systéme de type (3.6.1), une solution périodique non triviale n’est jamais
isolée. Nous obtenons done, pour les solutions périodiques de période 2 de (4.6.1)
lorsque A€ 0, A] et leur limite en ) = 0, les équations déterminantes suivantes :

Adaf) -+ oo [ 04y, &, 2t = 0 (@6.4.1)
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A, —sl a® n ) J~2n 1Oy, t, ) cos st
I Ay b® TJo \ fO(y, ¢t A)sin st

s=1,2,...,m, s # s ;

.

di>

J‘Zﬂ:
<0

0 & a.

B Py, ¢, \) sin st

1§y, t, \) cos sit — fP(y, ¢, 1) sin st
f$:y, t, \) sin st

12y, ¢, 2) cos sit + f§0y, ¢, A) sin st

Py, t, 1) sin s;t

f9(y, t, 1) cos sit — [Py, ¢, \) sin sit
f2(y, ¢, \) sin s

Py, t, A) cos sit + fO(y, £, N sin st

O sy, b, N) sin it

)
1.1y, 8, 1) cos sit — [ (y, ¢, N) sin syt

avec

a;

2063
18). oy, £, A) sin sit

5.0y, £, ) cos it + [ 1(y, £, A) sin sit
| s s | ,
| 1 — 1!
R L e-
’ | 8¢ — 8 |
\\ |1 1 0

) dt=0 (4642

@i
bie
(i)
b(”

szl

“g?‘s
5§

agz) 4

5D

81,3

dt =0

(4.6.4-3)
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les éléments non écrits étant nuls ;

} fj" [f(ﬂ)(:’/: t, \) cos s;t — f(zi)(?/» t, ) sin sit] df = 0
T

1 ron . ) ) . )

- fO [f(z'b)(?/, t, \) cos s;t + f(lm)(y, £, \) sin ;] dt = 0
™

bl

bgszZoci—Z + sl(afgl)Zocz bg@)&m—l —I_ f «f 208 ?/; t )\) sin sit dt =0

1=1,2, ...,p;
1 :
o 7)
5 [, W60 d =0
| 920,60 |
| b s e | IGEN ]
l\ + 27 J 0

géy) y,t }\) i
N (7) 7 G)(
_BZ_ sl i JZ g9y, t, \) cos st d—0
sI| Bj A% TC gD (y, t, \) sin st
s=1,2,...,m;j=1,2,..,7r

A o )
Ceo+é7—tf0 h(y, t,\) dt = 0

C|—sI\ [es A p2m [h(y,t, \) cos st .
<<S‘_f| C > (E) +;cfo <Ih(y,t,7\)sinst @ =0

s=1,2,...,m.

Remarquons que les quantités

N I
dét A;, dét A —sly _ dét (A2 4 821), s = 1,2, ..., m; S~ ;
SI| Aﬁ g

/ a;

&a;
&a;
dét
\ &d; /

1=1,2,..,p;
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Ao 2 i
87,2053 + Sl( sz 20(1;‘"1 + bs, 2«,) ;L‘ fO onq,—«l(?/? A )\) sin s;t dt =0

(4 6.4-4)

(4.6.4.5)

(4.6 4-6)

(4.6.4-7)

(4.6.4-8)

(4.6 4-9)

(4.6.4-10)

(4.6.4-11)

(4.6.4-12)

‘\
|
|
I[ = (— 4Py,
,’



— sl

B,

.. (Bi
dét <§f

> = dét (B + s21), s =1, 2, veym; j=12,...,r:

dét C et dét <C ’_SI

— = dét (C2 4 s2I), s = 1,2, ..., m,
e e L
sont toutes différentes de zéro par hypothése. Si nous posons
o = col (', &)
—1> * a.ﬁ’,’,fz%—p bgﬁ;?za,,—l’
1) (2 :
ok OB -+ hk,)

et o est le vecteur-colonne dont les composantes sont les autres coefficients de
-Fourier de z0(f) dans I'ordre qu’ils occupaient dans «, les équations déterminantes
peuvent s'écrire, aprés réarrangement de l'ordre, sous forme abrégée

Fie/, e, X)) =0 - -(4.6:5) -
D'a’ + Do’ — AF(a’, o', A) =0 (4.6.6)

' 1 1)
o’ = col (agl,)2oc1——17 bél,m

ot (4.6.5) représente l'ensemble des &' = 2p + r équations (4.6.4-4), (4.6.4-5) et
(4.6.4-8), et (4.6.6) les k' = (2m -+ 1)n — (2p + 7) équations restantes, D’ et D"’
étant respectivement des matrices de dimension Exk' etk xk”, avecdét D 5£0,
le théoréme 2-9 et le théoréme 4-1 ont pour: conséquence immédiate le

Théoréme 4-5 - Q) btant wn ouvert borné contenu, si R est fini, dans {o € E@m+)n
v(@%) < Ry < R} et O étant Pouvert du sous-espace B2+ des o défint par Q' =
Q N E2o+, sosent F 2 a—> col [Fy(a', &”’, A), D'’ 4 D"at” — AFa(a’, o, N)] la famalle
dapplications définies dans Q par (4.6.5) et (4.6.6), et Fio: o' F1o(x) Vapplica-
tion définie dans Q' par (4.6.5) pris en A =0, o’ = — (D')-1D'o’. Si-

d [F(o, A), ©Q, 0]
existe quel que soit € [0, A] (Cest-a-dire si F(a, N) 7= 0 pour o € Q,ne [0, A, et si
d [Fyo(a), &', 0] # 0,

le systéme différentiel de Coddington-Levinson (4.6.1) posséde au moins une solution
périodique de période 2m quel que soit A€ [0, A].
Un corollaire intéressant est le suivant :

Corollaire 4-3 : Considérons un systéme de Coddington-Levinson tel que p=r=0.
Soit Q un ouvert borné contenu, si R est fini, dans {o’ € Bem+DY : v(wl) < Ry < R}
ot o' = col (o, €1, f1, ++v» €ms fm), € soit F o' — F(', 1) la famille d’applications
définies dans Q par les premiers membres de (4.6.6). Su

d[F(a”, n), £, 0]

existe quel que soit A€ [0,A] (Cest-a-dire si F(a, \) =0 pour ' €Q, re[0,A)),
le systéme différentiel en question posséde au moins une solution périodique de période 2w
quel que soit A€ [0, Al
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En effet, par suite de la forme de (4.6.6) et du corollaire 2-4,
m
d [F(«”, 0), Q, 0] = sgn [dét C. ﬂ dét (C2 + 2T)] = + 1,
s=1

et le corollaire résulte alors des théorémes ‘2-2, 2.3, et 4-1.

Enfin, on pourra trouver en [68] et [71] une étude systématique de matrices Q
par rapport auxquelles les systémes de Coddington-Levinson possédent la propriété
E et une discussion des équations déterminantes correspondantes.

4-7. Solutions périodiques de systémes de Coddington-Levinson
faiblement non linéaires

Etant donné son importance théorique et ses nombreuses applications, Pétude
des solutions périodiques des systémes différentiels faiblement non linéaires a donné
lieu a une littérature trés abondante et nous nous limiterons 3 signaler les méthodes
fondamentales proposées, depuis les travaux de H. PorNcar# [76], par N. M. Kryrov,
K. Bogoriousov et Yu. A Mrrroporsky [7], I. G. MALKIN [95], J. Haac [45,85],
N.O. Friepricus [36-38], E. A. CoppINgTON et N. LEVINSON (19,201, Y. SreUyA [91,92]
et L. Cesart et J. K. HavLg [17, 49].

Il existe bien entendu, entre tous ces travaux que nous venons de citer, de
nombreux points communs et J. K. HaLe a fait dans Pintroduction de l'ouvrage
cité en [#9] une intéressante comparaison. Nous allons insister sur quelques-unes de
leurs caractéristiques communes, afin de mettre clairement en évidence les différences
entre ces approches et celle que nous proposons. Dans toutes ces méthodes, 'existence
d’une solution périodique est liée (comme dans la méthode générale de Cesari exposée
au chapitre 3) & P'existence d’une solution d’un systeéme fins d’équations transcen-
dantes (appelées, selon les auteurs, conditions de périodicité, équations de bifurcation
ou équations déterminantes), mais ces derniéres équations ne sont valables que pour
des valeurs suffisamment petites du parameétre A. Par contre, les équations déter-
minantes (3.7.1) ont été établies dans le méme domaine de validité en i que celui
de I'équation différentielle elle-méme. Elles sont d’autre part en plus grand nombre
que dans les méthodes du type de Poincaré, mais nous verrons que cette caracté-
ristique n’intervient pas dans 'application aux systémes faiblement non linéaires.
IIn’y a done, par la nature méme des méthodes classiques, aucune possibilité d’exten-
sion des résultats aux valeurs non petites de A. D’autre part, dans tous les travaux
cités ci-dessus, il convient de traiter séparément le cas non critigue ou non résonant
(i. e le systéme (4.3.1) en A = 0 n’admet aucune solution périodique de période T
non triviale) et le cas critique ou résonant (i. e. (4.3.1) en A = 0 admet des solutions
périodiques non triviales de période T). Nous avons vu par contre que la méthode
du chapitre 3 ne fait aucune distinction de ce genre. Enfin, toutes ces méthodes
apparaissent essentiellement comme des méthodes de perturbation de systémes
différentiels linéaires, et s’appuient ainsi fortement sur les propriétés des solutions
de ces systémes, qu’il n’est plus nécessaire de connaitre lorsqu’on prend pour point
de départ la méthode générale de Cesari.

L’application de la théorie du degré topologique & ’étude des équations de
bifurcation (obtenues par la méthode de Friedrichs ou de Coddington-Levinson)
de systémes différentiels faiblement non linéaires a été développée de fagon trés
élégante et trés compléte par J. CroNIN [23, 27, 29]. Dans le méme type de problémes,
R. W. Bass [5] avait déja utilisé le degré topologique, mais uniquement lorsque
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celui-ci était égal & la somme des signatures des jacobiens. L. CESARI a briévement
signalé dans [13,14] les possibilités dans ce domaine et a en outre fait usage des
théorémes de Brouwer et de Miranda qui se rattachent & cet ordre d’idées. Nous
allons voir que I'on peut, dans le cadre de ce travail, reformuler le théoréme fonda-
mental de Cronin sous des hypothéses quelque peu plus générales. Pour une étude
plus détaillée des intéressants apports du degré topologique dans Iétude des systémes
faiblement non linéaires, nous renverrons aux travaux originaux de J. CroNix et
en particulier & la monographie [29].

Considérons donc un systéme différentiel du type de Coddington-Levinson.
Avec les notations du théoréme 4-5, il résulte du théoréme 4-2 que le systeme diffé-
rentiel (4.6.1) possédera au moins une solution périodique de période 2r pour tout
NE[O, \], olt Ay est contenu dans ]0, A] et suffisamment petit, si d [Fio(e), Q0]
existe et différent {de zéro. Or, d’une maniére explicite, Fy g(e’) est V'application
définie dans ' par

) 1 rem . A .
aner—— [ UP((0), £ 0) cos sit — Py (), 1, 0) sin sut)
.\ 1 ron . .
g & [ U900, 6,0) cos st + P, £, 0) s sit] i, (47.1)
t=1,2,...,p;

; 1 rom .
Ay o [ ), 0)d,

avec

y(t) = (0,0, ..., 0, a{ls,, 4 cos sit + {5 SID Sit, a1 COS Sit

— 0o sinsgt, 1 =1,2,...,p;0,0,.., cg{@, j=1,2,..,7r;00,..0). (472)

On obtient ainsi un théoréme démontré par J. CRONIN [24] sous I'hypothése de
Pexistence et de la continuité des dérivées partielles premieres de g(x,?, 1) par
rapport aux z;, j = 1,2, ..., m :

Théoréme 4-6 : Q étant un ouvert borné de B2p+ contenu, si R est fini, dans
{o" v(y(t)) < Ri < R}, on y(t) est donné en (4.7.2), et Fi0: o' — F1o(a') Vapplica-
tion définie, dans Q, par (4.7.1), st d [Fyo(a’), Q, 0] exsste et est différent de 2ér0, 1l
existe un A € 10, A] tel que, pour L€ [0, A, le systéme différentiel (4.6.1) posséde au
moins une solution périodique de période 27 ,

Dans la terminologie des méthodes classiques, le nombre 2p + 7 est dit le
degré de dégénérescence du systéme (4.6.1) ; c’est le nombre maximum de solutions
périodiques linéairement indépendantes de période 2w de (4.6.1) pris en A = 0.

Dans le cas de systémes de Coddington-Levinson possédant la propriété E par
rapport 4 une matrice Q, le calcul effectif du degré topologique peut étre facilité
par une réduction du nombre de composantes de 'application considérée. En outre,
la solution périodique dont on démontre I'existence posséde dans ce cas certaines
propriétés de symétrie qu’on ne peut obtenir & partir du théoréme 4-6. Ce probléme
est traité dans le travail cité en [71]. En ce qui concerne I'étude des équations déter-
minantes au moyen du théoréme des fonctions implicites, nous renverrons le lecteur
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aux références [66-68, 71} olt sont étendus, dans différentes directions, des résultats
de E. A. CoppiNgToN, N. LEVINSON, L. CESARI et J. K. HALE, et ou Papproximation
des solutions périodiques est considérée dans plusieurs cas particuliers importants.

4.8. Equations déterminantes de systémes différentiels
possédant la propriété E.

Nous allons montrer dans ce paragraphe comment la propriété E introduite

précédemment permet de réduire le nombre d’équations déterminantes. Nous nous
contenterons de donner deux exemples particuliérement importants dans les appli-
cations, renvoyant le lecteur, pour plus de détails, aux références [68] et [7].

Supposons tout d’abord que le second membre du systéme (3.2.1) soit tel que

T
g <~ oty x) = — gt (@81)
dans tout son domaine de définition Le systéme différentiel (3.2.1) posséde done la
propriété E-par rapport & <—— I, 1, —;—‘), ol I est la matrice identité. Dés lors, si 20(¢)

vérifie la relation
T
——x0<t - §> = z0(t), t € E1,

en d’autres termes, si

3
20(t) = [@os+1 cos (28 + Lot + boseq sin (2s + 1)ewt],
§=0

—1
m_é—__] désignant le plus grand entier inférieur ou égal &

m 5 la fonction

associée y(t) satisfera & la relation

—Y <t + ;) = y(t), te EL

En ce qui concerne les équations déterminantes correspondantes, on aura, si

oK = (aly bly as, b3) woay a/2[»m_;1]+17 bz[yn_g}]+1)7

T
1 1 /2 T . .
T J: qly@t, o, A), ¢, A] dt = T <JZ -+ f’r) q [y, o, ), t, N} dt
)

T T
1 /3 1 (2 T
== ' ; - — t+ > Aldi=0;
T Oq[y(t,oc, A),t,k]dt+Tf0q[ Y&, o, A), 3 A}
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2 cos 2swi 2 T . A cos 2swt
T f q Ly o 1), 5 M sin 2swt%dt T <jo T Jg) 7 [y(t, o ), b 2] sin 2scot$
2
T
_g 2 [yt o, 2), 1, }\] cos2so)t it -
T J ¢y % n 2smi

0 T T cos 250 <t+’—£->2
2

Z — ‘ iy dt
Tjoq[ y(t,a,x),t+2x] ‘ < T>S
- f sin 25w t—!—»z—

en utilisant (4.8.1). Par conséquent, le systéme d’équations déterminantes se rameéne

: —1
au systéme des 2n <|im—2~—] + 1> équations

>

(25 + 1)wbgsiy — 2T-1 f g [y(t, @, 1), £, 2] cos (28 + 1)t df = 0

(25 + Dwagsy + 2T-1 j (@ [yt 0, ), 1] sin (25 + Dot dt = 0,

m—l'[
8—0,1,2,0..,[ 3 s

-t

m— .
en les 2n < ) :l -+ 1> inconnues que sont les composantes scalaires de o

Supposons maintenant que le systéme différentiel (3.2.1) posséde la proprlete E
par rapport & une matrice diagonale Q dont les éléments diagonaux sont égaux a
-+ 1 ou — 1 (et non nécessairement de méme signe). Si 20(t) est choisi de telle sorte
que

Qa0 (— 1) = 20(t),

¢’est-a-dire

m
} s, ¢ cos sSwi

8

pour les ¢ tels que (Q)y = + 1, et

m
== Z bs,; sin swi
s=1

pour les ¢ tels que (Q)y = — 1, alors, la fonction associée y(t) satisfera aux relations
Qy(—H=ylt) et —Qy(—1) =), teEL
Par conséquent, pour les 1 correspondant & (Q); = + 1, on a
{9 (—¢) — qi [y (— 1), — ¢, \]} cos (— st) =
{— (Q)udi(t) — 92 [Qu(t), — ¢, A]} cos st =
{—9:(0) 4+ (Quagu [y(®), £, N1} cos st = — {7i(t) — qa [y(¢). 1, A} cos st,
s=0,1,2, ...,
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ce qui entraine
2 1, ‘ '
- fo {(t) — qs [y(t), £, ]} cos stdt = 0, s = 0,1, ..., m.

De méme, pour les 4 tels que (Q)y; = — 1, on a

2
T.

et dés lors les équations déterminantes se raménent au systéme d’équations

(" i) — ar o), £, 0]y sin st dr = 0, s = 1,2, ..., m,
0

o
soas,; + 2T-1 Jo @ [y(¢, &, ), t, A] sin swt dt = 0,

? =11, 12, ..., 171:

T [* gyt @, 0,4, 01 de = 0,
0
T «
waszi — 271 fo ¢ [y(¢, o, 1), t, ] cos swt dt = 0,

v = ?:7‘1-}‘17 ¢71+27 vens Uy
8 = 1: 2: wony My

ot (Q)i = + 1 pour ¢ = 1y, 4, vy by et (Q)y = —1 pour & = 4y 41, ..., p. Si on
pose 72 = n — 71, on voit qu’il s’agit d'un systéme de 2mry -+ (2m -+ 1)re équations
en (2m -+ 1)r; -+ 2mrs inconnues et ces deux nombres ne seront égaux que si 7y = r2.

n
Il faudra donc que l’ordre 7 du systéme (3.2.1) soit pair et que 7 = rg = 5

4-9. Un cas particulier important

Etant donné son importance dans les applications, examinons en détail le cas
du systéme d’ordre n = kr, k> 1, 7 > 1,
dkz dk-1z dk-2 dz
= ) TR AT ey 30 ,t,)\ 5 AE 0,1 491)
dt (dtk—l M T > [0, 1] (
ouz = col (21, 22, ..., %), f = col (f1, fa, ..., fy), les fonctions f; satisfaisant aux mémes
hypothéses que les fonctions ¢; dans (3.2.1) avec T == 2r. Si nous posons

%1 -1 k—1ly, ;
Al = 2 a1z — 2@ dFlz 20
dtk-1 Lo dpe-t oo k1 ’
2 o= al, 2o = 2®, ..., 2 = {0,
et
z = col (z, ..., 2, ..., 21, ..., z{),

nous obtenons le systéme équivalent

#0) = Bal) + M@, t,0), j = 1,2, ..., 7, (492)
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) L ) dk-1y, dh—2s,
& = col (@, 2§, ..., z{f") = col ( Ly

T G
o0 . . . . 0 ‘
1 0 . .0
o 1.0 . . . .0
B = . . . (matrice de dimension k& X k),
o .o 1o

f(j‘) = col [f?'(x: Z 7\)7 O: " vy 0]

11 s’agit donc d’un systéme de Coddington-Levinson (4.6.1) particulier, avec
p=v=0,B =k j=1,2,..,r Par conséquent, les équations déterminantes sont
de la forme (4.6.4-8, 9), soit, avec les notations af’, af, b9 au lieu de ¢, ¢, dP,

1 (2= .
5w o fily, ¢, \) dt = 0, (45'9"3-1)
ay = 0,afy =0, ..., af\,_, =0, (4.9.3-2)
B | —sI\ /a{) A pem (fD(y, 8, \) cos st
<8T B ><E§,7>> tx f o \fO(y,t, ) sin st> dt =0, ((4",9”373)

i=12,..,r;8s=12,..m
Si nous posons
o = col (afl, &P, b, ..., ald), bD, ..., alt), b33))
ag = col (afl), af), ..., af})

et que nous désignons respectivement par F(«, A) et Fo(xo) les applications définies
par les premiers membres de (4.9.3) et par

| 2

514 f1(0, ..., 0, @, ¢, O)dE, ...,

1
2m

o —> col

jﬁ (0, ..., 0, @0, £, O)dt] (4.94)

nous déduisons immédiatement du théoréme 4-5 le

Théoréme 4-7 : Q étant un ouvert borné contenu, si R est fint, dans
{x € E@mtn : y(20) < Ry < R}
et Q étant Uouvert du sous-espace B des ao défini par Qp = QN B, s
d [F(e, A), Q, 0]

est défimi quel que soit A€ [0, 1] (c’est-a-dire st F(a, \) £ 0 pour w € Q, re [0, 1)),
et su

d [FO(OCO)’ QO! O] # 07

le systeme différentiel (4.9.1) posséde au moins, quel que soit € [0, 1], une solution
périodique de période 27.
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Supposons maintenant que le second membre de (4.9.1) satisfasse, dans son
domaine de définition, & la relation

dk1z dk-2z dz ,
f <-—-—th—_—1,——w_2, ceey —-Ef,—z,t + T, }\> =
dk-1z Jk—2 dz .
— <,§ﬂ7:1’ ) ,\>- (4.9.5)

I1 est clair dans ce cas que le systéme différentiel (4.9.2) posséde la propriété B par
rapport & (— I, 1, 7). Dés lors, si 29(f) est choisi de telle sorte que

— 20t 4 ) = 20(¢t), te Bl
la fonction associée y(f) satisfera & la relation
—y + ) = y(), te EL,

et, en vertu des résultats du paragraphe 4-8, le systéme d’équations déterminantes
se _réduira au systéme formé par les équations (4.9.3-3) pour s =1, 3, ..., 2m’ + 1,
ou 2m’ 4- 1 est le plus grand nombre impair inférieur ou égal & m, les inconnues

étant les a{?, BY, a), 6P, ..., o), 1, 0G4, 5 =1,2, ...,7, que nous désignerons

encore d’une maniére globale par «, F(«, A) étant encore I’application correspondant
aux premiers membres des équations déterminantes. On a le
Théoréme 4-8 : Q dtant un ouvert borné contenu, si R est fini, dans
{x e E@m/+hn : y(20) < Ry < R},
81
d [F(a, 1), Q, 0]

est défini quel que soit A € [0, 1], le systéme différentiel (4.9.1) posséde, pour tout A[0, 1],
aw mowns une solution périodigue de période 27 telle que z(t + m) = — 2(8), lorsque
son second membre vérifie la relation (4.9.5).

En effet, par suite du corollaire 2-4,

’

d [F(a, 0), Q, 0] = sen 1—[ dét [B2 + (25 + 1)21] = - 1.

$=0

Supposons maintenant que % soit pair et que, dans tout le domaine de définition,

on. ait
A1y oAbz dy
T T A s oy _t’ -
/ <dtk—1 T M T ”)

dk-1z Jk—2 .
—f <&ﬁ-_—l’ C—itk—_é’ ey By t, }\>° (4:96)

Dans ce cas, on vérifie aisément que le systéme (4.9.2) posséde la propriété E par
rapport &

Q=diag(l,—1,1,—1,...,1,—1).
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Par conséquent, si 20(f) est choisi de telle sorte que
QuO(— 1) = 2(t),

¢’est-a-dire

m
20(¢) z 5,6 08 86, si 4 est impair,

n
Z s, Sin. st, si ¢ est pair,

la fonction associée y(f) satisfera a la relation

Qy(—1) = y(©),

et, en vertu des résultats du paragraphe 4-8, les équations déterminantes se réduiront
au systéme

3
a™ A0 o e
§) 21 (mormmm) @=0 @7

i =1,2,...,7; s=12,...,m,

ou
& = col (af), ), .., ay ),
B9 = ool (b} b0, -, B,
[0 = col (fy(z, t, 1), 0, ..., 0),
et
{0 0 0
/ 1 0 .
[0 1 0 : ) E ok
B = ;l <matrice de dimension 5 X §>
|
Lo Lo

Il ¢'agit done d’un systéme de (2m -1 )7—1' équations en le méme nombre

d’inconnues, et un raisonnement analogue & celul du théoréme 4-8 conduit au
Théoréme 4-9 : Q étant un ouvert borné contenu, st R est fins, dans

{a € Eemj ; v(x%) < Ry < R},

et F(or, \) désignant Vapplication définie par les premiers membres des équations déter-
mainantes (4.9.7), st

d [F(x, A), Q, 0]
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est défini quel que soit ) € [0, 11, le systéme différentiel (4.9.1), lorsque son second membre
vérifie la relation (4.9.6), posséde au moins une solution périodique de période 27 telle
que z (—t) = — z(¢).

Supposons, pour terminer, que nous désirions étudier 'existence des solutions
de période 27 du systéme

d¥z dk-lz dk-2z dz
e = <dtk—1’ a2’ g t) (4.9.8)
(les notations étant les mémes que pour (4.9.1)), dont le second membre satisfait
aux mémes hypothéses que celui de (3.2.1) si ce n’est qu’il sera supposé défini et
localement lipschitzien pour toutes les valeurs de z et de ses £ — 1 premiéres dérivées.
Introduisons le systéme auziliaire (4.9.1) dont le second membre sera soumis aux
mémes conditions que celui de (4.9.8) et sera astreint & se réduire & (4.9.8) pour
A = 1. En combinant alors respectivement les résultats du corollaire 4-1 avec ceux
des théorémes 4.7, 4-8 et 4-9 et en remarquant que, pour toute fonction périodique
2(t) de période 27 telle que 2(f) € C¥(E1), on a

1 roenfldz|l2 1 roni|d22|2 1 jen|l d¥z |2
— — I At < — || A< < - dt
S ,Zrtfo 'dt! \ZTCJO di? = \211:J0 ‘dtk! ’
avec, en outre, si z(f) est de valeur moyenne nulle
1 2t ) 1 2 dz i12
5 [ a0 < o [T d,

on obtient les critéres d’existence suivants :

Corollatre 4-4 : Si, pour toute solution périodique éventuelle z(t) de période 2w
de (4.9.1), il existe deux constantes Cy et Cy indépendantes de N ef de 2(t) et telles que

| dk(t) |

1 2m 2
! di 2
dtk l t < >

1 T
o [T < i 5 [

et st
d [Fo(wo), o, 0] £ 0,

ot Fo(ao) est défini par (4.9.4) et o0 Qo = {xo € E" : ||« || < R1}, Ry > 0 suffisam-
ment grand, le systéme différentiel (4.9.8) posséde au moins une solution périodigue
de période 2.

Corollaire 4-5 : St le second membre de (4.9.8) vérifie la condition (4.9.5) et s1,
pour toute solution périodique éventuelle z(t) de période 2m de (4.9.1) telle que
2(t + 1) = —2(t), il existe une constante C indépendante de N et de z(t) ef telle que

1 e
%ﬁ”

le systéme différentiel (4.9.8) posséde au moins une solution périodique de période 27
qut vérifie la relation z(t + ) = — z(t).

d®2(t) ||?

dreY 2
a || dt < C2,

Corollaire 4-6 : St le second membre de (4.9.8) vérifie la conditton (4.9.6) et si,
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pour toute solutton périodique éventuelle 2(t) de période 2w de (4.9.1) telle que
2 (—t) = — 2(¢), il existe une constante C inde’pendante de ) et de z(t) et telle que

o f27r dkz(t

dte
le systéme différentiel (4.9.8) posséde au moins une solution périodique de période 27
et cette solution est impaire par rapport & t.

i< (2,
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CHAPITRE 5

SOLUTIONS PERIODIQUES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON AUTONOMES DU SECOND ORDRE DU TYPE DE LEVINSON

5-1. Introduction

On appelle équation du type de Levinson toute équation différentielle de la forme
Z + fla, o)k + g(@) = e(t) (6.1.1)
ol e(t) est une fonction périodique de ¢. De telles équations sont trés importantes
en mécanique et en physique, et en particulier pour I'étude des circuits électroniques.
(est d’ailleurs dans ce domaine qu'un cas particulier de (5.1.1) correspondant &
flx, &) = k(a®—1) et g(x) = w2 a ét6 étudié pour la premiere fois en 1920 par
B. vax pER PoL [77: 78]. La démonstration rigoureuse de l'existence de solutions
périodiques de (5.1.1) lorsque f et g ne sont pas supposés trés petits n’a été obtenue
cependant qu'une vingtaine d’années plus tard, grace aux travaux de R. CaccropoL:
et A. GHizzeTTI [?] relatifs & 1’équation
de S. LerscHETZ [%0] consacrés &
z + fle)e + glx) = e(t),
et surtout de N. LEviNsoN [62] qui a traité I’équation (5.1.1). Signalons également
les nombreuses recherches de M. L. CarrwricHT et J. E. LrTTLEWOOD [10] qui ont
porté sur I’équation différentielle
Z + kf(@)E + g(@) = ke(t),
ol k est un parameétre.

A partir de 1950, I'étude de (5.1.1) et de ses cas particuliers a donné lieu & un
nombre considérable de travaux, étudiés de maniére systématique dans les mono-
graphies de L. Cesarz [17], G. SaxsoNE et R. ConTI [88] et R. RE1ssic, G. SANSONE
et R. Contx [79]

En 1964, R. Faurg [38], utilisant des bornes pour les solutions périodiques
éventuelles de I'équation

z 4 f@)E + x = e(t) (5.12)
établies en 1952 par D. GRAFFI [42] a démontré, par la méthode de Leray-Schauder,
Pexistence d’une solution périodique pour (5.1.2). Nous verrons que la méthode
proposée dans ce travail permet d’obtenir le méme résultat sous des hypothéses
plus faibles.

Nous considérerons également le cas des équations

z 4 f(&) + g(z) = e(?)
et
%+ flo)k + g(z) = et),
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ol les fonctions f et ¢g sont des polyndmes, ce qui nous permettra de généraliser
d’importants résultats de R. Gomory [40] et d’obtenir, pour ces équations, des
conditions d’existence de solutions périodiques qui échappent & la fois aux criteres
cités en [17- 79 88] et & des théorémes obtenus plus récemment par I. BARBATAT [4],
H. W. KrxoBrocH [%¢] et K. SoaMITT [89].

5-2. Solutions périodiques de Uéquation différentielle de Liénard

Considérons 1’équation différentielle de LiENARD
T+ f(@)E + @ = e(t) (5.2.1)

ot1 f(x) est définie et localement lipschitzienne dans El et e(t) € C0 [0, T] est périodique
de période T = 2r/w, w > 1, satisfaisant en outre a

1 T
T fo e(t)dt = 0.
Afin d’établir Pexistence de solutions périodiques de (5.2.1), considérons 1’équa-
tion
Z 4+ M@E)x + M= de(t), A€ [0, 1]. (6.2.2)

En utilisant un procédé dt & D. GRAFFI [43], nous allons obtenir des bornes indé-
pendantes de A pour les solutions périodiques éventuelle de période T de (5.2.2).
Soit «(f) € C2 [0, T] une solution périodique éventuelle de période T de (5.2.2). Si
nous l’introduisons dans (5.2.2), une intégration entre 0 et T entraine, pour toute
solution périodique correspondant & A €10, 1] et sa limite en A =0 :

%ﬁ%mm:o (5.2.3)
puisque '

1 1 .

Tkmmw=u

Multiplions maintenant les deux membres de (5.2.2) par T-1x(f) et intégrons de 0
3 T ; il vient :

1T, 1 o 1
— J Z R0t + J 3 220t = J : e(t)x(t)dt.

Or, en vertu de (5.2.3) et de la relation (1.4.1),

1 7 w2 (T
il R ~ Y 2
Tkxmm/Thxmw

ce qui entraine
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Des lors, puisque o > 1, on en déduit, en utilisant I'inégalité de Schwarz :

2 — : Yo 1Y - -1V
ity P [% K ez(t)dt] : H—, Ji o | < = LIT, [* a’oZ(t)dt]

d’ott

om2 1 1 T2
[ Tema < O L f: 22(0)dt <

1
T Jo (@ —1)¥T (@@ —1p (5.2.4)

si

et, par suite de (5.2.3),
nE
su

Y = F
S | 2() | < Va1

Multipliant enfin les deux membres de (5.2.2) par T-1%(t) et intégrant sur une période,

on obtient

1T f: ()t = r_lf f: [e(t) — F(a)i] i(t)dt

d’out

% J: 200 dt < [E —[—lxslué)F | f(z) (;2603 1]2
L’équation (5.2.2) étant du type (4.9.1), il reste & vérifier que
d {Fo(ao), R, R[, 0} # 0
si Fo(ao) est 'application définie par
ap—> — Qg

et si R > 0 est suffisamment grand. Or, quel que soit R, d{Fo(ao), ]| — R, R[, 0}=—1,
ce qui, grice au corollaire 4-4 démontre le

Théoréme 5-1 : 8i f(x) est définie et localement lipschitzienne dans El et si
e(t) € CO [0, T, est périodique de période T = 27/, avec & > 1, et telle que

1 (T
Tkww:&
Uégquation différentielle
z + f(@)r + & = e(f)

possede au moins une solution périodique de période T = 2mfw.

Ce théoréme généralise le résultat de R. FAURE [33] qui suppose f(z) = a + g(x),
a =0, g(0) = 0. D. GraFFI [42] a montré que des bornes du type (5.2.4), avec des
hypothéses aussi générales sur f(x), sont impossibles & obtenir pour o < 1. Moyen-
nant des conditions supplémentaires sur f(z), nous allons démontrer, dans les para-
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graphes qui suivent, des critéres d’existence ol plus aucune restriction n’est faite
sur la période.

5.3. Solutions périodiques de Uéquation différentielle de Rayleigh

Nous allons étudier, dans ce paragraphe, les solutions périodiques de période 27
de I’équation différentielle de RavLEIGH

i+ H&) + gl@) = elt) (5.3.1)

ou

¢!, n entier = 0, (5.3.2)

g
I
M

j=1
les ¢; étant des constantes, avec cont1 7 0, et

2p+1
g(x) = Z dy!, p entier = 0, (5.3.3)

i=1

les d; étant des constantes, avec dop+1 7 0. Enfin, e(f) € C0 [0, 2r] est périodique
de période 2.
Considérons I'équation différentielle

# L M(@) + Ag(@) = he(t), A [0, 1] (5.3.4)

et soit () €C2 [ 0, 2x] une solution périodique éventuelle de perlode 2n de (5.3.4).
Introduisons-1a dans (5.3.4) et intégrons (5.3.4) de 0 & 2r apreés multlphca,tlon des
deux membres par (27)~Lx(Z). On obtient, pour les solutions correspondant & A € 0, 1]
et leur limite en A = 0 : ’

z J-2n o~y __,_17_C [:" o(t)ib(t)dé

d’ou, par (1.4.2) :
| canta | 1 2 SN
__..,2_”,"?1 p2na(t il LG 1[5 sy 14
f md < sup o0 5 fo |oc(t)|dt-|-g1 o fo L&) |

i1

1 prom | n+2 < N . 2n-+2
<E [2_7_;]0 a2 (f) ] + Z Lo [ f x2n+2(t)dt:\

j=

o

—

ou encore

2n+1 j
1 om 3ns ' ~8nis
| conia | [é‘?c jo x2”+2(t)dt} E—I—Z}c,\[ f x2”+2(t)dtJ ,
E= sup |e()]
te{0,2m]
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On en déduit
1

1 or | 57»7—5
[-271 fo x2"+2(t)dt:| <Ry (5.3.5)

ot Ry est la racine positive unique de I’équation

2n
| copqr | 20— > | ¢ |2/ —E = 0.
e
Enfin, (5.3.5) et (1.4.2) entrainent

1 or
- fo W()dt < RE. (5.3.6)

Posant x(t) = ag + w(t), ao = 51« f:" a(t)dt, et intégrant (5.3.4) de 0 & 2 aprés
a3
multiplication par (2r)~!, nous obtenons

2p+1

Z djf [ao + u(®)) dt + z e fzﬁ dt =0

j=1
d’olt

2n+1

QZ ;— ij Claui~*(t)dt + Z —;fo #(t)dt = 0, CF = kl(Jj!_k)'
e

¢’est-a-dire

2p 2p+1 4 i—1 2tl
dopnad+t + > daf + z 5 z f Claiul~¥(t)dt + Z el f #(t)dt = 0.
i=1 i=1 " k=0
Or, en vertu de (5.3.6) et (1.3.8),
sup |u(t) | < 3~"nRy = Ra,
te[0, 2]
ce qui entraine
2p 20+1 j—1 2n-+1
[ dopsa | Lao PP < D |yl aoV 4+ > [ d] > CIREF[aolk+ > || Ri,
i=1 =1 k=0 i=1
soit
lao| < Rs (8.3.7)

Rg3 étant la racine positive unique de I’équation

2p+1 2n+-1

ld2p+1|z2p+1~§1d7|zf— Z | dy | [(z + Ro) — 2] — Z o3| BY = 0.
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De (5.83.6) et (5.3.7), on déduit immédiatement

1 rom ‘
o fo 22(t)dt < R + B2 = RZ,

ot

sup |z(t) | < Rs+ — = Bs.

te[0, 2] \/§

Procédant comme au paragraphe précédent, on obtient alors
1 27
— | @)dt < RE,
27 f 0 POt < Ry

ot Rg =52, | g(=) | + E.
T | s
L’existence d’une solution périodique de période 2n de (5.3.4) résultera dés

lors du corollaire 4-4 si
2p+1
d {Fo(an), I— R, R [, 0} 5 0, ot Fo(ao) : ag—> — z d,
i=1
et ot R > 0 est suffisamment grand. Cette condition étant vérifiée par suite du
théoréme 2-10-1 nous avons démontré le

Théoréme 5-2 : Si

2n-+1
@) = z cid, n entier >0,
j=1

les ¢; étant des constantes, con+1 7= 0, €t 81

20+1
g(x) = Z dxl, p entier = 0,
j=1

les d; étant des constantes, depr1 7 0, Véquation dijférentielle
Z -+ f(&) + gla) = e(t)

on e(t) € 00 [0, 2] est périodique de période 2r, posséde au moins une solution pério-
dique de méme période.

Tl est intéressant de remarquer que ce résultat n’est pas un cas particulier du
théoréme de N. Levinsox relatif & (5.3.1) (et de ses diverses généralisations, ef. [7]),
car on n’a pas nécessairement f(i)/& > — M pour & e El, M constante positive, ni
xg(x) > 0 pour tout |z |>>a, a constante positive, hypotheses imposées par le
théoréme de Levinson. Si n = 0, on obtient un critére d’existence pour I'équation
de DurrING avec dissipation [71]. Enfin, si f (— &) = — f(&), ¢ (— =) = —g() et
e(t -+ m) = — e(t), le corollaire 4-5 s’applique et I'’équation différentielle (5.3.1)
posséde au moins une solution périodique z(t) de période 2w telle que

z{t + w) = — z(t).
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5-4. Solutions périodiques de Uéquation différentielle de Liénard généralisée

Considérons I’équation différentielle de LifNarRD généralisée

i+ f@)F + g() = e(t) (5.4.1)

flx) = Ep: cl, g Z dsx

7=0

p et n étant des entiers positifs, ¢;,j = 1,2, ..., pet ds, s = 1, 2, ..., n des constantes
et ¢(¢) une fonotion périodique de période 2. Les solutions d’équations différentielles
de ce type ont été étudiées par R. GoMoRY [40] qui a lié leur existence & la nature
des points critiques & 'infini de ’équation autonome correspondante (e(t) = 0) (cf.
aussi [28]) GOMORY a ainsi obtenu le résultat suivant :

: 1) e(t) e CL [0, 2n] et est périodique de période 2w ;
A p=n>0;
 3) n est impair;

4) on n’a pas simultanément d, > 0 et p impair,

I’équation différentielle (5.4.1) posséde au moins une solution périodique de période
2n. Comme le signale GoMory [40], ce théoréme est intéressant en ce sens qu’il ne
concerne pas nécessairement des équations différentielles « dissipatives pour de
grands déplacements» au sens de N. Levinsox [63]. Nous allons montrer que la
méthode introduite dans ce travail permet d’obtenir pour (5.4.1) un théoréme ana-
logue avec un substantiel allégement des hypothéses et d’une maniére beaucoup
plus rapide que par la méthode de Gomory. »

Supposons tout d’abord que, dans (5.4.1), n soit impair, e(f) € CO [0, 2x] et soit
périodique de période 2r et que d, < 0. Considérons, avec les mémes hypothéses,
Péquation

&+ M@)E + hg(@) = re(t), 1€ [0, 1] (5.4.2)
et soit x(t) € C2 [0, 2x] une solution périodique éventuelle de (5.4.2) de période 2.

Introduisons-1a dans (5.4.2), multiplions les deux membres de (5.4.2) par (2m)~1x(t)
et intégrons de 0 & 27 ; il vient :

..__1_ J @)dt + A i fl__f st (f)ds = _)l_ fzn e(t)x(t)dt
21 “ 2 2t Jo
d’oll

n—1

o< e == (42 S [

_%C f e i * xs+1(t dt~—— f e(t)x(t)dt (5.4.3)
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Dés lors, pour toute solution périodique éventuelle correspondant & A€ ]0, 1] et
sa limite en A = 0, nous obtenons par (5.4.3) et (1.4.2)

s+1

|dn|[2i7t fj n+1t)dt §|d8|[ f xn+1t)dt1 m

1

1 ron I 1 ron n+l
e 2 —- +1
+ [27: fo ¢ (t)dt] [27’5 J 0 amt (t)dt]

¢’est-a-dire

1 ron s =
[ g2 [T o t)dt] <> 14 (5= [ mmea | 42,
B2 — 2% fz" 2(t)dt.
-Par conséquent;
, e
[ 2% [ j" xnﬂ(t)dt-‘nﬂ <R (5.4.4)

ol Ry est la racine positive unique de 1’équation

n—1

|dy|2n— > |ds| 22— E =0.
On a done, par (5.44) et (1.4.2),
1 ron
— 2 2
- fo 22(t)dt < R2

et,

zlnf ()t Zf;i [RE fj” e(t)a(t)dt < R

Par conséquent, en procédant comme au §5-2,

1
su z(f) | <R —|— s
te[0, gn] O] < Fa \/ 2

et, en vertu du corollaire 4-4, il reste & vérifier que

21 .
f @2(dt < R2

d {Fo(an), — B, R[, 0} % 0, ot Fo(ao) : ag— — Z dyats, + eo,

s=0

2

2if et)dt, et ot R > 0 est suffisamment grand. n étant impair, le degré
T Jo

topologique en question est égal, en vertu du théoréme 2-10-1,a + 1 (puisque d,, < 0)
ce qui démontre le

ey =
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Théoréme 5-3 : St :
1) e(t) e CO [0, 2x] eb est périodique de période 2w ;
2) n est impair ;
3) dy < 0,
Véquation différentielle

Z + f@)E + gla) =0

v n

ou f(z) = Zc,—xf, g(z) = Z dsxs, p et n entiers positifs, posséde aw moins une
i=0 $=0

solution périodique de période 2.

Par rapport au résultat de Gomory, on a donc dans ce cas e(f) € CO [0, 2r]
au lieu de e(f) e C1 [0, 2r] et plus aucune hypothése n’est faite sur p qui, dans le
théoréme de Gomory, doit étre pair et supérieur ou égal & n. En outre, dans le cas
de I'équation de DuFrING (p = 0), on généralise un critére de J. P. Gossgz [41]
obtenu au moyen de théorémes du type de BrRowDER-MINTY [87] et qui impose
ds =0,5=0,1,2,3,...,n—1, et dy < | dy| (cf. [70]).

Supposons maintenant que d, >0, n > 0 et impair, p > 0 et pair et
e(t) € CL [0, 2x] et est périodique de période 2m. Avec ces hypothéses, considérons
Iéquation différentielle

& 4 M@)i + Ag(w) = 2e(t), Ae [0, 1] (5.4.5)

et soit z(f) € C3 [0, 2r] une solution périodique éventuelle de période 2 de (5.4.5).
Introduisons-la dans (5.4.5), multiplions les deux membres de (5.4.5) par 2/+1(f),
J entier > 0, et intégrons de 0 & 2w ; il vient :

1 21 . n s [2m . A2 .
i " +1 i +7+1 7+1
o fo F()x ()t + xsgo% fo 2+ () = f e(t)xi+1(8)dt,

¢’est-a-dire, en intégrant le premier terme par parties,

1 f wi(t)i2(t dt—,\z ds f o (0dt— 2 (7 o it)dt. (5.4.6)

27r0

Multiplions maintenant les deux membres de (5.4.5) par ? et intégrons de 0 & 2% :
1

il en résulte, pour les solution périodiques éventuelles relatives & A €10, 1] et leur
limite en A =0 :

ﬁ =l f )it = 2 f V() = — f Totet)dt  (5.4.7)
0

2 Jo 2w
=0

Introduisant 5.4”6) dans (5.4.7), nous obtenons alors

»
G+ 1 > s (5 f:”xs+f+1(t>dt>~x;<j+1)(2% 27 earmityin) =

1 T,
— 5 f: e(t)w(t)dt
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c’est-a-dire

1 o L = 1 rem
(p + ey (5% [ xwﬂ(t)dt) =—2)(a 1 1) Ods(z—ﬂ [ xs+f+1‘(t>dt)
j= §==
— pe 1§d 1 fz" s+ o (t)dt in(“ (L f 2 ()l ()t
P - *\2r Jo b ! J 2 Jo
§= j=

On en déduit, par (1.4.2),

1 e . 2 .
0+ 1) 6y du (5 [ aemotio) <26+ nla

n_t 1 SHﬂl ” 1 s++2-)+1
2n p+n+ on »t+n
| — +n+1 . D+n+l
> 1 (g [Termaon)" " kol i (5 [ o)
s=0 =0
» il i
1 pon p+n+l 1 ronm pinT
y — D1+l [ D-+n+l
—I'—Z)(j +1)E <2Tc fo . (t)dt> +E <2n jo x (t)dt) ,

E= sup |e(t)|, B = sup |é{)|,

tefo, 2] tef0, 2]

1
1 - p+n+l
[27: fj x7’+"+1(t)dt:| <Ry

ot Ry est la racine positive unique de 1’équation

et dés lors

4 n—1 n

(0 + D epldnzorn—> (i 1) | o] > |ds |24 —p|epr| D | ds] 2t
j= §=0 $=0

j =0

» .
—Z(j—]—l)Ezf—E’:O“
i=0

On a done, par (1.4.2)

1 rom
- fo 22(t)dt < B3

Comme pour le théoréme 5-3, on déduit alors aisément les inégalités

1 2= 1 (o=
— 2 2 #2()dt < RE,
27cjo ()it < R, 27tf0 B0t < Ry

n
et, puisque Folao) : ap—> — Z dsad, d{Fo(ao), — R, R[, 0} = — 1 par le théoréme
§=0
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2-10-1 pour R > 0 et suffisamment grand, ce qui, en vertu du corollaire 4-4 démon-
tre le

Théoréme 5-4 : Si

1) e(t) € CL [0, 2n] et est périodigue de période 21 ;

2) p > 0 est pair;

3) n > 0 est impair ;

4) dy > 0,
Véquation différentielle

z + fe)e + glx) = eff),

? %
fla) = > o, gl@) = > dia?
§==0 §=0
les ¢; et dg étant des constantes, posséde au moins une solution périodique de période 2.
Comparant ce résultats avec celui de Gomory lorsque d, > 0, on constate
que Uhypothése p > n n’est plus nécessaire. Les théorémes 5-3 et 5-4 constituent
done une généralisation du théoréme de Gomory.
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CHAPITRE 6

SOLUTIONS PERIODIQUES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES ET NON AUTONOMES DU TROISIEME ORDRE

6-1. Introduction

L’étude des solutions périodiques d’équations différentielles non linéaires et
non autonomes du troisiéme ordre a donné lieu, depuis une dizaine d’années, 3 un
certain nombre de travaux., Comme dans le cas des équations du second ordre,
beaucoup de ceux-ci démontrent lexistence d’une solution périodique & partir de
celle d’une borne pour toutes les solutions de I’équation lorsque ¢ est suffisamment
grand. Ils utilisent alors soit des théorémes de point fixe, soit la méthode de Leray-
‘Schauder, et nous citerons les contributions de J. O. C. Ezgrvo [32], V. A. Priss [74],
S. Sepziwy [%9] et R. REissic [82]. Par l'emploi simultané de la méthode de
Leray-Schauder et de bornes a priori pour les solutions périodiques éventuelles,
G. ViLLAr: [94] a démontré lexistence de solutions périodiques d’équations diffé-
rentielles du type de M. A. A1zsrMaAN [1]

@ + ad + bi + ox = p(t) + ¢(@) + (@) + s(®) (6.1.1)

qui sont trés importantes dans la théorie du controle automatique. VILLARI [%] a
également étudié, de la méme maniére, I’équation

Z +aZ + bk + F@, 2, &, %) =0 (6.1.2)

et a étendu ainsi les résultats d’EzriLo et de SEpsiwy. Ce chapitre est consacré
& Vapplication de la méthode utilisée dans ce travail aux équations (6.1.1) et (6.1.2)
ce qui permet d’obtenir de maniére plus simple, tout en les généralisant, les inté-
ressants résultats de G. ViLLarI

6-2. Quelques résultats préliminaires
sur les équations différentielles du type d’Aizerman

Afin d’établir Pexistence de solutions périodiques de ’équation différentielle
du type d’Aizerman

G+ a -+ b + o = plt) + () + (&) + 5(@)

ol a, b, ¢ sont des constantes réelles, p(t) € CO [0, 2r] est périodique de période 27
(et non constante), ¢(¥), r(&), s(x) sont des fonctions définies et localement lipschit-
ziennes dans K1 et satisfont & diverses autres hypothéses explicitées plus loin, nous
allons étudier les équations

z + 0 + bx + cx = A[p(t) + ¢@) + (&) + s(x)], A€ [0, 1] | (6.2.1)
et

3 + Mai + b + cx) = A[p(t) 4 () + r(3) + s@)], 20,11 (6.2.2)
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Soit z(f) € C3 [0, 2] une solution périodique éventuelle de période 2w de (6.2.1).
z(t)

Introduisons-1& dans (6.2.1), multiplions les deux membres par P et intégrons de

0 4 27 ; nous obtenons

1 rom.. b rom ., A r: A2 e
5 fj Bt — - f: (e = 5 f: pOFO + o jj r(&)% (6)dt -+
A r2m 2
+5 fo s(@)% (£)dt (6.2.3-1)

Si 7() € CY{E?), cette relation entraine, par une intégration par parties,

ifzn e """f ()it — __f p(t)x(t)dt——*f 7' (z)22(8)ds +

2r Jo
A ) 0 6.2.4-1
+ 5= [T s@E e k (6.24-1)
avec r( y) = dr(y)[dy. Si s(zx) € Cz(El) on déduit de (6‘,2‘,3-1) :
— f #2(t) dt—— f x2(t)dt__ J (Ot + 5~ fznr(a‘c)éé(t)dwr ‘
+ ;’-\T.C f:” o' (@)aB(t)dt (6.2.5-1)

Procédant de méme aprés multiplication par (2r)~1%(f), il vient
a 2., c 21 A r2n A or2m L.
a oy . _ .. A ..
> fo B2(t)dt — o fo ()t = 5= fo PO + - fo q@E)E)dt +

A e
+5 f . slayie)d. (6.2.6-1)
Dés lors, si s(x) € CYEL),

o T — o [T a0 = 5= [ a0 )it + o [ gt —

— ;T—C f :" & (@) (t)dt. (6.2.7-1)

Enfin, I'intégration de 0 & 2r aprés multiplication, respectivement, par (27)~1a(f)
et (27:)—1x(t) entraine :

_ 2 f ()t + 5 f 2 t)dt-——— f PO + 5 f @)t +

+ 5’% ) j" P (t)dt (6.2.8-1)

o .‘%c f jn #(e)dt + %t fjn a?(t)dt = 2)\ f PE(B)dt + 5 f @)z (t)dt +
A

+ 5 f j" r(@)a(t)dt - 57': z” s(@)a(t)d. (6.2.9-1)
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Si maintenant z(t) € (3 [0, 2] est une solution périodique éventuelle de période
2r de (6.2.2), nous obtenons, exactement comme ci-dessus, les relations suivantes :

1 T .. A\b . A - '\ -
z_wfz )t — 5~ . xz(t)dt=§;t fj P&z (Ot + 5 fj (&) % (t)dt -
A o
+ 5] § s(@) (£)dt, (6.2.3-2)
Lo b Ao A o,
gtfz 2(t)dt _;% , Bl = 5 F plt)x ()dt_z‘;fj P (@) +
+ 2% J on () E)dt, (6.2.4-2)
1 s Ab T .. ‘ T ; T e
5 fz 962(t)0lt—;‘—7c z xg(t)dtzé% fz P()E (6t + 2-% f: r(@)% (6)dt +
A p2n )
+ o f: s (@) ()t (6.25-2)
s 1opom e 1 oo
2% fz xz(t)dt—;; jj ()t = o~ fj P + 5 jj q(E)E()dt +
1 oeem
+o |, @i, (6.2.6-2)
" i T4 Logom 1 ren ..
s [T — o [T awma = o [T peien + - [T @l —
- 21; fzn §'(@)a(t)dt, (6.2.7-2)
*é{nfzniz(t)d“rgé a(e)dt = ”f JaB)dt + 5 fn Q@) -+
+ 21 J 7(&)a(t)de, (6.2.8-2)
o 7 T 1 T 1 ——
_%fj Z2(t)dt - QLTI: f: 22(8)dt = om fz p(t)x()dt + o Jj q(@)ac(t)dt +
1 T 1 T
+ 5 Jj r(&)z(t)dt + o Jf s(x)x(8)dt. (6.2.9-2)

Ces égalités sont valables pour les solutions périodiques de (6.2.2) correspondant
a A €10, 1] et leur limite en A = 0.

Nous allons maintenant utiliser les relations que nous venons de démontrer
pour obtenir des bornes pour les solutions périodiques éventuelles de (6.2.1) ou
(6.2.2) ; certaines de ces bornes sont dues & G. VILLARI [%4] et d’autres sont nou-
velles. On posera

P= sup |p()]
te[0, 2]
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Premier cas : b < 1, |s(@) | <8 powr v B, |r(&) | <R pouwr xeEL (6.23-1)
ou (6.2.3-2) et (1.4.1) entrainent, en utilisant I'inégalité de Schwarz et en posant
by =min (1,1 —0b) :

bl 2 o r 1 2 ... Y2 ) 1 2r g o B 1 2r -y Yo
o [ (r:)dtgPLz—7T fo x(t)dt] +8 I:?_Tr ‘fo & (t)dt] LR [27: fo % (t)dt:l

d’ont

S T

[_27: fo xz(t)dt} < (P + R -+ S)b;!
On en déduit, par (1.3.8) et (1. .1),

) - Yo - ¥
[lfﬁwﬂ <WW+R+&[%ﬁ¢%@r<@+R+&W1

2w Jo

e
su Z(t P—|—R—|—S, su 209) — (P -+ R +8), 6.2.10
tew’};ﬂ}l @< \/?)b ( Sup () | < \/3b1 ( h o )
et sup |z() —Pex(t)| < —— P+ R +8).
te[0, 2m \/
Deuxieme cas : b < 1, | s(x)| < S pour xe EL, r(x) e CLBL) et /(%) = 0 pour
xe Rl

Procédant comme pour le premier cas, & partir des relations (6.2.4-1) ou (6.2.4-2)
on obtient

- o)
[51% | j xz(t)dt] < (P + )b

1

[_1_ fzﬁ 5&2(t)dt]1/2 < OTHP 4 8), [Q—I—ﬂ jjﬁ 552(,;)‘15] & < (P + S)bt

2 Jo
™
Z(t) — (P +8), su )< —= P +9),
ERECIES 1V( tm%|m\hvy )
sup | x(¢) — Pox(t) = (P +S) (6.2.11)
1[0, 2r] 1\/

Troisiéme cas : b < 0, | (%) | < Q pour Ze B, | r(%) | < R pour e EL
Les relations (6.2.8-1) ou (6.2.8-2) entrainent dans ce cas

1 rom, e )
[27: fo xg(t)dt:l <[P+ Q+R) (6.2.14)
et

o |7 B0 < 2% 11 (P4 Q+ R);
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par conséquent,

. 2N\"%2 P+ Q+ R)x (P+Q+R)
2 P e T —P
o (a1 < () EEREEE 0 ap ot —Pun) | < T

Quatrieme cas - cla < 1,a 7#0,]q@) | < Qpouwrz e EL | sx) | < S pour x € EL.

On déduit des relations (6.2.6-1) ou (6.2.6-2), en posant ¢; = min <1, 1— 2);

1 r2m ., 1
[Q_n » xz@)dt] <laal P+ Q+8),
d’ou
1o T =P+ Q+8)
_ 2 =
(55 [} a0 | < aa |2 QS sup 1300 | < ==
=P + Q + 8)

up | 2(t) — Pox(f) | < alalea

Cingquidme cas : cla < 1, a0, |q(x) | < Q pour Ze R, s(z)e CL(EL), et
as'(x) = 0 pour x e BL
Dans ce cas, les relations (6.2.7-1) ou (6.2.7-2) entrainent

[lf%%%w<wmww+m

2r Jo

et deés lors,

L (2% somdt | < || (P + Q i | < ST
[ 7o | <lae 1@+ Q. 1301 < Doy

su z(t) — Pox — -
tE[O,Eﬂ:] l ( ) 0 ‘ ~ \/3 | a I ¢y

Sizieme cas : ¢cla < 1, a 70, aq(x)d < 0 pour Z€ B, | s(@) | < S pour z € EL
(6.2.6-1) ou (6.2.6-2) entrainent

1 rom.. Yo o
[— j x%)dt] <laa| @ +8)

21 Jo
d’ou
"1 om. U P—l—S (P + 8)
= 2(t)dt <
[2ch0x() j] |a|c1 te[OZrc]\ \\\/SI“IQ
(P + §)
(£) — Pox(t
te[s(}lgn]lx) o) | < \/3\(1[61
Deés lors, en utilisant (6.2.3-1) ou (6.2.3-2)
b (P4 Sy 1 e Y2
ol pt 2 PAE 27 il 2
f it < g + B Rt S) L2n [ #wa |
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Ry = sup P r(@) |,
< HP+S)
lal < sTala
c’est-a-dire
"1 2r ... e
— f w2dt | <Ky (6.2.15)
2rn Jo

K; étant la racine positive unique de I'équation
— P4+ R+ 8Se—|b|laa|2@ SR =
De (6.2.15), on déduit alors, par (1.3.9),
. TCKl
te[stggn] \/ 3

Septiéme cas : cja < 1, a 7 0, ag(x)Z < 0 pour € B, s(x) € C2(EY), as'(z) > 0,
| s""(x) | < 8", pour x e EL
De (6:2.7-1) ou {6:2:7-2), on- obtient

. .
[2% [ Z &éz(t)dt‘l ‘<leal 1P,

d’olr
1 2r Yo P P
= | aNndt | < -, su <
[:QTCJO ) :l Talal ze[o,Iz)n] \/3|a,|01

7P
su x Pox(s) |
te[o,gﬂ1 =% \/3{a|01

et, comme dans le sixiéme cas, mais & partir de (6.2.5-1) ou (6.2.5-2),

1 o ) "1 pom o 1 8” P \2
il fo #2(6)dt < | b| | 1 |2P2 + (P -+ Ra) [Ez?r fo Bl |+ g (L ~~w-—>

2n \/3 la|a
avec
Re = sup | 7(&) |
le1< Vila les
¢’est-a-dire

1 rom. T
[2_7; fo xZ(t)dt] < Ko

Kz étant la racine positive unique de I’équation
|b| P2 NE 2 i

— (P <+ Rg)z — — — =
( ? la Pt 60/3) a3

On en déduit alors

sup | () | < 77:K2

t€[0, 2] \/ 3
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6-3. Solutions périodiques de I'équation différentielle

x + oZ + bk + cx = p(t) + (@) + (&) + s(x), ¢ F# 0.

En vue d’étudier l'existence de solutions périodiques de T’équation (6.1.1)
lorsque ¢ 7~ 0, nous partirons de I’équation (6.2.1) et nous commencerons par démon-
trer que, si I'on ajoute 'hypothése ¢ 7% 0 aux hypothéses des différents cas traités
au paragraphe précédent, on peut obtenir une borne supérieure pour

1 27
— 2(¢)di 6.3.1
o | a0 | (63.1)
lorsque x(f) est une solution périodique éventuelle de (6.2.1). L’obtention de cette

borne sera basée sur la relation (6.2.9-1) et sur les résultats du paragraphe 6-2, dont
nous conservons évidemment le mode de classement.
Remarquons une fois pour toutes que l'existence d’une borne pour (6.3.1)
entraine dans les cas 3 & 5, une propriété analogue pour
1
2m

21 ..
f @2(t)dt,
¢

ainsi qu’on le vérifie aisément & partir de la relation (6.2.3.1) et des résultats du
paragraphe 6-3. Nous ne reviendrons pas sur ce point dans la discussion eci-dessous.
Premier cas :
Si nous posons

Q1 = sup [ 9(@) |,
. n(P+R+8)
S Ve,

nous déduisons de (6.2.10) et (6.2.9-1)

le| pem . B "1 on Y2
[ an < 0 72 @ L RSP+ P Qb R4S [%jo x%)dt]
¢’est-&-dire

1 2r 2 2
2;]0 22(t)dt < K2
K3 étant la racine positive unique de I'équation

le|2—(P+Q+R+Sz—|a|b2(P+R+S2=0

Deuxiéme cas :

Posant
Qe=  sup [¢@ ], Rg=  sup |7(&)]
< ™(P+S) s (P +8)
2] < V3b, le] < V3o,

nous déduisons de (6.2.11) et (6.2.9-1)

1 21t
— 2(1\dt < K2
o fo 2O < K5
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ou Ky est Ja racine positive unique de I’équation
el — (P + Qo+ Rs+ )z —|a| 672 (P + S =0

Troisiéme cas : Supposons, en outre, que cs(z)x << 0 pour x € EL
On déduit encore de (6.2.14) et (6.2.9-1)

1 27
5 | " a0d < K3,

K5 racine positive unique de I'équation
lel2— @+ Q+Rje—|a||b]2(@+Q+R2=0
Quatrieme cas :
En posant Ry = sup | 7(%) |, on a
P+ Q+8)

@ I\sta!c

1 ron
5 fj 22(t)dt < K2

K¢ racine positive unique de
le|22— P+ Q+Ra+8Sz—ci2|a| 1P+ Q4 S =

Cinguiéme cas : Supposons réalisée 'hypothése supplémentaire cs(z)xr < 0 pour
xz e EL

Posant Rs = sup | (@) |, il vient
L4l < m(P+Q)
TV3lale
1

K7 racine positive unique de
lo|2— (P + Q+ Rejr—|a |2 e7? (P + QP =0

Sizieme cas :
On a

2i f:ﬂ 22(t)dt < K2,

74
K3 racine positive unique de

le|22— P+ Qs+ Ri+Sz—]a| 12 (P+ 8)2=0,

ou
Qs= sup |¢(@)], Ra= sup [r(@)]
=Ky TP+8)
]xJ<V3 le\Vslalcl
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Septiéme cas : Supposons, en outre, que cs(x)xr < 0 pour x € EL
On a

1 T
o fz ()t < K2,

Ky racine positive unique de

lel22— (P + Qs+ Re)z— |a| 1?2 =0

Qs = sup_ | g(@) |, Re= sup [ 7(@) |
1"5'<"v_§ lél$ml

Remarquons enfin, que, lorsque ¢ 7 0, la relation (6.2.9-1) nous permet d’obtenir
immédiatement deux nouveaux cas pour lesquels

1 or
el 2
27 Jo 2(0)dt
est borné :

Huitiéme cas : ajc < 0, c£0, | ¢@) | < Qpowr &€ EL | r(@) | < R pour & € K,
| s(z) | < S pour xe EL

On déduit en effet immédiatement de (6.2.9-1)

o [Taoa <ot @+ Q+ R8P

et il en résulte trés facilement des bornes équivalentes pour &, z et z.

Neuvieme cas - aje <0, ¢ %0, | ¢@) | < Q pour Z e EL, | (&) | < R pour & € B,
cs(x)x << 0 pour x € EL
On obtient en. effet, par (6.2.9-1),

1 r2n ‘
o [ Tamit <icl? (P +Q+ RR,
2r Jo
et il en résulte trés facilement des bornes équivalentes pour &, et .
Remarquons maintenant que (6.2.1) devient, si on pose x = @1, & = @2, ¥ = 3,
un systéme du type (4.6.1-3) et que, puisque ¢ 7% 0, 'équation caractéristique
B+aR4bz+c=0

de sa partie linéaire n’admettra jamais de racine nulle. D’autre part, si elle admet
un couple de racines imaginaires conjuguées de la forme 4 <N, N entier positif, alors
b devra étre égal au carré d'un entier, a et ¢ devront étre de méme signe et tels que
cla = b. Or,

1) dans les 3 premiers cas, b < 1 ne peut étre égal au carré d’un entier puisqu’il
est négatif ou situé dans 10, 1] ;

2) dans les 6 derniers cas, ¢c/a ne peut étre égal & b, c’est-a-dire au carré d'un
entier puisqu’il est situé dans J— oo, 1[. Par conséquent, sous les hypothéses cor-
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respondant aux 9 cas considérés, 'équation caractéristique n’admet jamais de racine
de la forme 4 4N, N entier positif ou nul.

Des inégalités obtenues dans les paragraphes 6-2 et 6-3, du corollaire 4-1 et
du corollaire 4-3, nous déduisons alors le

Théoréme 6-1 : Soit Uégquation différentielle du type d’Aizerman

&+ af + bk + ez = plt) + q(&) + (&) + s(2) (6.3.2)

ot @, b, ¢ sont des constantes réelles, ¢ == 0, p(t) € CO [0, 2rt] et est périodique de période
2r, q(x), 7(%) et s(x) sont définves et localement lipschitziennes dams FL. Q, R, S, S
Gtant des constantes positives, si Uune des hypothéses supplémentaires suivantes est
réalisée pour tout xe El, x e EL, ¥ c KL .

1< (&) | <R (@) | <
2 ,b <1 r(@) e CHEL), r'(z) > 0] | s(z) | < S
3[b<0 ||a@) | <Q]| @) <R es(zjr < 0
41 2¢0,1 @) <Q |s(e) | <8

o . s(x) € CL(EL), as'(z) = 0
51 2¢00,11) 1a@) | < Q e <
6| 210,11 aglii < 0 () | < 8

s(x) e C3(EY), | s"(w) | < 8”

a -
7 ¢ ¢10,1]) ag@)z < 0 as'(z) = 0, cs(z)r < 0

<O | [g@®) | <0 | 7@ | <R ls(@) | <8

Y

<0

<O | le@) | <Q | [7@®) <R cs(@)w

y/

ISEIRN]

Véquation différentielle (6.3.2) posséde au moins une solution périodique de période 2.

En guise de comparaison avec les critéres de G. VILLARI [90], nous signalerons
que ceux-ci sont relatifs :

1) aux hypothéses 1 et 2 sauf b < 0 au lieu de b < 1;
2) aux hypothéses 6 et 7 sauf ajc < 0 au lieu de afcé][0,1]

Du théoréme 6-1, on peut déduire quelques corollaires trés simples qui généra-
lisent des résultats de G. ViLLarz [%4] :
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Corollaire 6-1 : Si p(t) € CO[0, 27] ef est périodique de période 2r, et si q(Z) est
définie et localement lipschitzienne dans B, Uéquation dufférentielle
| ¥+ g(@) + bk + oo = p(t)
on b < 1 et ¢c=~0 sont des constantes réelles, posséde au moins une solution périodique
de période 2.

C’est une conséquence immédiate des hypotheses 1 ou 2.

Corollaire 6-2 : Si p(t) € CO [0, 2rc] et est périodique de période 27, et su 7(x) est
définie et localement lipschitzienne dans B, Véquation différentielle

& + ai + (&) + cx = p(t)

o a et ¢ sont des constantes réelles telles que ¢ 7= O et afc &[0, 1], posséde au moins
une solution périodique de période 2.
(est une conséquence immédiate des hypothéses 4 & 7.

6-4. Solutions périodiques de Uéquation différentielle

@ + a& + b = p(t) + q@) + 1(%) + s(@).
Tn vue d’étudier les solutions périodiques de période 2r de 'équation différentielle

& + ai + bk = p(t) + q@) + (&) + s(@),
ot @ et b sont des constantes réelles, p(t) € CO [0, 2r] est périodique de période 2,
q(%), () et s(x) sont définies et lipschitziennes dans K1, nous considérerons I’équation
différentielle (6.2.2) avec ¢ = 0.

Supposons que, outre les hypothéses que nous venons d’énoncer,
|s@) |~ si |x|—o00 (6.4.1)

et que l'une des deux conditions suivantes soit réalisée :

lim xs(x) = +00 ou lim xs(x) = —o0. (6.4.2)
fz]-> | 2| >

Ces hypothéses, jointes & ¢ = 0, entrainent que, parmi les 7 cas étudiés au para-
graphe 6-2, seuls :

1)1e 30 :b<0, |¢@)|<Q |73 | <R;
2)le 50 : az£0, {¢@)]| < Q, as'(x) = 0;
3)le 70 : az£0, ag@)z < 0, as'(x) =0, |s"(x) | <8,
sont compatibles avec les conditions supplémentaires imposées & s(x).

x(t) étant une solution périodique éventuelle de période 2m de (6.2.2) avec
¢ = 0, si nous posons

1 2r
w(t) = ao -+ wu(t), ap = = f w(t)dt,
2r Jo
il résulte de la discussion du paragraphe 6-2 que, dans les cas que nous venons
d’énumérer,

sup | u(t) |
te[0, 2r)
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est borné indépendamment de A. Il reste donc & démontrer qu’il en est de méme
pour |ag |

En intégrant (6.2.2) de 0 & 2n aprés multiplication {par (2=)-1, il vient, pour
toute solution périodique correspondant & A€ 10, 1] et sa limite en A = 0 :

1 pom . .
5= [ [pO) + aE®) + 7)) + slao + ()] dé = . (6.4.3)
En vertu du théoréme de la moyenne [35], il existe un t, € [0, 2x] tel que
1 2r ‘
5 |, slao -+ u)dt = s(ao + u(ta)),

d’ou, par suite de (6.4.3) et des résultats du paragraphe 6-2
1) dans le 3¢ c¢as :

P+ Q-+ R)
| s(ao -+ ulta) | P+ Q+R et |ulty)| < nt 2T 2

V310
2) dans le 5¢ cas :

(P + Q)
V3lala

| s(ao + ult)) | <P +Q + Rs et |ufty) | <

3) dans le 7¢ cas :
‘ , 7P
Ls(ao + u(tu)) | <P+ Qu+ Re ot [u(ty) | < —5=——
\/ 3lala
Ces inégalités et I’hypothése (6.4.1) entrainent immédiatement dans les 3 cas consi-
dérés Texistence d’une constante C’ > 0 indépendante de A et telle que

lao | < C,

ce qui, par suite des bornes pour u(f) démontrées au paragraphe 6-2 fournit, pour
- toute solution périodique éventuelle de période 2r de (6.2.2) I'inégalité

sup [2(f) | < C, C >0,
te[0, 2m]

d’olt Pon déduit immédiatement

1 2

— 2(1)dt < C2.

27 f 0 20t < C

L’équation (6.2.2) étant du type (4.9.1), il reste maintenant, en vertu du corol-
laire 4-4, & démontrer que
d {Fo(ao), — R, R [, 0} #0,

Fo(ao) étant définie par

1 o=
a0 — 5 J j [p(t) + g(0) - 7(0) -+ s(ao)] dt
= [KO _l_ S(ao)];
1 2
Ky = 5 fo p(@)dt + q(0) + 7(0)
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ot B > 0 étant suffisamment grand. Or, par suite des hypothéses (6.4.1) et (6.4.2),
il résulte du théoréme 2-10-2 que cette condition est réalisée lorsque R est suffisam-
ment grand. Dés lors, si on remarque pour terminer que Ihypothése as’(x) = 0
entraine automatiquement la réalisation d’une des deux conditions

lim as(x) =+ ou lim zs(x) =—c0,
lz] > | 2| >

puisque s(z) est alors une fonction monotone, nous obtenons le
Théoréme 6-2 : Soit Uéquation différentielle dw type d’Aizerman

@ + @ + bk = p(t) + ¢@) + r(&) + s(@) (6.4.4)

ot @ et b sont des constantes réelles, p(t) € CO° [0, 21t] est périodique de période 2, q(%),
(&) et s(x) sont définies et localement lipschitzienne dans B et

| s(z)|-—+>c0 si |x|—o00.

Q, R, 8" étant des constantes positives, si Uune des hypothéses supplémentaires sugvantes
-est réalisée pour tout xc B, xe B, 2 e Bl :

1]10<0] ]9 |<Q|ir@)| <R | lim sxfz)=-+4o ou —o

| 2] >

2 a¢0||9(%)l 0

<
3| a0 ag@)E <

Q ' s(z) € CY{EL), as’(x)
0

>
s(%) € C¥(E1), as'(2) 2 0, | s"(2) | < 8

Véquation différentielle (6.4.4) posséde au moins une solution périodique de période 2.
On déduit immédiatement de ce théoréme le corollaire suivant :

Corollaire 6-3 : Considérons Uéquation dufférentielle
Z + ax + b + s(x) = p(f) (6.4.5)
o a et b sont des constantes, p(t) € C0 [0, 27] et est périodique de période 27, s(x) est
définie et lipschitzienne dans Bl et telle que
I s(x) |—~o0 lorsque |x|—>o00.
Si Pune des deuw hypothéses supplémentaires suivantes est réalisée

1) <0, lim xs(x) = 400 ou —00;
|z| =

2) a £ 0, s(x)e CYEL), as’(z) < 0,
Péquation différentielle (6.4.5) posséde au movns une solution périodique de période 2.

Ce corollaire généralise un théoréme de G. VILLARI [%4] qui suppose s$(0) =0
et l'existence d’une constante ¢ telle que

ac < 0, '(u)fe =1,

hypothéses qui sont évidemment contenues dans la condition 2) du corollaire 6-3.
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6-5. Solutions périodiques de Véquation différentielle
T+ ait + b + Ft,z,&,2) =0
Nous allons, dans ce paragraphe, étudier les solutions périodiques de I’équation
différentielle
x4 a® + b + F(t, », 2, %) = 0

ou a et b sont des constantes et ot F(t, v, &, ¥) est définie pour ¢ € [0, 2x], » € EL,
te Bl 2 e El, continue et périodique en ¢ de période 2r, localement lipschitzienne
dans E3 par rapport & (z, %, #). Une équation de cette forme a été étudide au moyen
de la méthode de Leray-Schauder par G. VILLARI[9], et, sous une forme moins
générale [F(t, , &, 2) = f(z) — p(t)] par J. O. C. Ezriwo [2] et S. SEpsiwy [%0].
Nous supposerons que, pour tout ¢ € [0, 2x], z€ K, & El, ¥ € B,

B, 2, &, %) | <M

M étant une constante positive, et que, pour tout z(t) & C3 [0, 2x] tel que | 2(¢) | >k,
k constante positive,

2r
sgn xf F(t, z, &, Z)dt > 0. (6.5.1)
0
Considérons I'équation différentielle

& + Ak + A& + NB(t, 7, &, %) = 0, A€ [0, 1] (6.5.2)

et soit z(f) € C3 [0, 2n] une solution périodique éventuelle de période 2r de (6.5.2).
Introduisons-l& dans (6.5.2) et intégrons de 0 & 2n aprés multiplication, respecti-
vement, par (2r)~lx(f), (2r)-12() et (2m)1%(f) ; il vient :

1 2 Ab ron N rew
Loz KD e A - _ 65
= fo (0 — o= | " + 5 fo F(t, 2, &, #)E@dt =0  (6.5.3)

I

o .. 1 27 . e
o fo B(0)dt + 5- fo F(t, », &, ®)F(()dt = 0 (6.5.4)

1 (o= Ab rom A rem
— 22(1 s i2 — i, &, Z)e@)dt = 0. 6.5.5
o |, B0d 5 [ "o+ = [TR, @8, i) (6.5.5)
Si b < 0, on déduit de (6.5.3), par I'inégalité de Schwarz :

1 [271 F2(t)dt < M,

o Jo
. 1 2
ce qui entraine, en posant z(f) = ap + u(t), ap = — f z(t)dt,
27t Jo
1 (2n 1 (o= . ™™
— |7z M2, — 2(8)dt < M2, 61 < =,
5= |, Bod < o [Taen <m, oup #01< 2
M M
su () | < —=»  su u(t) | < ——
oop | ()I\\/3 i l ()l\\/?)

392



De méme, si be]0, 1], on déduit de (6.5.3)

zl [T w20 < (1 — by a2 = M,
TJO

d’ou
1 2 1 2 ,, TCM,
— | a2 2 | aR()dt < M2, B(t
o |, BOB<ME, o [TiRen < M2 sup | <5
<™ e <)
su —=
tE[O,grc] \/ 3 te[() 27:] V£
Enfin, si @ 740, (6.5.4) entraine
1 2r M2
il 52 gl
e fo B0t <
d’ol
1 2n ].V.[2
— 72 .
2% f B < a?
Par conséquent, en vertu de (6.5.3)
1 27
— w2 M2
27w f 0 A0t < ’

ol M" est la racine positive unique de 1’équation

— Mz — ‘ b l =0
a?
On en déduit
M ™M
su Z(¢) () | < —=——, su @) | < —5=—-
te[o,gn] ) \/3 te[O 21:] | ()|\\/3|a] :e[o,gﬂ \\/Slal
Intégrons maintenant (6.5.2) de 0 & 27 aprés multiplication par (2x)~1 ; il vient
1 f B (t, a0 -+ ult), #(), 5(1)) db = 0 (6.5.6)
2r Jo

Par le théoréme de la moyenne, il existe une valeur ¢, € [0, 2] telle que la relation
(6.5.6) puisse s’écrire
F(tu, ao + ultn), #ltu), () = O (6.5.7)
Par suite des inégalités obtenues pour sup |w(t)|, sup |&()|et sup (),
tel0, 2m] telo, 2r] tel0, 2x]
(6.5.7) et la relation (6.5.1) entrainent alors

M/// M
bao | <l a0+ wlt) | + | ult) | <k + s M7 =M, M ou —

V3 ’ ||

selon le cas considéré.
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On a done, pour toute solution périodique éventuelle de période 2 de (6.5.2), lorsque
b<louaw#0:

sup | o) | <k 4 o

te0, 2] \-/—3 =C
d’out
1
27
En vertu du corollaire 4-4 et de la forme de (6.5.2), il reste alors & démontrer
que

f j" 22(t)dt < C2

~ d {Fo(a), — R, R[, 0} 540,

o Folap) : ap— — §1~ f:n F(t, ap, 0, 0)dt et o R > 0 est suffisamment grand. Or,
4
par suite de (6.5.1), le théoréme 2-10-2 est une nouvelle fois applicable et fournit
la relation
d {FO(“O)y ]'—— R’7 R’[> O} # 0

lorsque R > k. Nous avons done démontré le

Théoréme 6-3 : Considérons Uégquation différentielle
Z 4 aZ + bk + F(t, 2, 2,2) =0 (6.5.8)

ot o et b sont des constantes, F(t, x, &, T) est continue par rapport & t et périodigue
de période 27, définie et localement lipschitzienne par rapport & x € B, & € El et & € EL
On supposera en outre que, pour tout t € [0, 2r], x € E1, € BL, % € El,

| Bt 2, 2,2) | <M,

M élant une constante positive, et que, pour tout z(t) € C3 [0, 2r] et tel que | 2() | = F,
E>0,ona

sgn @ fjn B, z, &, Z)dt > 0.

Si b < 1ousias£0, Péquation différentielle (6.5.8) posséde au moins une solution
périodique de période 2.

Ce théoréme généralise le résultat de G. VILLarI[?] qui suppose b < 0 ou
ab =~ 0, et ce dernier résultat était lui-méme une extension des théorémes de
J. 0. C. Ezgtro [32] et 8. Sgpstwy [90].
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