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DU BON USAGE DES CONES DANS I’AMENAGEMENT
DE LA TOUR DE BABEL

par J. BAIR et F. JONGMANS

SUMMARY

When a convex set is the intersection of a family of convex cones, it often happens
that its recession cone becomes the intersection of the corresponding translated cones
whose apex is the origin. By this way, we obtain several descriptions of the asymptotic
cone of an algebraically closed convex cell.

1. INTRODUCTION

Dans Venchevétrement des cones qu’on a cru devoir lier au sort d’un ensemble
convexe A au sein d’un espace vectoriel, certaines familles se signalent par: leur
gracieuseté & restituer A (non vide) quand on forme leur intersection : il s’agit- par
exemple de la famille des demi-espaces fermés contenant A, de celle des demi-espaces
tangents & A, ou de la famille des enveloppes coniques C(A, @) = a + [0,00[.(A —a)
relatives & des points @ convenables, ou encore de la famille des cones-supports
S(A,a) Bien que le foisonnement de pareils faits semble devoir étre discipliné
quelque peu par la pensée que S(A,a) est d’'une part l'enveloppe algébrique de
C(A, a) (pour une cellule convexe A), et d’autre part une intersection de demi-espaces
fermés qui contiennent A, ce n’est pas sans appréhension que, s’arrachant & ce
spectacle tourmenté, on porte le regard vers la liaison entre le comportement asymp-
totique de A et certaines intersections de demi-espaces homogenes, ou de cOnes-
témoins T(A, a) = C(A, @) — a, ou encore de cones-supports centralisés So(A, a) =
S(A, @) — a. L; malgré quelques faits déja connus, 'impression de chaos est d’autant
plus poignante que diverses versions de la structure asymptotique se disputent les
faveurs du public. Tantét on brandit le c6ne de récession R(A) = {0} U {u # 0 :
a-+[0:u)CAVac A}, tantdt le cone d’infinitude I(A) = {0 {u#0:a+
[0 : w)cC A pour un a € A}; le fait que R(A) = [(A) pour les convexes algébrique-
ment ouverts ou fermés, ou que [(A) = [1(fA) = [(PA) = R(‘A) = R(®A) pour les
cellules convexes, favorise certes le passage de l'un & ’autre, mais pousse a U'intro-
duction du cbéne asymptote Ca = [(?A) dans I’étude de convexes non algébriquement
fermés ou d’ensembles assez voisins des convexes. Enfin, pour prendre en charge
des ensembles quelconques, on est conduit & la conception générale d’un cone asymp-
totique A(A) [cf. V, p. 330], suffisamment en harmonie avec les autres pour donner
toujours R(A)c [(A)c CaC A(A), voire A(A) = C4 pour une cellule convexe et
méme A(A) = R(A) = [(A) pour une cellule convexe algébriquement ouverte ou
fermée. Les diverses dénominations ici proposées, respectivement d’apreés Rocka-
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fellar, Coquet, Bair, Jongmans ont déjs le mérite de remettre un peu d’ordre dans
Iédifice. En outre, quand il s’agit d’arriver par des intersections au statut asympto-
tique de A; c’est assez logiquement le cone de récession qui a la préséance; aussi
traiterons-nous essentiellement de lui, en indiquant seulement le transfert vers A(A)
quand I'égalité de celui-ci avec R(A) est garantie. Avec ces prémisses, nous allons
tenter de faire émerger du chaos une conception « duale » du comportement asymp-
totique d’un convexe; compte tenu de A(A) = A(PA) = A(fA) [V; 5.9, p. 332], nous
ne perdons pratiquement rien, sauf des complications formelles, en supposant A
algébriquement fermsé.

Outre les définitions déja rappelées, nous reprenons la terminologie et les nota-
tions des ouvrages de référence [II], [TII], tandis que les conventions relatives aux
divers cones associés & A sont celles de [V]; en particulier, C(A, a) contient toujours
son sommet @, en accord d’ailleurs avec [IV] Rappelons tout de méme que, dans
un espace vectoriel réel B de dimension quelconque, A, YA, 7A, IA, mA, PA désignent
respectivement 'internat (relative interior), Penveloppe algébrique (lina), la ferme-
ture algébrique, 'enveloppe linéaire (linear hull, affine hull), la marge (2A \_?A) et
le profil de A. Si ‘A (resp. A) n’est pas vide, le convexe A est appelé une cellule
convexe (resp. un corps convexe). ’

2. DESCRIPTION D’UN CONVEXE ALGEBRIQUEMENT FERME
PAR DES INTERSECTIONS DE CONES

Il est bien connu que toute cellule convexe algébriquement fermée A est Pinter-
section de tous les demi-espaces fermés qui la contiennent; on peut méme ne retenir
que les demi-espaces contenant A et associés 3 un hyperplan d’appui [11I; 1.2.3,
p. 9]; dans R2, il suffit de se limiter aux demi-espaces fermés tangents au corps
convexe A, c’est-a-dire aux demi-espaces contenant A et dont la marge est I'unique

hyperplan d’appui pour A en chaque point de contact [VII; 18.8, p- 169].

Plus généralement, un convexe algébriquement fermé peut étre décrit comme
Pintersection de certains cones autres qu’un demi-espace, puisque le céne-support
de A en un point @ est lui-méme I’intersection des demi-espaces fermés contenant A
et dont la marge passe en a. De 13 & mettre en branle les enveloppes coniques de A, il
n’y a qu'un pas, vu que C(A, a) est le cone minimum de sommet @ contenant A.
Quant aux choix des sommets de ces cones, il peut se faire de bien des maniéres

2.1. Pour un convexe algébriquement fermé A non wvide, A = N C(A, a) =

acE

N C(A,a) = N C(A,a), de méme que A = N C(A,a) = N C(A, a).

ae’A acA agtA actA\A
Bien entendu, Ac NC(A,a)cC QC(A, a)C NC(A,a). Par ailleurs, si z est
ack astA acA
un point de (N C(A, a) \ A, pour un point arbitraire y de A, le segment [z : y]
acA
rencontre A suivant un segment pointé [z : ], avec z€ Jx : Y[, puisque A est linéai-
rement fermé [II; p. 3]; on aboutit de la sorte & ’absurdité x ¢ C(A, 2). Les trois
premiéres expressions de A sont ainsi justifiées. De plus, A= NCA,a)c N
= aEA
C(A,a)c N C(A, a) Si cette dernidre intersection contenait un point b de CA, b ne
A

actA . .
pourrait éviter d’étre dans 'A et de livrer, pour un point ¢ choisi arbitrairement

dans A, un point d€ b : of \_A; dés lors, C(A, d) ne contiendrait pas b, contraire-
ment & ce qui est convenu
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Dans I’intersection des enveloppes coniques C(A, @) donnant A, tous les points
a-de A ne doivent pas forcément étre pris en considération. De fait, la notion de
préordre de Klee défini sur A [II; p. 126] permet de supprimer certains de ces cones,
car elle est liée & I'ordre (pour l'inclusion) des enveloppes coniques.

2.2. Pour deux points distincts x et y d’un convexe A, x précéde y pour le préordre

de Klee défins sur A si et seulement si C(A, z) est inclus dans C(A, y).
" Supposons tout d’abord que « préceéde y; il existe un point z de A tel que y e

Jo : 2[. Soit % un point de C(A,x). Si u est un élément de la droite (x : ¥), il est
évidemment situé dans C(A, ) ; sinon,; il existe un point » de Jr : «[ tel que [z : v]C A;
le segment épointé Ju : y[ rencontre le segment pointé [v : 2], inclus dans A; cela
prouve l’appartenance de u & C(A,y). On peut ajouter que (x : ¥) cC(A, y), donc
que tout point de (z : y) est un sommet de C(A, y)

Réciproquement, supposons C(A, ) inclus dans C(4, y). Comme [z : y) CC(A, z),
il faut done que [z : y) \_[# : y] contienne un point z de A, de sorte que » précede y.
, En application de ce dernier résultat, nous allons fournir quelques énoncés
dans lesquels nous nous efforcerons de réduire autant que possible Pensemble des
enveloppes coniques dont I'intersection livre A, en tenant compte bien entendu des
diverses hypothéses imposées & l'ensemble A lui-méme. Nous dirons que A est
engendré par B lorsqu’il est I'enveloppe convexe de B

2.3. Pour un convexe algébriquement fermé non vide A engendré par un ensemble
B, A= nNn.CA;a).

«a€B.
: ‘ ?
~ Un point « de A "\ B est une combinaison convexe irréductible z i (p = 2)
i=1

de poiﬁts distincts @y, ..., ap de B, Il suit chaque a; pour le préordre de Klee, car
par exemple z€Ja; : y], ou 'on a pris, pour un ¢ > 0 suffisamment petit,

»
y=2+elz—a)=(a—e(l —mha + (1 +2) D wocA
=2

Dés lors, NC(A, a)c NC(A, a;) cC(A, z).
a€B j=1

2.4. Pour un convexe algébriquement fermé A mon vide et distinct d’une variété
linéaire, A = N C(A, a).

ae™A

Si Pinternat de A est vide, ™A coincide avec A et ’énoncé 2.1 peut étre appliqué.
Par ailleurs, une cellule convexe distincte d une variété linéaire et d’une demi-variété
linéaire est engendrée par sa marge [II1, IL.5 9, p. 40]; le résultat 2.3 est alors d’appli-
cation. Reste le cas d’une demi-variété linéaire A algébriquement fermée : tout
point de ‘A suit visiblement n’importe quel point de A pour le préordre de Klee,
ce qui permet de conclure grice & 2.1 et 2.2. _

Il est & noter que, pour une demi-variété linéaire algébriquement fermée A,
tous les points marginaux de A appartiennent & la méme classe de Klee de A : en
conséquence, A se réduit & son enveloppe conique depuis un point arbitraire de sa
marge. Cette observation suggére de tenir compte des variétés linéaires éventuelle-
ment contenues dans ™A :
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2.5 85 A est un convexe algébriqguement fermé non vide de copointure finie (en
particulier un convexe algébriquement fermé non vide de dimension finie), A = N C(A, a)
v

. ae
on V est un ensemble obtenu en chovsissant un point (au moins) dans chaque variété
extréme de A,

Sous les hypothéses de I’énoncé, A est engendré par ses variétés extrémes et
ses demi-variétés extrémes [III; I1.5.5, p. 38]. L’énoncé 2.3 permet alors de con-
clure, puisque tous les points d’une méme variété extréme appartiennent & la méme
classe de Klee, et que tout point d’une demi-variété extréme suit un point arbitraire
de la variété extréme marginale.

2.6. Dans R, un convexe fermé A non vide et sans droites coincide avec NC(A, a).
acPA

I1 s’agit d’une banale application de 2.5 puisque les variétés extrémes d’un
convexe fermé A ne contenant aucune droite se confondent avec les points extrémes
de A

Dans ce dernier énoncé, peut-on remplacer le profil PA par son sous-ensemble
exp A formé des points exposés de A? Pour linstant, nous sommes seulement en
mesure de répondre par I'affirmative dans le plan numérique; I'extension du résultat
aux convexes sans droites dans un espace de dimension finie quelcongue n’est
encore: gu*une timide conjecture. (1) '

277, Dans R2, un convexe fermé A mon wide e¢b sams droites coincide avec
N CA, a): ‘
acexpA

Soient A un convexe fermé de dimension 2 (la dimension 1 n’oppose aucune
résistance), o un point extréme non exposé. En a, il existe une seule droite d’appui D,
dont I'intersection B avec A est un segment vrai ou une demi-droite d’extrémité a.
L’enveloppe. conique C(A, &) est un demi-plan ouvert P de marge D, complété par
la, demi-droite C(B, a); toute demi-droite [ : z) menée par @ et un point x de P
rencontre en effet A ailleurs qu’en @, sinon sa droite-support serait visiblement une
deuxiéme droite d’appui en @. Supposons qu’existe be( N C(A, z)) \ C(4, a) :

2ECXPA
grace & 2.6, il suffit de montrer 'absurdité de cette hypothésg,

Traitons d’abord le cas ¢ D. On peut trouver des points a’ € A tel que
ach:al,deB\_{a} et ce ANZ, ot T est le demi-plan associé & la droite
(@ :-b) et ne contenant pas B; quitte & prendre d assez proche de a, on peut toujours
s’arranger pour que ¢’ n’appartienne pas au triangle de sommets b, ¢ et d, ¢’est-a-dire
pour que l’enveloppe convexe ¢{a’, b, ¢, d} soit un quadrilatére convexe Q. On
construit un disque ouvert C centré sur a et de rayon suffisamment petit pour que
vC soit contenu dans I'internat de Q; en conséquence, toute demi-droite [b : ) de
C(C, b) va rencontrer 'intérieur du quadrilatére ¢{a, @, ¢, d}, donc ?A, en des points
«situés au-dela » de C, plus précisément en des points u €A\ _C tels que [b : x)
NCclb: u[. En vertu du théoréme de Straszewicz [VIL; 18.6, p. 167], on peut
trouver dans C un point y € exp A. Comme A est fermé, [b : y] N A = [y : m], ou
m est un point marginal de A. Mais [b : y) rencontre ‘A en des points u tels que
yelb: uf, ce qui exigey = m, sinon y serait intérieur & A. D’ou Il'absurdité
b¢C(A, ).

1) Note ajoutée sur épreuves. Une étude due & De Wilde a changé cette conjecture
en certitude.
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Supposons & présent b € D. Soient ¢ un point situé dans AN P et a’ € B\ {a}.
On. construit un disque ouvert C centré sur a et de rayon suffissamment petit pour
que %C ne rencontre ni [b : ¢], ni [@’ : ¢]; toute demi-droite de C(C, b) incluse dans
P U {b} rencontre I'intérieur du triangle ¢{a, a’, ¢}, donc A, en des points situés
au-deld de C. On conclut comme dans le premier cas en remarquant qu’un point
exposé de A est obligatoirement situé dans P dés qu’on le prend assez proche de o
pour exclure le deuxiéme point marginal éventuel de A sur B

- Remarques. a) Dans Iénoncé 2.1 (et dans ses conséquences), ’hypothése de
fermeture algébrique pour A ne peut étre supprimée : par exemple, dans R?2, si
A= {x,y):y<0}U(]—x0,0 X {0}), N C(A,a) n'est pas A, mais bien A =

a€A

{@y) :y< 0}

b) Le résultat 2.3 s’applique méme & des convexes algébriquement fermés qui
ne sont pas des cellules, par exemple & l'enveloppe convexe d’une famille libre
infinie, qui est un convexe non vide algébriquement fermé et d’internat vide [I1I;
I1.4.10, p. 28]‘

- 28. Dans les enonces 2.1, 2. 3, 2.4, on est en droit de substituer les cones- -supports
S(A, a) aux enveloppes coniques C(A, a) pour peu que A soit une cellule convexe (algé-
briquement fermée); cette substitution est permise inconditionnellement dans 2.5, 2.6
et 2.7,

Si A est une cellule convexe, C(A, @) en est une aussi, dont 'internat inclut ¢A;
de la sorte, A = A =N C(A a) = NPC(A, a) [II, 1.8.1,e, p. 29] = NS(A, a). Au
surplus, les convexes A visés - par 2.5, 2.6 et 2 7 sont des cellules [pour 2,5, cf VIIT
coroll: 1, P 272].

Remarque On peut aussi, dans les énoncés 2.1 & 2.7, remplacer C(A, a) par le
cone visuel V(A, @) chaque fois que a fait partie de A, puisque V(A, @) se confond
alors avec C(A, @) en raison de la convexité de A.

3. GENERATION. DU CONE DE RECESSION D’UN CONVEXE

I1 ressort du paragraphe précédent que certains convexes peuvent s’écrire de
diverses maniéres comme I'intersection de cones pointés. Or, si I'on translate chacun
de ces cones pour amener son sommet assigné & I'origine, on va voir que 'intersection
des nouveaux cOnes se rapproche fortement du cone de récession R(A).

3.1. 8¢ un convewe non vide A est Uintersection de cones convexes C; de sommet
si(j€ I) (Cf — ) CR(A)C Al (°Cs — s5)-
Sment z un point non nul de N (C; — s;) et @ un point arbitraire de A. Pour

je
tout indice j de I, la demi-droite s; 4 [0 : z) est incluse dans C;, de méme queles
demi-droites [s; : @ + Az) pour tout A > 0; en conclusion, la demi-droite @ + [0 : )
est contenue dans N C;= A, d'ot x€ R(A) et, plus généralement, N (C;— )

j€el jel
c R(A). ,
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Considérons & présent une demi-droite [0 : u) incluse dans R(A) et un point zo
de A. Comme la demi-droite zo + [0 : u) est contenue dans A = N Cj, pour tout

réel positif A et tout indice j de I, Js; + hu : m] c Cy, ce qui releent & dire que
8+ [0 : u)c?Cy, d’ou [0 : u)C m(ij—s;) :

Les inclusions etabhes en 3.1 ne sont malheureusement pas toujours des éga-

lités. En effet, une cellule convexe A algébriquement fermée coincide, on I’a vu, avec

mD(A o), tandis que N T(A, a) est seulement le cone d’ouverture intérieure
actA

relatlve 0(A) de A, cdne qui différe généralement de R(A) puisqu’il ne contient ni
les directions asymptotiques, ni les directions marginales de A [V 513, p. 335].
D’un autre c6té, dans R2, soient A = {(0, 0)}, C1 = {(0, 0)} U {( {@,9) : x>0y >0}
et Cs = {(0, O)}U {,9): 2> 0,y <0}: Clr\Cng mais bclf\bsz {(z, ) :
z20,y=0}

Néanmoins, les égalités peuvent étre prouvées sous certaines hypothéses.

3.2. Supposons qu’un convexe mon vide A soit I'intersection des cones convexes C;
de sommet s;(j€ I). Si chagque s; appartient & A, ou bien st chaque C; est algébriguement
fermé, R(A) = ﬂ (Cs — s7). 84 1C; = A pour tout je 1 et st A est une cellule convexe

algébriguement femnee, R(A) = A(A) = (bOj — 85)

Si chaque sommet s; appartient & A soit [0 : #) une demi-droite de IR(A) s +
[0 : %) C Gy, d’otr, au total, R(A) = N (C; — 7). 11 est clair, d’aprés 3.1, que cette
jeI

derniére égalité est aussi d’ appheafmon lorsque tous les C; sont algébriquement
fermés. ‘
- Lorsque A est une cellule convexe algébriquement fermée, si tous les cones C;

possedent comme enveloppe lindaire A, ils ont tous un point interne en commun,
4 savoir n’importe quel point. de ¢A [II; 1.1.3, p. 2]; dés lors,

N (C—g) = NOC;—s) = N(°C; —s;) [I; 181, p. 29].
jel jel jel

Comme R(A) est algébriquement fermé [V; 5.1; p. 328], égal & A(A) [V; 6.5, p. 332],
et en vertu de I'isotonie de I'enveloppe algébrique [II; 1.14, p. 3], on a

N (G —¢) = ”[ (07 —s)]Cc?R(A) jQI(”Cf—Sf),

jel

c’est-a-dire R(A) = A(A) = (bCf — 8j).

jel

4. EXPRESSION DU CONE DE RACESSION OU DU CONE ASYMPTOTIQUE
A L’ATDE DES TEMOINS ET DES SUPPORTS CENTRALISES

En particularisant les cénes C; dont il est question au paragraphe précédent,
par exemple en tenant compte des résultats du paragraphe 2, on peut obtenir le
cone de récession ou le cone asymptotique de A par diverses voies.

4.1. a) Pour tout convexe algébriquement fermé non vide A, R(A) = N T(A, a).
€A
b) 8t A est engendré par B, R(A) = N T(A, a). !
aeB
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¢) Si A est distinct d’une variété linéaire, R(A) = N T(A, a).

Do ; . ae™A

d) 8i A est de copointure finie, R(A) = A(A) = NT(A, a).

: acV
e) Dans Rn, si A ne contient aucune droife, RA) = AA) = N T(A,a) [cf T].
) acPA
f) Dans R2, si A ne contient aucune droite, R(A) =A(A)= N T(A, a).
acexpA

Notons que R(A) peut différer de N T(A, @), et méme de N T(A, a), qui,

: acE actA
nous I'avons signalé, coincide avec le cone d’ouverture intérieure. Toutefois, si A est
continu dans R, Gale et Klee [IV; 1.3, p. 381] ont' montré que C(A, @) est fermé
pour chaque point ¢ du complémentaire de A, ce qui donne I'occasion de combiner
2.1 et 3.2 pour parvenir au résultat ci-aprés. Dans I'énoncé de celui-ci, il est cepen-
dant bon de distinguer les ensembles A bornés (donc compacts) des continus non
bornés. Pour les premiers, ‘A peut différer de R” et @ ne pas appartenir 4 lA, sans
que cela compromette le caractére fermé de C(A, a). Au contraire, un convexe
continu non borné A dans R doit avoir R® pour enveloppe linéaire, sans quoi il
est clair que C(A,a) et ¢({a} U A) ne sont pas fermés pour peu que a ¢ A, comme
Texigerait le .théoréme de Gale-Klee; en un mot, un convexe continu non borné
est un corps convexe.

42, Dans R, si A est un convexe compact non vide, N n"ﬂ'(A, a)= N T(A, a)=
aeR etA

ATA,a) = N T(A a) = {0}; si A est un convexe continu non b?)mé, R(A) =
A actA/A ‘
AA) = N TA,a) = NT(A, a).

aeR” a¢A

4.8. Si A est une cellule convexe algébriquement fermée, on peut, dans les résultats
précédents, substituer & chaque témoin T(A, a) le support centralisé So(A, a); Uhypo-
thése sur A est vérifiée d’office pour 4.2 ef, pour 4.1, dans les cas d), e), f).

Tl suffit d’invoquer tantdt la derniére proposition de 3.2, tantot le caractére
fermé de T(A, a).

5. INDICATIONS COMPLEMENTAIRES

Certains cas particuliers des énoncés ci-dessus restituent ou complétent des
propriétés connues. Ainsi, le signalement du cone asymptotique d’un polyedre con-
vexe est immédiat [III; I11.1.3, p. 54; IX]. De méme, si, pour une cellule convexe
algébriquement fermée A, on prend pour cbnes C; tous les demi-espaces fermés
contenant A, Vintersection des demi-espaces homogénes correspondants n’est autre
que le polaire du cone-barriére B(A) de A [V; 6.19, p. 340]; enfin, dans R=, si 'on
se tient aux demi-espaces tangents & A, le résultat de Rockafellar mentionné plus
haut permet d’engendrer R(A) en partant de I’ensemble reg A des points réguliers
de A [VI; p. 9]. Rassemblons ces choses dans I'énoncé suivant.

5.1. 8t A est le polyédre convexe A {x : f;@) < a5}, R(A) = A(A) = A
j=1

{z: f;(x) < 0}; pour une cellule convexe] =algébriquement fermée, R(A) = A(Aj)==
*B(A); dans R®, pour un convexe fermé A, R(A) = AA)= N TA,e)= N

acregA _acregA
So(A, a).
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