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Séparation libre et séparation conique

Jacques BAIR et Jean-Claude DUPIN

Résumé

Nous caractérisons géométriquement-une séparation-conique de deux -
convexes fermés, non vides et digjoints d'un espace enclidien de dimen-
sion finie n. Nous rapprochons cette nouvelle notion de la séparation
libre introduite récemment par Giitzmann-Klee et de la séparation n-
branlante définie par Bait. Nous relions encore nos 1ésultats & d’autres
types de séparation conique étudiés par De Wilde et Nieuwenhuis.

Mots clés : Séparations conique, libre. branlante; gaine; ensemble continu.

Classification : 52A20.
Summary

We characterize a conical separation for two closed, non-empty convex
sets in a finite dimensional topological vector space. We bring this new
notion nearer to the free separation which was innoduced by Gritzmann-
Klee and to the n-loose sepaiation which was defined by Bair. We also
connect our results with other types of conical separation which were
studied by De Wilde and Niewenhuis.
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Introduction

Dans [9] est introduite la notion de séparation libre de deux convexes A
et B d’un espace euclidien de dimension finie. Nous fournissons, dans les
propositions 10 et 12, plusieurs caractérisations de cette notion. L'une d’entre



elles fait intervenir une séparation conique que nous introduisons a la définition
1; elle permet de mettre en évidence I’ensemble des points a partix desquels on
peut effectivement séparer librement A et B (proposition 9) : cet ensemble est
décrit simplement et géométriquement & partir d’ensembles faciles & visualiser
(proposition 4). En application, on retrouve un résultat de Gritzmann-Klee
(corollaire 11) et on met en évidence (proposition 8) un cas de non séparation
3 aide la notion de gaine étudiée par Bair-Dupin [4].

Préliminaires
Dans la suite, A et B sont des fermés convexes de R™ (n > 2) non vides
et disjoints;  est un point de R*, A une demi-droite fermée d’origine 0. Si
z # 0, A, est la demi-droite [0 : )
R(A) ={0}U{z#0:A8,+AC A4}
est le cone de récession de A. F étant une partie quelconque de R”,
C(F,z) = {z} U (z+]0, +oo[(F — x))

est 1’enveloppe conique de F' & partir du point z; on notera simplement C(F)
'enveloppe conique de F & partir de lorigine.
A propos de ces notions, on sait que. si x ¢ A.

~C(A,z) = C(A,2) U (z + R(4)) [5.p. 228},

ot "C(A,z) désigne adhérence de C(4, z).
Enfin, rappelons la définition de deux notions qui seront exploitées ulté-
rieurement. La gaine de A est 'ensemble

G(A)=Au{z¢ A:C(Ax)= ~C(4,2)} [4,p. 301}

A est qualifié de parabolique lorsque, pour tout x ¢ 4. et toute demi-droite A
contenue dans R(A), z + A rencontre A [6, p. 125].

Définition 1 et notation.

A et B sont coniquement séparés au point z. en abrégé A et B sont CSz,
st
t¢ AUB et ~C(Ad.z)n ~C(B,z) = {z}.
On note :
{z: Aet B sont CSz} = CS(A, B).



Notation 2.

E(A,B) = {z:C(A,z2)NC(B,z) # {z}}
&(A,B) = {z:C(A,z)n ~C(B,x) # {z}}

Définitions 3 et notation.

Nous dirons que la forme linéaire non nulle f € (R*)* sépare fortement A
de B s'il existe € > 0 et v € R tels que

(Vze A, flx)y<v—¢) et (VzeB, f(z)2v+e);

un hyperplan H = {z € R™ : f(z) = v} sépare fortement A et B (au sens
habituel) si et seulement si f sépare fortement A de B ou — f sépare fortement
A de B.

Dans [9], (4, B) désigne ’ensemble des formes linéaires qui séparent forte-
ment A de B; A et B sont dits librement séparés lorsque £(A, B) est d’intérieur
non vide dans (R™)*.

Dans [2], on dit que A et B admettent une séparation n-branlante dans R™
s'il existe n formes linéaires fy,... , f. € (R™)*, linéairement indépendantes,
séparant fortement A de B.

La proposition suivante fournit une représentation géométrique simple de
E(A, B). ' '

Proposition 4.

E(A,B) = UQa + (1 = \)b), lunion étant étendue auzx (A, a,b) tels que
AeR\[0,1],a€ A, be B (aveca#b) et ]Ja,b[N(AU B) = 0.

Preuve. L'inclusion “2” est évidente. '

Pour montrer ’autre inclusion, partons d'un z € (A4, B). 1l existe une
demi-droite A telle que z + A rencontre A en un certain a;, avec a; # , et
rencontre B en un point by, avec by # 2. Comme a; et by different, puisque A
et B sont disjoints par hypothése, et comme A et B sont fermés,ona

las,b1) N A = [a1, 4]

et
[0,1, b1] NB= [l), 1)1],

aveca € A, b€ Betla,bN(AUB) = 1. =



Lemme 5.
F et G étant deux parties non vides quelconques de R™, on a :

zeF-G& FNnix+G)#10.

Preuve. Ce lemme est bien connu et sa démonstration est évidente. [ ]

Lemme 6.

Soient F' une partie non vide quelconque de R, K un cone de sommet 0,
avec 0 € K, et x ¢ F. Dans ces conditions :

ze€F—-K& (z+ K)NC(F,z) # {z}.

Preuve. En vertu du lemme 3,
zeF-K& Fn(z+K)#0.
D’une part, on a
FN(z+K)#0=C(F,z)N(z+K) # {z}
éar z ¢ F, et réciproquement
CEFz)N(z+K)#{z}=>Fn(x+K)#0

car z + K est une cone de sommet z. ]

Proposition 7.
(CAYNE(A,B)=[E(A,B)U (A- R(B))] N CA.

Preuve. D’aprés les préliminaires, les cones C(4,x), C(B, z) et z + R(B),
de sommet z, sont tels que

xesmxm-@[@Amncw@numm@wwx+m3m¢ﬁﬂ

ou

{zeﬂAB)
=4
C(A,z) N (z +R(B)) # {z}.



Or, si z ¢ A, on a, d’apres le lemme 6,
C(A,z) N (z +R(B)) # {2z} @ v € A= R(B).
L]

La proposition suivante met en évidence des cas de “non séparation conique”

flagrante.

Proposition 8 (Corollaire de la proposition 7).

On suppose que € G(B)NCBNCA. Alors -
1€ A—R(B) = C(4,2) NC(B.2) # {z}

Preuve. La gaine G(B) du convexe B est formée des points z pour lesquels
C(B,x) est fermé [4, (1), p. 301]. ]

Propositibn,Q.
SiR(A) NR(B) = {0}, alors . | |
[C(AUuB)|N[CCS(A,B)] = [C(AUB)|N {S(A, BYU(4~R(B)U(B-R(4))

Preuve. Supposons quez ¢ AUB. ‘
D’apres les préliminaires, puis en appliquant la proposition 7, on trouve :

“C(A,z)n ~C(B,xz) #{x}
| )
{ C(A,7)N ~C(B,z) # {r}

ou

(z+R(A)N ~C(B,z) # {x}

)

z € E(A,B)
ou
ze A-R(B)
, ou

[(z +R(A) NC(B,z)] U[(z + R(4)) N (z + R(B))] # {z}.



Or, comme z ¢ B, le lemme 6 garantit :
(x +R(A)) NC(B,z) # {2} & x € B-R(A).
La conclusion résulte alors du fait que

(@ +R(A) N (z+R(B)) = {z}.

Proposition 10.

Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) A et B sont librement séparés;
(i3) A et B admettent une séparation forte n-branlante;
(i%i) A et B ne contiennent aucune droite et R(A) NR(B) = {0}

Preuve. Les notions de séparation libre au sens de Gritzmann-Klee [9] et de
séparation forte n-branlante au sens de Bair [2] sont visiblement équivalentes.

Si A et B sont librement séparés, on a R(4) N R(B) = {0}, sinon la
différence A — B contiendrait une droite D et tout hyperplan séparant A, B
serait paralléle & D, ce qui contredit le caractére n-branlant de la séparation.
De la méme maniére, si une droite est incluse dans.A ou dans B, celle-ci serait
paralléle & tout hyperplan séparant A, B, ce qui-est & nouveau impossible.

Réciproquement, supposons que A et B ne-contiennent aucune droite et
que R(A) NR(B) = {0}. Sous ces hypothéses, la différence A — B est fermée
[13, 9.1.2, p. 75] et ne contient aucune droite [9, lemma 2.1}; de plus, 0 ¢
(A=B)—- {0} = A— B, doi A— B et {0} admettent une séparation forte
n-branlante [2, 3.1, p. 198]. Comme les séparations fortes de 4, B et de {0},
A— B ont lieu simultanément et & I'aide des mémes formes linéaires [11, 2.5], il

en résulte que A et B admettent également une séparation forte n-branlante.
n

Corollaire 11.

Si A est parabolique et B sans droite, alors on peut séparer librement A
et B.

Preuve. A # R™, car § # B C CA4; donc, A est sans droite.
De plus, R(A)NR(B) = {0}, carsi z+ A C B avec A C R(4), alors z+A
rencontre A, ce qui est absurde puisque A et B sont disjoints.



La proposition 10 permet de conclure. n

Remarquons que ce corollaire se retroive dans la tliéoréme maximum de
séparation libre donné par Gritzmann-Klee [9, 2.2]. En effet, ces deux au-
teurs montrent que deux convexes fermés non-vides et disjoints sont librement
séparés dés que I'un ne contient aucune droite et que I’autre est continu, en
ce sens que sa fonction-support, définie sur la sphére unitaire et & valeurs dans
[0, +o0], est continue. Ce résultat est équivalent & notre énoncé 11, puisque
les notions de parabolique et de continu coincident [6, 6.2; p. 437].

Proposition 12.

Chacune des assertions (i) & (iii) de la proposition 10 est équivalente d&
chacune des assertions suivanies :
(iv) ~C(A — B) est sans droite;
(v) A et B ne contiennent aucune droite, mais sont coniquement séparés (i.e.
CS(A,B) #0); -
(vi) il existe deux cones circulaires opposés contenant respectivement A et B,
(vii) il existe deuz points a,b, et n points x1,%3, .. 1, linéairement indépen-
dants dans R", tels que, en désignant par K le cone convexe, de sommet 0,
engendré par i, ... ,Tn ;..

ACa-K , BCb+K , (-K)n(b+K)=0

" Preuve. (i) = (iv). D’aprés la définition 3,
ZA)C A-By={fe®) :Vre A—- B, f(x) <0}

Dés lors, la séparation libre de A, B entraine la non-vacuité de lintérieur
*(A— B), ce cone coincidant avec le cone-barriere C de ~C(A— B), 'adhérence
du cone, de sommet 0, engendré par A — B [10, 6.18). En conséquence, la di-
mension de C vaut n, de sorte que “C(A — B) ne contient aucune droite [3,
1.2, p. 732].

(iv) = (iii). Le caractére saillant de “C(A — B) entrafne que A et B ne
contiennent aucune droite. Si R(A) NR(B) # {0}, il existe une demi-droite
A d’extrémité 0, deux points a et b dans A et B respectivement tels que
a+ACAb+ACB,dota—b+ (A~A)C A— B : la dioite homogéne
A — A est alors incluse dans “C(A — B), ce qui est absurde.



(ii) = (v). I existe n hyperplans indépendants H; (pour 2 = 1,2,... )
séparant fortement A et B. Leur intersection Ni., H; se réduit & un singleton
{z}. Le point z n’appartient pas & AU B et chaque H; sépare bien entendu
~C(4,z), “C(B,z). S'il existe une demi-croite A telle que

z+AcC “CA,z)n ~C(B,z),

alors ¢ + A C N, H;, ce qui est absurde.

(v) = (iii). Si R(4A)NR(B) # {0}, on peut trouver une demi-droite A, des
pointsa € Aet b€ Btelsquea+A C Aet b+ A C B. Dans ces conditions,
pour tout z € C(AU B), z+ A C ~C(4,2) N ~C(B,z), ce qui est absurde.

(iii) = (vi). Voir la proposition 7 de [7].
(iit) = (vii). Voir le théoréme 2.1 de [12]. n
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