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Sur la géométrie de 1'espace des opérateurs
différentiels linéaires sur R

H. Gargoubi

Résumé

Nous étudions une famille naturelle & deux paramétres de Diff(R)- et Vect(R)-
modules sur l'espace des opérateurs différentiels linéaires sur R. Le probléme de
classification est résolu en utilisant les cohomologies de I’algébre de Lie Vect(R)
des champs de vecteurs sur R & coefficients dans l'espace Hom(F), F,) des ho-
momorphismes de densités tensorielles. Les modules des opérateurs différentiels
sont liés & la géométrie différentielle projective. Nous trouvons une série de classes
de cohomologie non triviales dans H(sl2(R); Hom(.F% , .7:'_%_1)), qui apparaissent
en considérant la restriction des Vect(R)-modules des opérateurs différentiels & la
sous-algébre des symétries projectives sla(R) C Vect(R).
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Abstract

We study a natural two-parameter family of Diff(R)- and Vect(R)-modules on the
space of all linear differential operators on R. The classification problem is solved
using cohomologies of the Lie algebra Vect(R) of vector fields on R with coeffi-
cients in the space Hom(Fy, F},) of linear maps on tensor-densities. The modules of
differential operators are related to the projective differential geometry. We find a
series of nontrivial cohomology classes in H'(slo(R); Hom(}"% , .7-"_.%_1)) appearing
if one considers the restriction of Vect(R)-modules of differential operators to the
subalgebra of projective symmetries sla(R) C Vect(R).

Keywords : Differential operators, Lie algebras of vector fields, cohomology

AMS Classification : 17B66, 58G35

’,

21



1 Introduction

Soit D* espace des opérateurs différentiels linéaires d’ordre k sur R (ou
SY) A:C*R)— C*R):
k

A=a(z )d + - ag(z) (1)

do*
ot a; € C*(R).

Nous nous proposons d’étudier 1’espace D* comme module sur le groupe
Diff(R) des difféomorphismes de R (et sur l'algébre de Lie Vect(R) des
champs de vecteurs sur R).

Nous définissons une famille & deux paramétres d’actions de Diff(R) sur
DF en considérant les arguments et les images des opérateurs différentiels
comme des densités tensorielles de degrés arbitraires :

A:F—F, (\MpeR), (2)
oll Fy est le Diff(R)-module des densités tensorielles de degré —A :
¢ = ¢(z)(dz)™

Nous adoptons ici les conventions de signes habituelles, cf. [6, 7].

Notons D% , la structure de Diff(R) (et Vect(R)-) module sur ’espace DF
définie par (2)

La formule explicite de 'action de Diff(R) sur D}, sera donnée dans la
section 2.1.

1.1 Les exemples classiques. Les modules des opérateurs différentiels
sur R ou (S*) ont été considérés déja dans les travaux classiques (voir e.g.[23,
2))

(a) L'exemple le plus connu est I’espace des opérateurs de Sturm—Llouvﬂle
A= —dfg + u(x) Cet opérateur agit sur les —-dens1tes 3 valeurs dans les 2 X
den51tes, dolt A € D2 s Il est & remarquer que ce dernier module est lié a

’algébre de Virasoro ( voir [13]).
(b) Plus généralement, les modules Dk_ _kp ont été étudiés en détails

en géométrie projective des courbes dans RP+-1 [23].
(c) Le module D¥, _, des opérateurs différentiels sur les demi -densités
272

apparait naturellement en quantification géométrique (voir [14, 15]).

1.2 Le probléme de classification. Notons D , le Diff(R)-module
des opérateurs différentiels lindaires d’ordre k sur Fy et & valeurs dans F,.
Nous nous proposons de classifier les modules Dt X .- Le probléme precxs est le
suivant : pour quelles valeurs de \, . et p,n les Diff(R)-modules Dk € ’D’;m
sont-ils isomorphes ? Cette classification est donnée par les théorémes 3.1 -

34.
Le premier résultat de ce travail est 'existence d’un invariant

d=p-—A (3)
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Notre résultat principal est le suivant :

(a) dans le cas k < 3, tous les modules D§, ayant la méme valeur de §
sont isomorphes, sauf pour certains modules singuliers;

(b) dans le cas k > 4, deux modules D§ , et Df_ sont isomorphes si et
seulement siA+n=pu+p=-letpu—A=n—-p=20.

1l nous apparait évident, & la lumiére de cette classification, que les mod-
ules singuliers obtenus dans cet article nécessitent une étude plus détaillée.
Le module D2 s (lié & Palgébre de Virasoro) est un exemple de modules
singuliers. Nous éspexons que les autres modules singuliers soient aussi riches
en interprétations.

Remarque. Pour A = 4, la classification des Diff(M)-modules des opéra-
teurs différentiels linéaires sur une variété M a été faite dans trois récents
articles [5], [18] et [9). Il y est prouvé que le cas dim(M) = 1 est particulier.

1.3 Résultats connus. Tous les résultats connus concernent le cas A = p.
Le probléme de classification a été posé pour la premiére fois, et résolu pour
les opérateurs d’ordre deux sur une variété M, dans [5]. Le résultat est le

suivant : ‘

(a) si dz'm(M) > 2, tous les modules D3(M) sont isomorphes sauf pour
A= 0 ) 2 )

(b) si dim(M) = 1, tous les modules D5(M) sont isomorphes sauf pour
A=0,-1. .

" Le cas des opérateurs d’ordre k¥ > 3, pour A = pu, a été traité dans
[18]. Il y est montré que si dim(M) > 2 alors le seul isomorphisme de
Vect(M)-modules est la conjugaison d’opérateurs différentiels. Ce résultat
a été généralisé pour A # u dans [20].

- Le cas particulier de dim(M) = 1 (M = R ou S?) est étudié pour A = u
dans [9]. : :

1.4 L’algébre sly(R). On considére Palgébre de Lie sly(R) C Vect(R)
engendrée par les champs de vecteurs

d d 29
— 4
dz%de T 4)
Cette algdbre est appelée l'algébre projective (ou lalgébre de Mobius); la
d d
sous-algébre de slo(R) engendrée par Pl est appelée algébre affine.

I avait été remarqué déja dans [23] et [2] que l'algebre de Lie slz(R) C
Vect(R) joue un réle trés particulier dans le probléme. Nous considérons la
restriction des modules d’opérateurs D5 , & sly(R). La structure du sly(R)-
module D¥ “ dépend de la valeur de linvariant 4 :

Théoréme 1.1. (i) Si § # —1,-3,-2,—3,.-+, —k, alors le sly(R)-module
Df , est isomorphe & une somme d1recte d’ espaces de densités tensorielles :

Dy & Frss @ Fam146 ® - © Fs. (5)
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(ii) Pour chaque valeur § = —1, —-g-, -2, —%, - -+, —k lisomorphisme (5) n’ex-
iste que pour les sly(R)-modules suivants :
a)Dhy i, 1<1<EK

2 2
b)Dh, 1 =Df, 1, 251k
2 2 2 2

La démonstration du théoréme est donnée dans les parties 5.1 et 9.

»

Définition. on appelle résonances les valeurs (demi)-entiéres de 6.

Le Vect(R)-module d’opérateurs D5 , est considéré comme déformation
d’une somme directe d’espaces de densités tensorielles. Cette approche est
liée & la cohomologie de I’algébre de Lie Vect(R) & valeurs dans les densités
tensorielles.

Remarque. Le théoreme 1.1 rejoint les résultats de [4] ol I’espace des
opérateurs pseudo-différentiels sur une variété de dimension 1 est également
étudié en tant que sly-module.

2 Définitions principales.

Considérons une famille d’actions de Diff(R) sur C°(R).

2.1 Diff(R) et Vect(R)-modules d’opérateurs différentiels. Soient
¢ = ¢(z) € C°(R) et G un difféomorphisme de R, ’action qu’on considére
est définie par :

K 4 —1 . dG_l -

Cette action est naturelle si ¢ est considérée comme élément de F). Nous
identifions 1’espace des fonctions avec l’espace des densités tensorielles :

C*[R)=F). (6)

Il en découle une famille & deux paramétres d’actions de Diff(R) sur D* :

G(4) = GLAGH)™ (M)
ol \,u€R.
L’algébre de Lie Vect(R) des champs de vecteurs sur R agit sur D* par :
LY (A):=L%0cA—AoL} , (8)
ot L est la dérivée de Lie sur les densités tensorielles de degré —A le long
du champ de vecteur X = X (:z:)a% :

Ly$ = X(2)¢/(2) - A\X'(2)8(z) |
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ot X' = dX/dz .

Nous définissons ainsi une famille & deux parameétres (A et u) de Diff(R)
et Vect(R)-modules sur D¥, que nous noterons D5 -

2.2 Diff(R) et Vect(R)-modules des symboles. Soit Pol(T*R) &
R[¢] ® C*°(R) lespace des fonctions sur T*R polynomiales sur les fibres.
Cet espace a une structure naturelle de Diff(R) et Vect(R)-module et est
habituellement considéré comme l'espace des symboles associé a 1’espace des
opérateurs différentiels linéaires sur R. Nous allons définir une famille & un
paramétre de Diff(R) et Vect(R)-modules sur cet espace.

" Pour ¢ € Diff(R) et P € Pol(T*R) on pose :

wP) =) (%), ser ©)

Cette formule définit une action de Diff(R) sur Pol(T*R), notons Ss la famille
des Diff(R)-modules ainsi définie. L’espace des polyndémes de degrés < k est
un sous-module de S5 qu’on note S%. Il est clair que SF & S¥ ® F5 d’out :

SE Y Frs ® Fi1rs ® - © Fs. (10)

1l sera commode d'utiliser la notation suivante pour un élément P de S¥ :

k

P(z,6) =&Y &) ,

p=0

ol (z,€) sont les coordonnées standards sur T*R, @, € C*(R).
L’action de Vect(R) sur S¥ est alors :

Ly(P)=¢ Zf%"*"(ap) ()
p=0 :
“Le but de cet article est détudier les modules D , en les comparant aux
- 2.3 Localité des isomrphismes de Diff(R) et Vect(R)-modules.
Nous avons besoin des résultats de [18] et [20] que nous reprenons dans cette
partie.
Soit T : Dk — D" une application linéaire qui entrelace 1'action de
Vect(R) sur ’Dk Cest-ardire

T(L}"(A)) = LF(T(4)) , (12)

pour tout A € D,

Rappelons que T est dit local si T préserve le support de ses arguments,
c’est-a-dire : supp(T'(A)) C supp(A). :
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1l est prouvé dans [20] (paragraphe 3) que si T' est bijectif alors 1" est
local. Un analogue de ce résultat, pour A = u, est démontré dans [18].

Un des résultats de [18] (lemme 3.1), généralisant un théoréme de Peetre
[21], est : si T est local alors il existe, pour tout point de R, un voisinage sur
lequel T est différentiel, c’est-a-dire de la forme :

(T(4) (2) = X, , F(@)a(2) (13)
ol hl, sont des fonctions lisses sur R.-

Tous les isomrphismes linéaires entre Vect(R)-modules ’D’/{,ﬂ sont, donc,
de la forme (13).

2.4 La conjugaison. Il existe un isomorphisme naturel
D/\,u = D—l—p —1-A (14)
donné par la conjugalson d’opérateurs differentiels A — A*. La formule ex-

plicite A* = Z( 1) < d ) oa;(z) est bien connue et ne dépend pas du choix
=0
des coordonnées z, cf.[5, 9].

Définitions. (a) On appelle module autoadjoint tout module de la forme
D% _;.» (stable pour 'application *).

(b) On appelle module singulier tout module D% . qui n’est isomorphe a
aucun autre module D" & part son adjoint D*,_ 4—1—x €6 lul méme.

3 Théorémes de classification
Dans cette partie nous allons donner les théorémes de classification des
Diff(R) (et les Vect(R))-modules Df ,

3.1 L’invariant é. Pour tout Diff(R)-module D, la différence de poids
(3) est un invariant : D = ’D’c implique - A=n-p.
En effet, soit 7 un 1somorphlsme ‘entre Df, et DE . La. condition d’equl—

variance (12) de T par rapport au champ de vecteur X = T écrite pour
¢ = const € C®(R) (en tenant compte de l'identification (6)), donne :
(A= WT(A(#)) + T[a(A(#))] = (o~ T(A(#)) +[T(A(#))] - Si on prend
z=01il vient (u—A) = (n—p).

On comparera donc les modules de méme 4.
3.2 Modules des opérateurs d’ordre 1

Théoréme 3.1. § étant fixé,
(a) si 8 # —1 alors, tous les modules D} , sont isomorphes,
(b) si § = —1 alors, D} , = D}, pour tous \,p # 0; D} , ¥ 'DQ 1

Remarque. D§ _; est singulier (et autoadjoint).
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3.3 Modules des opérateurs d’ordre 2. Le théoréme suivant fournit
la classification des opérateurs d’ordre 2.

Théoréme 3.2. Pour chaque § fixé,

(a) tous les modules D3, tels que A # 0, p# —1, et (\, ) 7é (3,~%) sont
isomorphes;

(b) les modules D}, = D2

guliers.

_y et le module autoadjoint D} _; sont sin-

1-u, 33

3.4 Modules des opérateurs d’ordre 3. Le resultat principal de cet
article est :

Théoréme 3.3. Pour chaque § fixé,
(a) tous les modules D3 , tels que
1) (-3A+1)Bu+4)#1,

2) A#0u# -1,
3)1+A+u#0et

sont isomorphes;
(b)les modules de la forme
1) Df\ e ('l’ D3,

—=3A+41?

2) DA e Di-1-2)»
3) D)\ 1-X et
4)D§A 2(Z D A—1-A)"
sont singuliers.

_1_,\) ’

_ La figure suivante représente les modules singuliers des opérateurs d’ordre
trois :

,2/3 2/ A
1\
-5/3
“
figure 1

Le théoréme 3.3 peut étre reformulé de la fagon suivante : sur chaque
droite (u—\ = const) tous les modules D3 , sont isomorphes, sauf les modules
qui correspondent aux cing courbes présentées par la figure 1.
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3.5 Modules des opérateurs d’ordre k > 4

Théoréme 3.4. Pour k > 4, le seul isomorphisme entre modules ’D’,{,# est la
conjugaison d’ opérateurs différentiels.

Pour k > 4, tous les modules 'D’;M sont, donc, singuliers .

Les démonstrations des théorémes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4 sont données dans
les parties 7,8 et 10.

3.6 Quelques remarques sur les modules singuliers. Sur la figure
1, 1a droite (A = 0) correspond aux opérateurs agissant sur Fo(& C*(R)), la
droite (u = —1) est la droite conjuguée & la premiére, et la droite (A+u = —1)
correspond aux modules autoadjoints. L’existence de ces Diff(R)-modules
singuliers semble étre naturelle et rejoint les résultats obtenus dans le cas
multi-dimensionnel.

Cependant, ’apparition de I'hyperbole ((—3A + 1)(3u + 4) = 1) est un
phénomeéne innatendu et caxactensthue de la dimension 1. Les deux points
(dintersection) (A, u) = (0,—1) et (2, —3) représentent des modules assez
remarquables :

(2) le module DS,_I est isomorphe & la somme directe Fo @ F1 @ Fo D F_4
de modules de densités,

(b) les valeurs A = 2,4 = —3$ coincident avec celles liées au célebre
opérateur de Grozman [12] (voir aussi [7]).

Nous espérons étudier les propriétés des modules singuliers dans un travail
& part.

On retrouve les valeurs critiques A = —1 Y2 calculées dans [9] pour
6 =0, comme intersection de la premiére b1ssectnce (>\ 1} avec Phyperbole.

4 Formule explicite de I’action de Vect(R)

Soient X = X (x)aé- un élément de Vect(R) et A € D* un opérateur
différentiel. L’action de Vect(R) sur DF est définie par (8).

Lemme 4. 1 L action LX’” de Vect(R) sur D* est donnée par

Lx(A zax(z

p=0
X p+6(ap )+ Z (p+7) (IJT))“ +7x(7+1) p=1,-k

P

aff = L(ao)+ /\(a1X" +ap X" + -+ ap X EFD)

)
i
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Preuve. Il suffit d’appliquer la définition :

LY*(A) = LoA— AoLX
— Xd X P k P d AX’
- O 00 )~ (e )0 )

Remarque. I est clair que D* admet la décomposition (5) en tant qu’es-
pace vectoriel (car C°(R) & F) en tant qu’espaces vectoriels). Mais, en
k

général, Dﬁ,ﬂ n’est pas isomorphe & €D Fiys en tant que Vect(R)-module.
=0

L’idée de cet article est de considérer Df , comme déformation de I'action

de Vect(R) sur @.7—',-+5 ( cette action est donnée par les dérivées de Lie
=0
L5 (a,) dans (15)) et de comparer ces déformations. Cette approche est liée

a la cohomologie de I’algébre de Lie Vect(R) (voir [5], {19], [9]).

Nous nous intéresserons particuliérement & la sous-algébre, de Vect(R),
sla(R). Cette algdbre nous permettera de définir une forme canonique des
opérateurs différentiels, qui simplifie laction (15) .

5 Symbole sls-équivariant

L’idée clé de cet article est d’introduire une application slp-équivariante
. Tk k
O+ DX = S (16)

que nous appellerons symbole sly-équivariant.

L’applicati’con o & 6té considérée déja par Wilczynski [23] dans les cas
L= ’“‘2“ L’application inverse du symbole slp-équivariant a été
calculee explicitement (dans le cadre plus général des opérateurs pseudo-
différentiels sur une variété de dimension 1) dans un article de P.B.Cohen
,Yu.IManin et D.Zagier [4]. Dans le cas d’égalité des poids (A =.u), la
notion de symbole projectivement équivariant a été définie, pour une variété
différentielle de dimension quelquonque, dans un récent travail de P.Lecomte
et V.Yu,.Ovsienko [19].

~ 5.1. Définition du symbole sly-équivariant, preuve de la partie
(i) du théoréme 1.1.

Le théoréme 1.1(i) est un corollaire de la proposition suivante :

Proposition 5.1. Sié # —1,—3%,=2,---,~k, alors :

(i) il existe un unique symbole slg—equzvanant Oau, tel que pour tout Ae D,\ "
le terme de plus haut degré du polynome oy, (A) coincide avec le symbole
principal de A.
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(i) a,\,‘ associe & tout opérateur différentiel (1) le polynome o ,(A) =
g5k o &Pay(x) ot 6 = p— A, défini par :

k .
~ Sela? @

j=p

ot les constantes 04; sont donnés par :

i\ (22~ '
= (IJ’) (2>\—};) (18)
? (26+j+p+1)'
25-+9p-+1
Preuve. Nous adoptons la notation suivante : 'opérateur différentiel d’or-
dre k Ly*(A) a pour symbole sly-équivariant oau(L¥H(A)) =
& 0 £7; ().
Lemme 5.2. L’action de Vect(R) sur D* donnée par la formule (15) se
traduit en termes des @;(z) par :

aX (z) = L& (3,(x)) + (termes en XV n 2 3) . (19)
Preuve du lemme . La formule (17) implique : aX = >%_, o (af )9

En remplagant af par sa valeur donnée par (15) on obtient :
¥ = 15 (a,)
k PN . , Y . . . .
+ Y X"l (A - L5) - ad (G +0)G -2 - () (20)

j=p+l
+(termes en X™ n > 3).

Or, d'aprés (18), of ™1 (jA - JLl) od((F+0)(§ —p) - ( )) , u

Pour X € sla(R), la fomule (19) devient aX(z) = L% %(@,). On en déduit
que V'application o, définie par (18) est sl;-équivariante.

Pour pouver l'unicité (& la normalisation par le terme principal prés)
du symbole oy, (partie (i) de la proposition 5.1) il suffit de prouver que
les slp-modules Fy sont irréductibles. En effet, selon la décomposition (10),
cela implique que les automorphismes de S¥ ont une forme diagonale i.e. la
multiplication de chaque terme de (10) par une constante. L’irréductibilité
des Fy est prouvée (voir [7]) dans la classe des séries formelles. Nous ne
connaissons pas de résultat analogue dans le cas C*® sur R. L'unicité dans
le cas C™ est un corollaire de la propriété de localité (cf. partie 2.3) et est
obtenue par le calcul direct ci-dessous.

5.2. Preuve de 'unicité du symbole slx(R)-équivariant. Dans cette
partie nous achevons la preuve de la proposition 5.1. Reprenons les définitions
de la proposition 5.1.
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Soit oy, un symbole slp-équivariant défini par (c’est la forme générale) :
N7

!
E’yp J(2)a®(z), ot o (z) = ccllar (z) et v, € C*(R). La condition

de slp- equ1var1ance de o est &X(z) = L§ 2+ (@, ().

d ;
En prenant dans cette derniére egahte X = ptie obtient pour le membre
z

de gauche
(l)
Z 7?: / Z ’YP, )(l)

et pour le membre de dro1te :

L5 (@(@)) = (@ (@) = X (1,(2)a® (@)

r

En identifiant les deux membres il vient que 7}, ne dépend pas de z. |
En remplagant X par x% on trouve
z ’Yp, (l)
= IZ:'YPJ za,(z) — (r + 8)a, (x))(l)
= Sl V(a) - (r =1+ a0 (o)),

U7

. L @(@) = ag(x) - (p+ ()

=3 Halza*(2) — (p+8)e (z)).
17 ' :
On obtient, en égalisant, la condition r -~ [ =p

Z'y alr= z) et ©FA0 .

r=p

: . L o d
Enfin, en posant 75 =1 et en prenant X = z’— ona:

dz
E o x®
af =3 7f)
r—p
LN, I
- Z% —2(r + 8)za, + 2((’+1)A — (1 Yars)?,
r=p
qu'on identifie avec L& (a, Z Y( (22aD — 2(r + 8)zal®) pour obtenir

r=p
la condition :

e =T e a0~ (757)
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qui implique que ¥} = .
L’unicité du symbole sl>-équivariant est prouvée. n

La proposition 5.1 et le théoréme 1.1(i) sont prouvés. |

Remarque. La formule (19) exprime D'action de Vect(R) sur le symbole
principal d’un opérateur différentiel (1). Elle montre aussi que le Vect(R)-
module Df , est une déformation du Vect(R,)-module des symboles (10).

6 L’action de Vect(R) en termes de symbole
slp~équivariant.

On considére 'action de Vect(R) sous la forme :

FAL . g =1 . ok k
LX = 0',\,” o LX &4 0-)‘,;1. . S;I,—A hand SI-"_)‘ " (21)

6.1. Les transvectants

Définition. On appelle transvectants les applications bilinéaires suiv-
antes :
\7:1’7- : fo' ® ]:T - ]:;7+'r-m ]

définies par Jo7(f(dz)~", g(dz)™) = JG(f, 9)(de)~C*T™™, avec
7,7 _ 1y m (20’ - i)!(ZT — _7)' oy
JoT(fg) =Y (-1) (i>(20 —'.m)!(27'—m)!f( oM

i+i=m

Les transvectants ont été découverts par Gordan [11] (et redécouverts dans
le cadre de la théorie des fonctions modulaires par Rankin [22] et Cohen {3]).

Pour chaque m et 0,7 # —3%,—1,-%,. -, le transvectant Jr est l'u-
nique application bilinéaire, du type (13) par rapport a chaque argument,
sly-équivariante sur les densités tensorielles, [11] (voir (8] pour plus de détails).

Exemples. Nous nous intéressons particulierement aux applications
JL7: Vect(R)®F, — Fri1-m. Une propriété importante de ces applications

est :
T (X,a:) =0, si X € sly(R) . (22)

Explicitement (& constante multiplicative prés) :

Jo(X, ar) = X"a,
Ji(X,a;) =X Ma, +2X"a,,
Js(X,a,;) = 7(27 = DX Ma, +5(2r — 1) Xl +10X"a7 .

(Voir [9],(8], et [1] pour plus de détails).
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Lemme 6.1. L’action de Vect(R) sur D¥ L en termes de symbole slp-équiva-
riant est donnée par :

aX(2) = IR (a,) + Z BT (X, 55) (23)

j=p+2

ol 3 = B4(A, u) sont des fonctions en (A, ).

Preuve. En reprenant la formule (19), le résultat du lemme est alors
une conséquense directe du fait que les transvectants sont les seules applica-
tions bilinéaires sly-équivariantes (différentielles en chaque argument) sur les
densités tensorielles. m

Notons que le lemme 6.1 est un cas particulier des *-produits sls-
équivariants considérés dans [4].

6.2. Formules explicites de I’action de Vect(R) pour k < 4

Les formules suivantes sont des cas particuliers de la formule (5.7) de [4].
On peut aussi les trouver par un calcul direct.

Lemme 6.2. Pourp € {0,---,4} et § # —1, —%—, —2,-+.,—4 les coefficients
BI(A, 1) de la formule (23) sont données, en posant

. (=)0 L '
0 = (i = p+ DU+ +D) 25+ 4D+ )26+ +p+2) , (24)
par : |
2[(6A — 4)5 + 6X2 + 61 — 5]
ﬂg(A,u)=9“ I . )7125+ ]
2[(3,\ 1)6 + 332 +3) — 1]
B\ p) = 5+ 28
(5 + 22+ 1)[(ar - 1) + 4)\()\ +1)]
B\ 1) = (2+06)(3+5)(4+9) (25)
2A(6+A+1
ﬂg<x,u>=e§———(g$2§’—)
S AGHA+D(E+22+1)

B == TG +0)
B ) = A A0+ A+ 1)(46° + 1200 + 126 4+ 120 + 12X + 11)
oK) = T )3+ 20)(5 1 90)(7 + 20)(d + 0)

7 Isomorphismes de Vect(R)-modules

Nous démontrons dans cette partie les théorémes de classification dans le
cas général § # —1,—3,-2,---, —k.
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7.1. Diagonalisation des isomorphismes de Vect(R)-modules ’D’,{,M

Le symbole sly-équivariant permet de diagonaliser tout isomorphisme de
Vect(R)-modules D , (cf. [19]) pour les valeurs non résonantes de 9.

Proposition 7.1. Soit T : Dk” — 'D’C un isomorphisme de Vect(R)-
modules. T est d1agonal en termes de symbo]e sla(R)-équivariant, i.e. 'appli-
cation oxzy,o0To 0,\# S'k_,\ - S’k_,\ est de la forme :

O-A,MOTOO':\-,}L(a‘ka"',aO) - (Tkaky"',TOa'O)) (26)
out; €R.

Preuve. T est en particulier slo(R)-équivariant. Le symbole sly(R)-équi-
variant d’un opérateur A € D est donc aussi un symbole sly(R)-équivariant
de T(A).

L’unicité & une normalisation prés (cf. proposition 5.1 (i)) du symbole
sla(R)-équivariant achéve la démonstration.

7.2. Les isomorphismes de Vect(R)-modules explicitement.

Pour k fixé, nous allons expliciter tout isomorphisme T : D} , — D% en
termes de symbole slo(R)-équivariant.

(a) Dans le cas k=1, la formule (26) définit un isomorphisme T : D3, —
Di, (avec p— A =1n—p# —1) pour tous 70,7 # 0 :
(@3,a7) = (7olo, T181) 27
En effet, I'action (21) donnée par (23) est(af,ay) = (L% (o), L™ (a1)).

(b) Dans le cas k=2, si B3(\, u) et BZ(p,n) # 0 alors on trouve une fam-
mille d’isomorphismes Tj : D}, — D2, donnés, & constante multplicative
prés, en termes de symbole sly(R)-équivariant par (26) avec :

T2=1

T # 0
.= Ben) _ plo+d+1) (28)
CTROW T AO+5+1)

car l'action (23) est :
o = L)
C—L{{ — L1+5( ) (29)
Zig{ = Lg((ao) + ﬁng(X, 52) .

(c) Dans le cas k=3, si 53, 0% et §3 sont non nuls alors I'isomorphisme

T : D3, — D3, en termes de symbole siy(R)-équivariant, est, & constante
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préS, donné par (26) avec :

T3 = 1
_ Bem)Bip) _ 6+2+1

0\Ms
T B\ w)B(pm)  S+2X+1
.= Blen) _ (3p—1)0+30"+3p—1 (30)
YTBOLE BGr—1)0+3M+3a~1
- b’o(p,) _p6+p+1)(E+20+1)
=B ANBEAF DG oA )

car 'action (23) est :

(_lg{= L3+6((—i3)
a¥ = L¥(a) a1
= La) + BJs(X, a) (8D

a§ = Ly (ao) + B3 J5(X, @) + B3Ja(X, 8s)

Nous montrons dans la partie 8 que les modules singuliers correspondent
aux (X, p) tels que Bj(A, p) = 0. Ces valeurs sont données par la formule (25).

Les theoxemes 3:1.(a), 3.2.(a) pour 6 & {-1,-3,-2,} et 3.3.(a) pour
6¢{ 1 ,—3,-2,— 5 —3} sont prouvés. |

Pour k = 4, un 1somorphlsme T: D - ’Dﬁm a une forme diagonale
(cf. la proposition 7.1) . La condition d’ equlvariance de T se traduit par le
systéme suivant : - »

7‘453(0, 77) = ‘7'2530\, N), 74,3;1(9, 77) = 7'1511()\, ﬂ)
7-4/63(:07 77) = TOﬁg()‘) /")1 TSﬂf(pv 77) = Tlﬂ?()‘v ,U)
Tafa(e,m) = 1085\ 1) T2l (o,m) = o5 (A, ).
Ce systéme n'admet de solutions que si A =-p ou A +n = —1. D’ou le

théoréme 3.4 (dans le cas non ‘résonant) poux k 4.

La restriction d’un isomorphisme T : Df , — Dk, A DY (k> k) est
un isomorphisme de D¥, et D, En effet la | proposmon 7.1 implique que
T envoie le sous—module DY G Dk " dans D’;m Ce fait montre. donc que
Iexistence d’un isomorphisme 7" : 'D,\ — Dkn, pour k > 4, est équivalente
Ad=poulr+n=-1(on pxend kK= 4) Cela implique que le seul isomor-
phisme de Vect(R)-modules D — Dl;m lorsque ¢ # -1, —— y =2, 0, —k,
est la congugalson d’opexateurs dxﬁex entiels.

Le théoréme 3.4 est prouvé dans le cas § # —1,'—%', -2, , ~k, m

8 Relation avec le groupe de cohomologie de
Vect(R) & coefficients dans Hom(F;, F;)

Dans toute cette partie on supposera § # —1, —%, =2+, ~k.
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Pour prouver la partie (b) de chacun des théorémes 3.2 et 3.3 nous util-
isons P’approche de la théorie de déformation (voir [5], [9], [19]).

8.1. Relation avec le groupe de cohomologie H!(Vect(R);
Hom(F;, 7;)) '

La différence entre I'action de Vect(R) sur D, et son action sur Sk
est représentée par une classe du groupe de cohomologie différentielle (ou
diagonale [7]) H*(Vect(R); Hom(F;, F;)) avec i —j € Z. Ce groupe est
calculé dans le cas de I’algébre de Lie des champs de vecteurs formels sur R
dans [6].

La cohomologie de Vect(R) intervient car le fait que, par exemple, (29)
soit une action de Vect(R) implique que J3 définit un Vect(R)-cocycle. De
méme, (31) implique que J; définit un Vect(R)-cocycle. Les autres Jn ne
sont en général pas des cocycles sur Vect(R) (voir [1],[19] et [9]).

Définition. Pour tout i € R on définit les applications C; : Vect(R) —
Hom(F;, Fi_;) par Ci(X)(a) = J}*(X,a) pour tout a = a(z)(dz)™* € F; et
X = X(a) o € Vect(R).

Lemme 8.1 ([9]). Cs et Cy sont des cocycles non triviaux sur Vect(R).

8.2. Démonstration des théorémes 3.2(b) et 3.3(b) dans le cas
§#—-1,-3,-2,--+,~k. Fixons k < 3.

Considérons, pour, X € Vect(R), Iapplication Tx : D* — D* définie
pour tout p € {0,---,k} par:

k .
Tx(4), = I (@) + X 60X a)) (32)

J=p+2
olt ] sont des réels indépendants .

Le lemme 7.1 implique que, pour k < 3, 7 définit une action de Vect(R)
sur D* plus générale que celle donnée par (23) .

Remarque. L'action T est en fait définie sur S¥. On identifie D* et S§
en tant qu’espaces vectoriels et, par le symbole sly-équivariant, en tant que
sly(R)-modules.

Des arugments fondamentaux de la théorie de cohomologie des algebres
de Lie (voir [7]) montrent que les deux Vect(R)-modules définis (pour p et
j donnés) par xJ = 0 et &} # 0 ne peuvent étre isomorphes que lorsque le
cocycle Cj_pt1 (j —p+1 =23 ou4 pourk < 3) est un cobord.

Le lemme 7.1 montre que les Vect(R)-modules (32) dans les cas

(1) 3 # 0,45 # 0,15 # 0,
(2) &3 # 0,k3 # 0,53 =0,
(8) k3 # 0,k = 0,K3 =0,
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(4) K = 0,15 # 0,3 # 0,
(5) k3 = 0,x% # 0,k3 =0,
sont non isomorphes deux & deux .

Prenons & présent & = 3] (6] donne par (25)), on obtient immédiatement

le théoréme 3.3.(b) pour § 74 1 -2,-%,-3. [ |

Pour obtenir le théoréme 3“2.(b) pour § # -1, ——g—, —2, il suffit de dis-
tinguer les cas nﬁ =0et k2 #0. [ |
Corollaire 8.2. Pourk > 3,le moduIeD,\M, telqued # —1,—5,—2,-+-,—k,

ne peut étre isomorphe & S"

Preuve. Il n’existe pas de A, u tels que 8§ = 82 = 3 = 0. [ |
Pour k = 2, cet isomorphisme est obtenu par une famille & 1-parameétre de

modules : D} _; = §2,_,. Dans ce cas, la déformation de 'action de Vect(R)
sur S est triviale.

9 Le cas des résonances; démonstration du
théoréme 1.1.

Dans cette partie nous allons classifier Les Vect(R)-modules D¥ , qui cor-
respondent & § € {-1, -—— —2,---,—k}. Ce cas est exeptionnel, nous mon-
trons qu’il est lié au groupe de cohomologie H'(sly(R); Hom(Fz, F.1-3)) #

{0}.

La partie (ii) du théoréme 1.1 est un corollaire de la proposition suivante :

Proposition 9.1. Si § e {- 1 —— —2,+--,—k}, alors D% s €st isomorphe &
Sk_» en tant que slg(R)—module s1 et seu]ement si D, est egal & 'un des
modu]es Suivants :
a)DLZ—l,—'—Z—l’ 1<I<k
b)le—x ! EID’zc—z 141 4 QSlSk-

53 T

2

Preuve. Soit 0, soit un symbole sla(R)-équivariant. La condition d’équivariance
de 05, par rapport a l'algébre affine implique ( cf. partie 5.2) que o, est

défini comme suit : .

8,(z) = > Yla; ’_p)

j=p
ou 'yg sont des constantes, 75 = 1 pour tout 0 < p < k.

Lemme 9.2. I'action (15) de Vect(R) sur D, donnée par les a;(z) est :

Ck .
ay(z) = L@y + Y g;’;dl(j_”"l)(m)X” + ( termes en X™ n > 3)
J=p+1
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avec “ G-2)
o = %7;;‘1(2>\—j+ 1) - %yg(25+p+j+1) ‘,

Preuve du lemme. Analogue & celle du lemme 5 2. n

Pour k et § fixés posons E* = {(p, §) tels que 0 < p<ketp+1<j<k}
et Ef = {(p,7) € E* tels que 26 + p+ j + 1 = 0}. Remarquons que dans le
cas des résonances EF n’est jamais vide.

Pour que o puisse étre sla(R)-équivariante il faut que le systéme suivant
aux inconnues vy} soit vérifié :

¢, =0V (p,j) € E* (33)
1l est facile de voir que si I’hypotheése :
H : (pj)eEset2A—i+1#0Vie{p+1,---,j}

est vraie pour un couple (p,j) € E¥, alors le systéme (33) donne 4% = 0 ce
qui est exclu car ¢ aurait alors un noyau non trivial.

Nous devons donc distinguer deux cas :

1) Si ITE,(2X — i+ 1) % 0 alors 3 (p,j) € E* tel que Hj est vérifiée. o
est dans ce cas non injective.

2)Sidle {1, --,k} tel que 2X\ — I+ 1 = 0 alors trois possibilités se
présentent : '

a) I %(26 +t) = 0 alors 3p € {0,-- -, — 2} pour lequel H est vérifiée.
D)%, 5(20 +¢) =0 alors 3p € {I,- -, k} pour lequel H est vérifiée.

c)(26+21—1)(25+ 2l) (26421 +1) = 0 alors le systéme (33) est résoluble
avecyh #0Vpe {0,---,k} car 'hypothése HJ n’est Ja,mals vérifiée. o ainsi

défini fournit donc l'isomorphisme de slg(R)-modules ‘D S"_ 5 dans les
cas suivants :
() 26+2-1=0,A=5letu=—1:

Dhay L ®8%,y, 251<k

D’%l’_,_};gsﬁ,, 1<I<k.
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Remarquons enfin que les modules (i) et (iii) sont conjugués :

Dbk, i, 2<51<k,

L =2
v 2 2 2
et que le module (ii) DY, _ 1. est autoadjoint.
2 2
La proposition 9.1 est prouvée. |

A défaut de symbole slo(R)-équivariant, nous allons définir dans la partie
9.3 une forme particuliere du symbole qui simplifie le plus possible I'action
de Vect(R) sur Df .

9.1 Classes de cohomologie H'(sly(R); Hom(Fz,F_2_1)) non triv-
iales. Le pxobleme d’isomorphisme des modules D% L est he, dans le cas
§ =—1,—-%,..., —Fk, au premier groupe de cohomologie H 1(sly(R); Hom(]-'%,
.7:__—1)) NOus montzons ici que ce groupe ést non trivial.

Lemme-définition. Les applications CF : sly(R) — Hom(Fz,
F_3-z) défi nies, pour tous a € C*®(R) et X € sl2(R), par

C3(X)(a(dz)™%) := X"a™ (dz)' 3 ; (34)
sont des sly(R)-cocycles pour tout n € N,

Preuve. Pour montrer que Cj est un cocycle, on vérifie aisement que la
condition : [Lx,C3(Y)] — [Ly, C3(X)] = C3([X,Y]) est satisfaite pour tous
X,Y € sh(R). ., | m

Lemme 9.3. Pour tout n € N, les applications C3 sont des I-cocycles non
triviaux.
Preuve. Supposons, par I’absurde, que la classe de cohomologie [CF] = 0.
Cela implique qu'il existe B € Hom(}"%,]-"_%_l) tel que C§ = dB . Soit
m . R
a€ .7:2, B est donné par : B(a ZB ,a® (puisqu’on considére les cobords

de la cohomologie différentielle de Vect(R ), [7]) od B; € C*(R) et m € N.
Ona:

dB(X)(@) =(Lx* 'oB - BoL%)(a)
= XY (Bla® + B;al*D)

=0

+EZ+1X'Y Bia® - ZB (Xd' ~ X’ )

3==0 =0
Le terme X"a™ a pour coefficient dans la somme ci-dessus :

() - 5(07)) -
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Cela est contradictoire avec dB(X)(a) = C3(X)(a) = (constante # 0)X"a™,
pour tous X € sly(R) et a € F3. Le lemme 9.3 est prouvé. ]

Remarques. (a) Les résultats de cette partie ont été généralisés dans un
travail récent [16].

(b) Seuls C et C} sont des Vect(R)-cocycles, ces deux exemples sont
donnés dans [6].

9.2 Déformation de sl;(R)-modules

Dans cette partie nous appliquons les cocycles C%, définis par la formule
(34), pour construire une déformation non triviale du slo(R)-module : S§.
avec 6 = —1,—3 ... —Fk.

Deﬁnltlon Soit l’apphcatxon Tx : Sf — Sk ot X € slp(R), définie par :
Tx (& Zaz(:r )€Y = €° Ea )€, avec

=0 =0
aX = L3 (a) sii<—-2—k—1ou i>—6—1 35
aX = L% (@) + a3 X"al P s —20-k-1<i<—6-1 (35)
olts=—-20—¢—1let
&= ga:-l(z,\ —s+1), (36)

(o est donné par (18)).

L’application 7 définie par (35) est une action de sl2(R) sur S¥ : c'est
un corollaire du lemme 9.3.

Notation. On note M} , le slo(R)-module défini par la formule (35).
9.3 Symbole normal

Lemme 9.4. Dans le cas § € {—1,—%,--.,—k}, il existe un isomorphisme
de sly-modules

k
e = M,

k
A~ A=8Y a)¢

i=0

-~k
UA»I‘ * DA

donné par G,(z) = ZCP “P)(z), avec
l=p

cz=&(§$ﬁl¢ si —28-k-1<p<—6-1
TO6E) T e

G=d sip<—-20—k—-1loup>-6-1,
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ol o, est donné par (18) et s =—20 —p—1

Preuve. Posons, pour tous A € D* et X € Vect(R),

Fau(LY*(4)) = 5‘52&"(&7

=0

Une preuve analogue a celle du lemme 6.1 montre, qu’en termes des &;(z),
Paction de Vect(R) sur M , est donnée par :

= L5P(a,) + §j XTI (X,8;) sip<—20-k—1
j=p+2
oup>—-5—1

= L7 (a,) + apX"a{ >~V
k
+ Y I (X, a)  si —20-k-1<p<—6-1,
j=p+2
ot xJ sont des fonctions en (A, u) et &, donné par (36) avec s = —20 —p— 1.

Si on prend X dans slo(R) la formule (38) devient :
Fu(adL3(4)) = Tx(4) ,

ot T est définie par la formule (35).
L’application &, est donc sly(R)-équivariante. Le lemme 9.4 est démontré.

u
~ Nous prouvons dans ce qui suit qu’il est possible de définir un symbole
normal unique (& normalisation prés).

Lemme 9.5. X5 (donné par (38)) et ¢ (. donné par (37)) vérifient la relation
.suivante : v

X_IJ’; J > 3
i 1_Zp;2( iq sijzp+
%g; — ((mz-z)/\ _ (p-;Z)) + ((ml-z))\ _ (p;—2))<£+1 _ (p+ 2 +5)C§’+2 sip>1
P
oA+ @ -G -4 0E
) (39)
ot - . N ‘ N+ [ .
g = (g +@Or-O(3Hg )

-((7) -G +a(7)g
et 67 donné par (24).
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Preuve. D’aprés la formule (38) le coefficient de X"’dg-j"” _2)(:5) dans
J

GX (j > p+2)est );— et ce car J 1”;151(X, ;) = Og;X"’dgj"’ =2 4 (termes en
P

X n > 4).

Remarquons qu’il n’y a pas de termes en X, X’ car j —p+ 1 est toujours
> 3et, sim >3, JA7(X,a,) =0 pour X € slp(R) (cf. partie 6.1).
J
Calculons & présent >6<’ Pour cela remarquons que les coefficients de

X 4
X”’~ G2 (g ) et de X”’ U= (1) dans & X sont égaux car 4;(z) = a;(z) +

Z <—l (l—J)

I=j+1

On a d,(z Z ¢talP(z), ce qui donne &X(z) = ng(al )P (), o
l=p I=p
aft est donné par (15).
Il suffit maintenant de sommer tous les termes en X"a (’ = (z) pour
X]
trouver =% :
%

J
== -5 cg sij>p+3
P r=p+2 P
Xp+2
i o+

La résolution de ce systéme donne le resultat enoncé. Le lemme 9.5 est prouvé.
|

Le symbole normal dépend du choix des ((3) .1, 1 asck qui jouent
un role arbitraire. Dans toute la suite, nous utiliserons le symbole normal
défini de fagon unique (3 multiplication par constante prés ) en imposant
aux (¢ s)p <o —p1-20<k 12 condition suivante :

(2) si s > p+ 2 on choisira ¢; tel que xp =0,

(b) si s =p+ 1 on choisira (P de sorte & annulex le premier terme de la
séquence suivante oll le coefficient de {5 est non nul :

s+2
Xp

Remarquons que ce choix est possible grice au lemme 9.5.

3 S 3
) Xp—29 Xp—~3: """ 1 Xo-

10 Preuves des théorémes de classification :
le cas des résonances.

L’existence et l'unicité du symbole normal nous permetteront, par une
démarche analogue & celle suivie dans les parties 7 et 8, d’achever les preuves
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des théorémes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4 . On supposera toujours que 6 € {—1,—3,
=2, -, ~k}.

Lemme 10.1. Soit T : D’,{’” — 'Dsm un isomorphisme de Vect(R)-modules,
alors T est diagonal en termes de symbole normal.

Preuve. Analogue & celle de la proposition 7.1. |
Soient A € D, et Gx,(T(4)) = ¢k jal(z)¢ le symbole normal
de T(A) . Le lemme 10.1 implique qu'il existe des constantes 7o, -, 7k

(dépendants de A, i, p,n) telles que a; (z) = 7;d;(x), pour tout i =0, -, k‘,
Cela se traduit, en écrivant ’équivariance de 7', par le systéme suivant :

WX ) =Tid(em) (41)

pour tous p € {0,---,k} et j > p+ 1. Les XZ étant définis pour j > p+ 2
par (38). :

Notation. On note dans le systéme (41) et dans toute la suite

ptl _ 78 > 7 Y A - Y
pe o st —20—k-1<p<—-6-1, (@)
Xt =0 si p<—26—k—1oup>—6—1 ,

ol &; est donné par (36), avec s = —20 — p -1,

10.1 Isomorphismes de Vect(R)-modules en termés de symbole
normal

La résolution du systéme (41) montre que les isomorphismes de Vect(R)-
modules T : D§ , — D~ dans le cas résonant (en termes de symbole normal)
sont un prolongement (sauf pour (k,8) = (3,—2)) des isomorphimes dans le
cas non résonant (en termes de symbole sly-équivariant). En effet :

(1) si k = 1, un isomorphisme T : D}, — D5, est obtenu en prenant
(&7 (z),af (z)) = (@:1(z), Edo(x))‘ Cet isomorphisme prolonge le cas non 1éso-
nant (27). Le théoréme 3.1.(b) est prouvé dans le cas A # 0. |

(2) Si k = 2, on obtient un isomorphisme T : D, — D3, en prenant
dans (41) : '

To =

s 2t

YTt +1 (43)
plo+6+1) ' '

=X+ +1)

Remarquons que la formule (43) est un prolongement de la formule (28) avec
le coefficient 7 fixé.
Le théoréme 3.2.(a) est démontré. u

(3) Si k = 3, 'isomorphisme (30) se prolonge au cas résonant pour tout

5=—1,-3,-3, -3,
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Le cas § = —2 est particulier car les isomorphismes du cas non résonant
ne se prolongent pas au cas résonant. Cela vient du fait que la condition
d’équivariance d’un isomorphisme T : D} , — D3 implique (pour § = —2)

n_2-1 n_ 3p°—3p+1
m 2A—1" 71 3N -3\+1
o _ple—-1) 7 _ plp—=1)(2p-1)
. AMA=1)" m AA-1@rx-1)

Ce systéme n’a de solution que si A+ p =1 (fe. A+7n = —1) ou A = p.
Cela implique que, dans ce cas,le seul isomorphisme est la conjugaison. Le
théoréme 3.3.(a) est prouvé. |

(4) Si k = 4 Le systéme (41) n’a de solution que si A +7n=—-1ou A= p.
Le seul isomorphisme de Vect(R)-modules est la conjugaison d’opérateurs
différentiels. Le cas k > 4 se déduit du cas k = 4 (cf partie 7.2). Le théoréme
3.4 est prouvé. 0

Remarque. Le cas résonant § = —2 semble étre particulierement intére-
ssant. Déja le module des opérateurs d’ordre 2: ’D"l”_ 3 est le premier module
des opérateurs différentiels étudié dans les travaux 2classiques“ Nous avons
prouvé que pour les opérateurs d’ordre 3-la fammille des modules D;"\y 3o €st

complétement différente des autres cas réonant.
10.2 sly(R)-modules particuliers

Fixons k < 3 et reprenons 'action (32) -en-la -modifiant, pour les entiers
p vérifiant —26 —k ~1 < p < —6 — 1, de la fagon suivante : Tx(A), =

L3P (ap) + KEHLX"a~PY) + Z KN (X, a;), avec s = —26 —p— 1.
j=p+2
Posons k7 = xJ. Nous sommes maintenant en mesure d’affirmer que deux
Vect(R)-modules Df’\’p et ’Dﬁm définis, respectivement, pour p et j fixés, par
K% # 0 et 7 = 0, ne sont pas isomorphes .

En effet, supposons, par 'absurde, T un tel isomorphisme. Si j > p+ 2,
la non-trivialité de C; et Cy (voir la partie 8) contredit l'existence de T Si
j =p+1, il est évident que T réalise un isomorphisme entre ’Di,ﬂ et Dﬁm
considérés comme slp(R)-modules.

Des arguments analogues & ceux utilisés dans la partie 8 montrent que,
dans ce cas, les cocycles C3 définis par (34) sont des cobords sur slo(R). Cela
est en contradiction avec le lemme 9.3 .

Nous pouvons procéder maintenant comme dans la partie 8 : & chaque fois
que nous fixons § dans {~1,~3, -3, -3} (rappelons que pour § = —2 tout
module D3 u €st singulier, voir le paragraphe 10.1), p dans {0,1,2} et j >
p+ 1, nous obtenons un module smgulxer de la table suivante qui couespond
a xp =0:
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= — =3 =3 =—
s=-1| 6=-% 5=} 5=-3
Di s D2
3 4’ 4
Di_s
4 4
3 3 ~ N3 3 o D3
DO,—I D%,_2 =3 Dl,-—% DO,—3 = DZ,—I
3 o D3 D3 [ 3 3 ~ 3
Do—g = D1 | Dt ® Dog | Prygnng  Pigag

On vérifie facilement que chaque module de la table ci-dessus s’écrit sous
I'une des formes (1), (2) ou (3) du théoréme 3.3.(b).

Le théoréme 3.3 est prouvé. ' |

On achéve la démonstration des théorémes 3.1 et 3.2 par une méthode
analogue. On obtient la table des modules singuliers qui correspondent &
x4, = 0 pour les opérateurs d’ordres 1 et 2 :

s=-1| §=-3 §=-2

|
Njes

9
N~

D§_; | D2 5 = D?%

2 . o~ o2
D§a = Df 4

La classification des sl(m-1)-modules D} , sur R™ (m > 2) a été obtenue
-dans un récent article de P. Lecomte [17].
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