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MOYENNES. ET QUOTIENTS DE TAYLOR DANS BMO

C. CARTON-LEBRUN et M. FOSSET

Réswne. soit Y¥€LT0,1], P >0, Nous dsmontrons que 1'opérateur de moyenne
£f > /o £(tx) P(t) dt est borné de BMO(R) dans BMO(R) et commute sur BMO@) avec la
transformée de Hilbert duale H. De plus, si f et sa kidme d&rivée distribution-
nelle £k appartiennent a BMOCIR) et Zk [£f] désigne le polyndme de Taylor d'ordre
k=1 de f en z8ro, alors. Qf = x K (f- % [f]) appartient 2 BMO(R) et HQf = QHf +
constante, pp. Nous mentlonnons ensu1’fe une généralisation relative 3 certains
opérateurs de moyenne sur BMO@™).

1. NOTATIONS

-

“Pour les fonctions f appartenant & BMOGRn), n = 1, nous utilisons la norme

suivante :

£l n, = sup_ m |f-mEf,
' moa® " (B o 17 %

P - n ~
ol la borne superleure est calculée .sur tous les cubes de R et oll -

ngg = lof™! /1, 800 ax.
. L'espace HéGRn), n =1, est, coome dans [ 2], le sous-espace dense de HIGRn)

constitud de toutes les fonctions de ¥ dont la transformée de Fourier est 3 sup-
port compact disjoint de l'origine. La notation de dualité < g,y > est souvent
utilisée dans la suite au lieu de [g¢ dx, lorsque g& BMOORn) et (pEHéCIRn).

Pour abréger 1'8criture et lorsqu'aucune confusion n'est possible d'aprés le
contexte, nous &crirons Iespectivément BMO et Hé au lieu de BMO(R), HéGR).

Les constantes arbitraires seront notées Cte.

La transformée de Hilbert sur HéGR) ainsi que la transformée duale de celle-

ci sur BMO(R) seront désignées par H.

2. THEOREME

a. Soit Y€ L°°[O,1], p=0et? : £ ‘/'(1) f(tx) y(t) dt. Alors, P est borné
de BMO(@R) dans BMO(R) et HP = PH sur BMO(R).
b. Si £fE€BMOM) et f(k)GBMOGR), ofll f(k) désigne la dérivée distributionnelle

d'ordre k de f, alors Qf = x—k (£ - ‘Ek__l[ f]) € BMO et HQf = QHf + Cte, pp.
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Démonstration. -al. Soit £€BMO. Pour tout t > 0 et pour tout intervalle
QCR, on a

mQ[f(t.) - m, £Ce) | < BECe)lgy = Ml s

d'oll, par intégration et application du théor&me de Fubini,
1 )
- < .
(1) mQ(./o]f(t.) mQ £(t) | Y(r) dr) "f"BMO byl
L'intégrale intérieure existe donc presque partout. De plus, comme

1

LloCGR), 1'int8grale fé £(tx) P(t) dt existe aussi pour presque tout x€R.

fe€

En conséquence,

_ ol
aQ (£) = ‘jo mQ £(t.) Y(t) dt

a un sens et, comme IfIG BMO, 1l'expression aQ (ff[) existe &galement. De cette
dernisre remarque et du théordme de Fubini, on déduit que aQ (f) = mQ Pf. Dés

lors,

ng[P£ - m P <m Uy lEce - my £ | b(e) de)

et de 1'inggalité (1), il résulte que PEE BMO et IPEly <I anMOWIIw.
a2. Pour démontrer la propriété de commutativité&, on remarque que, pour tout
@ GHI,

< HPf,p > = =<Pf,Hp> = ~ f]R Pf He dx.

D'aprds ce qui précdde, P (|f])EBMO. D'autre part, |Hp|est bornée et
rapidement décroissante & 1l'infini. D&s lors, le théoréme de Fubini est appli-
cable au dernier membre et, par conséquent,

<HPE, 9> = - J§ [ £(tx) By () dxl ¥(b) dt
= fé [GR HE (tx) ¢ (x) dx] ¥(t) dt,

pour tout ¢ € Hl, ol 1a dernidre &galité résulte de la commutativité de H avec

les dilatationg positives.

Vu que P(|HE}) € BMO, les intégrales contenues dans le dernier membre de
cette 8galité peuvent &tre permutées, ce qui entraine

<HPf,¢ > =<PHf,p > V«pEHl,
d'oli la propriété de commutativité annoncée.
b. Si £fEBMO et f(k)e BMO, ol f(k) désigne la dérivée distributionnelle de £,
alors fe ¢! et £(x) = g, [+ = Pf(k),
oli P est l'opérateur de moyenne correspondant & la fonction
v =& -yt a- ol

D'aprés la partie a du théoréme, on a donc Qf& BMO et HQf = PH (f(k)) + Cte,
pp.

D'autre part,

H (f(k)) = (Hf)(k) + Cte, pp.

Ceci ré8sulte de 1'8galité

<H (f(k)),<p > =<(Hf)(k),go > yp€H
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et du comportement 3 1'infini des fonctions appartenant 3 BMO.
On obtient donc
HQf = P (Hf) (k) + Cte = QHf + Cte, pp.
Remarque. Les propriétés de base utilisées dans la démonstration précédente

‘sont contenues dans [2].

3. UNE GENERALTISATION A DES MOYENNES APPARTENANT A BMO(]Rn)

Il est possible de vérifier que les arguments successifs intervenant dans la
démonstration de la premid@re partie du théoféme précédent s'&tendent au cas plus
général suivant :

Théoreme. Si t'™ Y(t)€L70,11, Y >0, alors P : £+ f £(tx) Y(t) dt est borné
de BMOGRn) dans BMOGRn) ét TP = PT pour tout opérateur de Calderon-Zygmund T dé-
fini sur BMOCIRn) par la relation de dualité <Tf,p > =<f,'\f‘p >, ‘pEH(l) CIRn), ol
§¢ =K % ¢ au sens des distributions, K v(x) = K(-x), K(x) = le—n Q(x) avec
aec” GR \{0}), homogéne de degré.zéro et de valeur moyenne nulle sur la sphere
unité de R".

En particulier, P commute avec les transformées de Riesz sur BMOGRn).
Remarques. 1. La démonstration de la propriété de commutativité TP = PT ci-dessus
fait appel 3 la propriété de différentiabilité du symbole de 1'opérateur T démon-—
trée dans [ 1] (Voir aussi [3]).

2. Une variante du théor2me précédent s'énonce de la maniére suivante :
si yp€& tHo,11, P 20 et si f€ BMOR™) est intégrable localement sur pxesque toute
droite contenant 1'origine, alors Pf € BMOR" ).
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