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SUR L’ESTIMATION ERGODIQUE DU TEMPS MOYEN
DE PRESENCE DANS UNE FILE D’ATTENTE

(DEUXIEME NOTE)

par M. FRATTURE

0. INTRODUCTION

Nous reprenons les données et les notations introduites dans la premiére
note ([3]) en considérant cependant le cas particulier ot le nombre de clients
par grappe esb constant et par conséquent ot le coéfficient de variation du nombre
de clients par grappe, OV, est nul. Nous avons done :

=y, ve=12, v3=13 w=i

Nous allons calouler la valeur du coéfficient de € dans le développement
asymptotique de R(c) . €? lorsque € tend vers zéro (c.-3-d. la valeur du coéfficient
de R,(p) (1 — p)? lorsque p tend vers 1, étant donné le changement de variable

p=1—c¢).

1. CALCUL DE o
1 —ceus + vid

FegWy = 2%
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var, Wy =

vare(s ¥ Ky) =
62y = vareg Wy -+ varg(s % Ky)

2 %3 2 %3
3v2A42 L e (4— — 2v2f — 65 ) - O(€2)
®1 3

12¢2

2.0. PRELIMINAIRES

Les matrices N, N1, K, KL, (Nt — K)* et (K2 — N)™* ont été introdui-
tes dans la premiére note ({3]).
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Nous nous bornons & donner leur valeur dans le cas particulier ot OV, = 0.

N=]| v v2 v3 S
0 v2 3v3 Tvd
0 0 v3 6v4
0 0 0 vi o
N1=]| 1 1 2 6
v v v v
1 3 11
0 7 o v
1 6
0 0 v B
0 0 0 i
1—¢ (1 —e)ng
o = by =
y v d
1 — e (1 — efing
oy = & &) g L= &) na
2 v %3 4 v ud
K=|1—¢ (I —€)2x (1 —ePBxs (1 —e)tns
v vE 2 v3 38 v ud
0 (1 —¢)p 31 —ePBus 41 —e)g | 3(1 —e)tud
v2 v3 %2 vi 5% vt u$
(1 —ep B(1 — ) xa
0 0 T e
v8 vt %2
1 el
0 0 0 ( 45)
v
Ki=] v Vo (1
*
1—¢ ®2(1 —€) *
v2
0 — *
T —ep ¥
0 0 *
0 0 0 *

(1) L’astérisque dens une matrice indique un élément non nul qu’il n’est

nécessaire d’expliciter.




2¢2

#(1+5) + 0

0 2e * *

0 0 * *

0 0 *

avec
[~ %3
v3 A2—|—e<—15A——4—{—223—|— >:|—|—O(z-:2)
| ©1
°= 6e3
®2 %3
4 3 2 _ 22 3 Of(e2
i v |:6A + ed (ISA 19 -3 = 2‘x4 — b4 A - +8 VZ}(%):‘ + O(e?)
B 8¢t
-1 _ N1 —
KE=NE= Ao (3 +1)+ o
—
*
ve 2ve? *
1— 3; + O(e?)

0 2ev2 * *

0 0 * *

0 0 0 *

Les calculs des 8 sont assez lourds. Pour simplifier la rédaction nous nous limi-
terons & énoncer les résultats, en indiquant éventuellement certaines étapes
qui nous semblent importantes. Pour le détail des formules, il suffit de se

reporter & [3].

2.1. O0=—
€

vZig A 4+ evng <1 — —) + O(e?)
2e2

2.2. Og1 =

<2A — 4 = s> + O(e?)
w3
253

2.3. 0Op0—

2.4, CALCUL DE O

(2) 0(52) 0(82)

2’ 2’

- %
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. x2 xf 3 |T
(2)_'0, -
(3) — Avwna 4 O(e).  Av(xe -+ »3) + O(s)
o 42 ’ 42
A3 2) 4 0@ 2 (1—2%) 4 o]
e e + 06 2 (1 %) + o
4¢2 ’ 4e
1) — 0O(e?) 0(52) Oe?) vin2(1 — )2 |T
)=l - 'V I
(5) — | Av(vuee -+ x3) + O(e) Av(vx? -+ 3xg) + Ofe)
o 4e2y ’ 42 ’
2
AvwE + ¢ <2vx% + 6xg — 51‘2’}{1) -+ 0(52) ey <1 — —> -+ 0(52)
4¢2 4e
Av(xg + viaxg) 4- O(e ) Av(v + 3xz) + Ofe)
462){1 4e? ’
Al T
AviZ + ¢ (4}{2 + 2x3 4+ 2ve2 — 3 > + O(e?) »3(1 — —> -+ O(<?)
42 ’ de
7 — ' O(e?) O(e?) O(e?) %31 —¢g)|T
()= e e e 2
(8) — Avra + O(e) Av(xa + %3) + O(e)
B 4¢2 ’ 42 ’
T
AvE + ¢ (— ’-‘iAlx_l + 32 + xl> 4+ O(e2) x <1 — —> -+ O(=?)
4¢2 ’ 4e

Si nous notons
T
| a1, as, a3, a4

la somme de ces huit vecteurs, nous trouvons :

Av (2x2 + 2vig + 2 ’E> 1 Oe)
a = 1
42
Av(dxg + %3 + vu3) 4 O(e)

22

_ 24nE 4 e (— v -+ dug + 3xd) + O(c?)
o 2e2

o —
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_ 2%§ — Bude 4 O(e?)

“a 2e

Des lors
B0z = eX(N* — K) 1| a1, az, as, ag |*

- 3043vhe2

T 2465

eAv? 2 ogun? x_% %3

—+ 545 <24xz — 84vxy + 24vnd — 28v2E — 120 e -+ 32 V-l
2.5. CALOUL DE 6
(a) = xa(l —€) (g + %21 —¢) xll —¢) 0 T

o P 2ex1 2¢

’ g . Av € T
Av—{—e(—Z——z—i———l—Q——v 4 0(e?) 1+ 5+ O(e?)
H1 ng 2 2 0
(B) =7 |0 2¢? ’ 2¢ ’
3 e — 98 2
e + Pl T 8( Ve 2x1> + 06 wrd 4 Bxg 4 € (— vxf — Bx) + 0O(c?)
(©) = [ 2ex; ’ 2 ’
1 EX1
(1l — €)% 4 O(e?) 0 T
2¢e ’
A € T
wvld —¢ §+1 + O(e?) ny 1——2— 4 O(<?) ,

d)=10, i2 ) i » 0

Dés lors

“©3
®2 4 vx2 + ” + O(e) 2A4vxZ + (6xz + 4x3) + O(?)

— AT(NF1 — K1
01,1 = ei(N K o o
3a(l — €) + O(e%) 0 T
2¢ ’
2
242343 + eV? (— Bug — 6 i(% —wd + x4 X2 + ﬂ) + O(e?)
) . N5 \ X1
L 2edyy
CALCUL DE R &%
2
2A43v6x2 - eAVS [ — Tug — 8—}% —wd + 3 %2 —i—ﬁ + 3x%> .
g v v O(<?)

200,1 00,1 01,1 = 5o + >
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A2 | 2sAv5< — 2x9 —l— - -2 > + O(g?)
4¢7

1543v6x%  edvs 19 %2
T12e7 12¢7

08,0 00,2 — 201,0 00,1 01,1 + 034 020 =

6(2),1 62,0 =

6%,1 60,2 = —42}{24—12}{% — 14\)}(% —I— 16 —> -+

2
6.43v6y2 |- cAV5 (— 12%5 — 24;% — 8wn§ + 10—~> + O(e?)
1
12¢7

2
353242 + g3 <4 »_ 2v2¢2 — 6 %) + O(?)
X1 ®y

2 03 __
°'W91,0—

12¢5
Etant donné que

Ho 0 V2
orvz, == — s

0 yyed v

nous obtenons le résultat final
. 20Vh, — V’;—i%
R e =24y — ey |:§ (142072, -+ 3 W—J + O(?)

ce qui peut se traduire par
lim (1 — p)2Ro(e) = 2v(1 + V)

e>1
(démontré déja dans [3])
et
o0VE, 2B
. 2u(l + OFZ) — (1 — plPR,(p) _ 4 o T o
A; = lim oL 2 = _ vy (12072 1
Yo I—o gV (11 20Vi) +3 14 CV%,

D’aprés une analyse numérique de Ay, H. Breny ([1] p. 47) avait conjecturé
que, dans le cas particulier ott CV, = 0,

Ay = gv(l +20V2,);

c’est 14 le premier terme de I’expression trouvée ci-dessus.
Cependant le terme correcteur

4 %3
— 3 1307,

qui doit en réalité étre ajouts a — v(l + 20V%,) pour obtenir la valeur du coéfficient

de ¢ dans le développement asymptothue de R, e?, s’annule dans tous les cas
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numériques envisagés par H. Breny pour établir la formule (dans tous ces cas on
a la relation

2%% = Az¥X1

qui annule B). La formule donnée dans [] reste donec valable dans ces cas parti-
culiers.

4, MISE EN NOMBRES

Pour vérifier Iexpression de 4; nous avons calculé explicitement

R,

Bl — o

A= 20+ OV — (1~ PR
—@

pour des valeurs de p de plus en plus voisines de 1 et pour différentes distributions
du temps de service d’un client et du nombre de clients par grappe (constant dans
le cas envisagé ici) & savoir :

En ce qui concerne le nombre de clients par grappe :

I:v=1 V:v=5H
II: v=2 VIi: v=26
IIT: v=3 ViI: v=10
IV:v=4 VIII: v=25

En ce qui concerne la durée du temps de service :

A. distribution rectangulaire entre 0 et 2 :

w=1 % = 0,33333 x3 =0 ng = — 0,13333
B. %y =3 %y = 1,33333 xg = 0,00003 xg = 2,13349
C. distribution rectangulaire entre 2 et 4 :

=3 %z = 0,33333 »g = 0,00003 g = — 0,13348
D. x1y =25 x=191666 »xg = 1,50006 x4 = 0,14145
E. xg =35 wnp = 241666 xg = 6,75007 g = 29,49123

Les caleculs montrent que la limite de Asy pour p tendant vers 1 coincide bien
dans tous les cas avec sa valeur obtenue & partir de la formule 4;.

Tl faut remarquer que la variation de As. n’est pas toujours monotone et que
. P
A . ., e,
Asy peut 8tre croissant ou décroissant a la limite.

Donnons trois exemples typiques.

IT A (cas non monotone)

e =010 025 040 050 0,70 085 0,9 095 0,98 0,995
Asy = 3,6179 3,6747 3,6980 3,7 3,6811 3,6535 3,6425 3,6310 3,6239 3,6203
' A; = 3,6190
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V E (cas monotone décroissant)

o =010 0,25 0,40 0,50 0,70 0,85 0,90 0,95

Asy = 9,0169  8,4418 8,0380 7,8299 7,5104 7,3206 17,2760 7,2281

o =098 0,99 0,995 0,999  0,9995 09999  0,09995 0,99999

Asy =17,2004 7,914 7,870 17,1834 7,830 7,1826 7,1826 17,1825
Ay = 7,18253

ID (cas monotone croissant)

o =010 0,25 0,40 0,50 0,70 0,85 0,90 0,95

Asy =1,7346  1,8844  1,9980 2,0578 2,1402 21771 2,1856 2,1926

o =098 0,99 0,995 0,999  0,9995 0,9999  0,99995 0,99999

As; =2,1960 21971 21976 2,1980 2,1980 2,1981 21981 2,1981
4; = 2,1981

L’ensemble des calculs a été effectué sur lordinateur « IBM 360 » du Centre

de Calcul de I'Université de Liége & partir d’un programme établi par H. Breny.
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