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CONGRUENCES NON w DE DROITES DONT LES COMPLEXES
DE WAELSCH NE DEPENDENT QUE D'UN PARAMETRE

C. READ--DERCHAIN

Chef de Travaux a I'Université de Liége

ABSTRACT

We characterize with respect to Cech classification the non—{l rectilinear

congruences whose Waelsch complexes depend on one parameter.

1. INTRODUCTION

Dans de nombreux travaux apparaissent des congruences W de
droites dont le complexe linéaire osculateur dépend d'un seul para-
métre [2][*1[°].

Dans le cas des congruences non W on ne dispose plus d'un com-
plexe osculateur. Aussi peut-on se proposer de traiter un probléme
analogue, mais 3 propos des complexes de Waelsch, confondus avec le .
complexe osculateur dans le cas des congruences . On connait. quel-
ques résultats 2 ce sujet [ ®]; toutefois aucune &tude systématique me

semble avoir &té faite : c'est l'objet de ce travail.

2. Considé&rons dans l'espace projectif P3 une congruence non
et non parabolique de droites (L) ‘engendrée par le rayon A1A2 ol
les points A et A désignent les foyers de AIAZ’

1 2

Soient A1A2A3 et A1A2A4 respectivement les plans tangents aux

surfaces focales (Al) et (A2); soient aussi A1A3 et A2A4 les

transformés de Laplace du rayon A1A2 de la congruence (L).

Dans ces conditions, en utilisant les notations de Cech [! ], les

déplacements du tétraddre A1A2A3A4 vérifient

a; = wd A, , i=1,2,3,4 (E)
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o 420 - 1
1 * Wy = s wl = (xlwz s wz = ozzwl ,
4 3
w3 = By 5 o0y = Byuy s
si on introduit les notations
3 4
W] =W s Wy = Wy .
Particularisons les points A‘3 et A4 sur les rayons transfor-
més de Laplace de A,A de maniére 3 les situer sur les suxfaces fo-
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cales de :ces rayons. On a dans ces conditions

2 _ T _
W, = A Wy o, W, = UL, . v (1)

de sorte que le syst@me (E) s'Bcrit

B 1
dAp = WA oA, v 0y,
dA, = G, 0w, A+ sz + w,A, (E")
2 2711 2772 274° ‘
dA, = QIA +  Aw,A, + w3A + B, w,A
3 371 172 373 271742
dA, = oA, +  wlA. + B.w.A, +  wiA
4 271 472 17273 - 474"

Rappelons que la congruence - (L) est W si et seulément si
oo, = 8162 = 0.

‘ Désignons par [ik] 1'image dans l'espace de Klein de la droite
AiAk dans la repfésentation de Klein-Pliicker des droites de P3 VSur
1'hypexrquadrique Q de PS' Au tétraddre mobile A1A2A3A4 est alors
associé& un repére de P5 "dont on peut trouver les déplacements [%1.
Les complexes de Waelsch associés 2 AIAZ ont pour image dans P5
les points [ %]

Wl = 61[13] - a][24] s w2 = a2[13] - 62[24] .

3. En:général les points wl et WZ décrivent des surfaces dans

P et les complexes de Waelsch dépendent de deux param@tres.
Un calcul simple montxe que

dW1

(a8, +8) (w40 I 13] = {do +a, (witw})}[24]

+ {A61w1+uu]w2}[12] + wl(SIBZ—alaz)[14] s
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aw, = {da2+a2(w}+wg)}[13] - {d82+62(Q§+w2)}[24]

+ {Aoczwlwszwz}[ 12] = w,y (B By=0 0,)[ 14]

Le point WZ décrit une courbe si et seulement s'il existe un point

* .
W1 tel que pour tout wpsw, on ait

dW, = hW, + b W
Wy = bWy + by

* .
wlwl sera alors la tangente & cette courbe. En particulier, les

points A = dW] pour w, = 0, B = dwl pour W, = 0, doivent &tre
alignés quels que soient W, et w,. On a si wy = 0
A= aw, = (a8, +8 (wl+wd) I 131 - {da,+a, (w2s0*) (247 + v w,l 121
1 1'71°71°73 : 1771727 172
6n a si w, = 0

aw) = {a8 8, (I N 131 - {da o, (Wir 241 + AByw [ 12] +w  (B;8,=0,0,)[ 14}

=
e

si Mo # 0, A est situé dans le plan [13][24][12] et n'est pas: .
sur la droite [13][24]; B ayant toujours une composante non nulle
sur [141] (6162—a102¢0), le point ‘B ne peut pas appartenir au plan
[131124][12] de sorte que si o, # 0 les trois points Wl,A,B ne
peuvent &tre alignés.

Supposons doré&navant poy = 0.

Posons
_ 1,3 . 2 4in,
v = dg; + Bl(wl+w3) , P o= {da1+al(w2+w4)},’

¢ et P sont des formes différentielles en w, et w, qu'on &crira

$ S et 90y s V= B0+ Py, (2)
d'ot
dWl = w1{¢1[13] + ¢1[24] + (8152‘01&2)[14] + XBIIIZ]} + w2{¢2[13] + ¢2f24]};

s m1==\0 et  compte: tenu du fait que A appartient 3 la droite
13124l lorsque Ha, = 0, les trois points W,,A et B ne peuvent 8tre
alignés que si pour wy = 0 A coincide avec W1 ce qui arrive lors-
que

P2 Y2 (3)

B -a,

—

1
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* *
et on a dans ces conditions dW] = hw1 + h w1 .

Supposons alﬁl # 0, ce qui implique p=06u de fagon équivalente

wi = 0. (%)

De plus, les conditions d'intégrabilité [l] s'écrivent ici

A

2 2 1 4 _

03 A e+ {dojra, Quymeme,) )t A wy =0,
1 2.3 . 4 _
w, N oo+ {ag,+8, (wy+wy 2w4)} A w, =0,

ou encore si l'on tient compte des relations (1) et (4)

do
[{——l + (Zwi—wi—wi)} A w o,

Otl 2
ag k
1 2,3, 4 _
[_6_1_ + (wy*wi-20,)0 1 A w, = 0,
qui entrainent
do 4R
1 1 2 4 1 3 .
('ET _61-*‘*’2”‘*’4"‘”1“*’3)/\“2‘0’
ou encore
do 2 dg ’
(-—&]—+w2+w4)/\w2=(—w+wl+w3)/\wz,
soit, compte tenu des relations (2),
4 (g
AR (s

L'examen des relations (3) et (5) conduit alors 3

o Y
b4
By %y
ou encore
aB do
1 1 3 9% 2 4
T B twy Ty
c'est-3-dire
kit At AT S S DU
B, o 2 4 1 3}

par dérivation extérieure, on trouve alors
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(6182 - a]az) w, A w, =0

et cette relation est impossible lorsque la congruence (L) est non
w.

_En conclusion, le point WI ne peut pas décrire une courbe si
QIBI #* 0.

De fagon analogue, on pourrait montrer que le point W2 ne peut
pas décrire une courbe lorsque aZBZ #* 0.

En résumé, les complexes de Waelsch d'une congruence non { ne

peuvent dépendre d'un seul param&tre lorsque aIBl #0 et uZBZ #* 0.

4, Les seuls cas possibles 3 envisager sont les six cas suivants :
1 o, =0", a,8,8, #0 H 2) o, =0, 08,8, *0;
3) B =0, 00,8, 0 H 4) B, =0, aja,B; #* 0 ;
5) G, = a, = 0, 6182 #* 0 5 6) B1 = 62 =0, oy, #* 0.

Dans Le premier cas, onm a

W= 80131, aW, = {48+ (w0} 131 + 8w {A[12] + 8,0 141}

et il yient

WI décrit une courbe et le complexe de Waelsch associé dépend d'un
seul paramétre. o

Ce cas correspond aux congruences de type II dans la classifica-
tion de Cech [*] : 1a surface focale (Al) est non développable et la

surface focale (AZ) dégéndre en une courbe non rectiligne.
Le deux{Zme cas est analogue au premier; mais relatif 2 Wz.

Dans Le trhoisilme cas, on a

w1 = a][24] ,

. 2 4 . _
aw, = ; {doc1 + al(wz + w4)}[24] + ul{pwz[IZ] a2w1[141 s
il vient
*_ *
dw1 = hwI + h W];
W décrit une courbe et le complexe de Waelsch associé& ne dépend que

1
d'un paramdtre.
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* PR .
Ce cas correspond aux congruences de type II dans la classification
de Cech : la surface focale (Al) n'est pas une courbe et la surface
focale (Az) est une surface développable.

-

Le quatrilme cad est analogue au troisisme, mais relatif a W

-
Dans Le cinquilme cas, on a
Wyo= By 0131, W, = - B,024] ;
w1 et w2 décrivent des courbes et les deux comﬁlexes de Waelsch

associés & la congruence (L) ne dépendent que d'un paramdtre.
Ce cas correspond aux congruences de type V dans la classifica-
tion de Cech : les surfaces focales (Al) et (Az) dégénérent en

deux courbes.

Dans Le sixiime cas, on a

Wl = ~ al[24] R wz = a2[13] H

w1 et W2 décrivent des courbes et les complexes de Waelsch associés
4 la congruence (L) ‘dépendent d'un seul paramdtre.

Ce cas correspond aux congruences de type V* dans la classifi-
cation de Cech : les surfaces focales (Al) et (AZ) sont des déve-

loppables.
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