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Rifisumi

Dans cette note, nous démontrons d’abord quelques propriétés des lignes
principales d’une surface @ de Secre de S; (non développable et non para-
bolique). Nous établissons notamment qu’il existe trois types de propriétés
qui correspondent respectivement au fait gque 'hyperplan osculateur & la
surface en son point générateur dépend de 0, 1 ou 2 paramétres essentiels.
Ensuite, nous donnons une interprétation géométrique de la relation de
liaison entre tangentes conjuguées de seconde espéce par l'intermédiaire
de la notion de groupe polaire relatif aux tangentes principales. Finalement,
nous donnons les conditions nécessaires et suffisantes pour que, dans un
double systéme conjugué de seconde espéce, I'un des systémes de courbes
soit indéterminé.

1. Considérons dans un espace projectif & cing dimensions une
surface ® de SEGRE du type non parabolique (voir par exemple [7]
ou C. SEarE étudie ces surfaces ou [8] pages 736 & 740 dans lesquelles
A. TERRACINT rappelle les définitions essentielles). Nous désignerons
par x le point générateur de cette surface et nous représenterons

) o 1 nte ox ox 02x 0%
par xy, Ty, Tyu, Ty, ... eHC. les points a—u, _87), auz’ auav’
u et v sont les parameétres de référence de la surface. Nous utiliserons

5

ete., ol

encore la notation (n, ¥) au lieu de Zmyi ot ety (5= 0,1,..., 5)
i=0

sont respectivement les coordonnées tangentielles de 'hyperplan 7

et les coordonnées du point y. La condition nécessaire et suffisante

d’appartenance d’un point y & I'hyperplan 7 est donc traduite par

(n,y) = 0.

Présenté par F. Jongmans, le 17 décembre 1964.
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2. 11 est toujours possible de choisir les paramétres de référence
de la surface (x) pour qu’ils correspondent aux courbes caractéris-
tiques de cette surface (il suffit d’effectuer un changement adéquat
de ces parametres de référence si cela est nécessaire). Dans ces
conditions, les coordonnées de x vérifient une équation du type

(1) Ty = ax -+ bry -+ cay,

ou a, b, ¢ sont des fonctions de u, v.

Nous supposerons encore que cette surface () n’est pas une déve-
loppable (c’est-a-dire un céne ou le lieu des tangentes & une courbe).
La relation (1) est donc la seule équation aux dérivées partielles
du second ordre vérifiée par @ (voir [7], numéro 12, pages 1059 &
1062). Par conséquent, les points x, 2y, T, Tuu, Top sont lindairement
indépendants et déterminent un hyperplan v qui est I’hyperplan
osculateur & la surface (x) en son point générateur. Analytiquement,
cet hyperplan est défini par

(2) (0, @) = (, 2u) = (n, @) = (1, Tuyu) = (0, w) = 0.

Les lignes principales de la surface () sont caractérisées par
(0, Cunu)duw® 4 3(n, uwo)duddv + 3(v, Tyw)dudv® + (1, Zppp)dv® = 0
(voir [7] pages 1071 et 1072 ou [8] pages 754 et 755 olt A. TERRACINT
donne plusieurs définitions de ces courbes).

En dérivant (1) par rapport & u et v, on constate directement que

(s Tuww) = (1, Tuww) = 0. Cela entraine que I’équation différentielle
des lignes principales de la surface (z) se réduit &

(3) (f)> m?lllvit)(Z/l('B + (f), :L"mw)d?)?' = 0,

Notons encore que E. BoMPIANI a démontré que les courbes
autoconjuguées de seconde espéce de la surface (x) coincident avec
les lignes principales de cette surface (voir [2] pages 94 et 95). Par
conséquent, ’équation différentielle des courbes autoconjuguées de
seconde espéce de (x) est également donnée par (3).

3. Nous allons démontrer les trois théorémes suivants qui classi-
fient en trois types distincts les surfaces ® de Seere de S5 et qui
donnent pour chacun des cas considérés des propriétés caractéris-
tiques des lignes principales de la surface et de I’hyperplan oscula-
teur 7.
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10 La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface @®
de SEGRE de Ss (non développable et de type non parabolique) ait ses
lignes principales indétermindes (toute courbe de la surface est une
ligne principale) est que Uhyperplan osculateur & la surface en son
point génératewr reste fixve lorsque ce point décrit la surface (ou, ce qui
est équivalent, que la surface soit située entierement dans un hyper-
plan fize qui coincide donc avec Uhyperplan osculateur).

20 La condition nécessaire et suffisunte pour quwune swrface ® de
SEGRE de S5 (non développable et de type non parabolique) ne posséde
qu'un seul systeme de lignes principales est que Uhyperplan osculatewr
@ la surface en son point générateur ne décrive qu'une famille ¢ un
parametre essentiel lorsque ce point décrit la surface. Dans ce cas, les
lignes principales sont des courbes planes el coincident avec les courbes
d’un des deuwx systémes de caractéristiques de la surface (elles coincident
avec les courbes u lorsque v est fixe le long de ces courbes et coincident
avec les courbes v lorsque « est fixe le long de ces derniéres).

30 La condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface @ de
SEarRE de S5 (non développable et de type non parabolique) posséde
trois systémes distincts de lignes principales est que Ihyperplan
osculateur & la surface en son point générateur décrive une famalle
& deux parameétres essentiels lorsque ce point déerit la surface. Dans ce
cas, les tangentes & la surface en son point générateur aux courbes
caractéristiques coincident avec le couple Hessien du terne des tan-
gentes principales de la surface en ce méme point (pour la définition
du Hessien, voir par exemple [1]).

Pour démonter ces théoremes, notons que les équations (1) et (2)
entrainent

(4) (YJu, ﬁT)Z(YJu, flf'u,)=(“/)ur, -W'v):(V)u, -@'vv):O et ("/)fu,, -Tuu):—(“fn -Tuuu),-
(0o, )= (N, Tu) = (Mo, Tv)= (N, Tuu) =0 &b (Mo, Tow) =——(7, Toww).
On déduit directement de ces équations que la condition néces-
saire et suffisante pour que n reste fixe lorsque « et v varient ou,
ce qui est équivalent, que la surface (x) soit située entiérement dans
un S4 fixe est que (v, Tuwn) = (1, Toww) = 0. Le premier théoréme se
démontre tres simplement & partir de (3) et de cette remarque.

Considérons & présent le cas ol 1 ne dépend que d’un parameétre
essentiel lorsque « et v varient. On a donc une relation du type

Tine + Teny = &,
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Les équations (2) et (4) donnent alors
Tl(”’}u; 25uu) = Tl("’], ('Uuuu) = Oet Tz("f)w :l;‘m)):—’rz('r), vav) = 0.

En conséquence, si I'hyperplan v ne dépend que d’'un parametre
essentiel (sans étre fixe), il n’y a que les deux cas suivants qui
soient possibles.

a) L’hyperplan osculateur » reste fixe le long des caractéristiques
% (v coincide géométriquement avec 7). Cela arrive sous la condi-
tion nécessaire et suffisante que (v, Zuuu) = 0.

b) L’hyperplan osculateur » reste fixe le long des caractéristi-
ques v (ny coincide géométriquement avec 7). Cela arrive sous la
condition nécessaire et suffisante que (v, @) = 0.

Ceci permet déja de déduire une grande partie du second théo-
réme. Il ne reste plus en fait qu’a démontrer que, dans ces hypo-
theses, les lignes principales sont planes. Supposons par exemple
que (M, Tuuu) = 0 : les lignes principales de la surface se confondent
donc avec les courbes caractéristiques % et les coordonnées de a
vérifient 1’équation (1) et une seconde du type

(5) Ty = Az + Bay, + Exy + Fayy + Hayy.

\

Cette relation dérivée par rapport & v donne la valeur de @yyuy
sous la forme d’une combinaison linéaire des points x, 4, v, Tuu,
Zyop qui sont linéairement indépendants. Par ailleurs, en dérivant (1)
deux fois par rapport & u, on obtient une nouvelle valeur de 2yyuo.
La comparaison de ces deux résultats donne six couditions d’inté-
grabilité parmi lesquelles se trouve B = H = 0. Les courbes u
sont donc planes sur la surface (x) et le second théoréme est dé-
montré.

Le Hessien de la forme cubique du premier membre de (3) est
(& un facteur constant prés) # = (1, Tuuu) (7, Tows) dudv. Puisque
la, condition nécessaire et suffisante pour que ’hyperplan » dépende
de deux parametres essentiels est (v, Tyuu) (1, Toww) 7~ 0, on obtient
ainsi directement la démonstration du troisiéme théoréme.

Ces résultats contiennent la propriété démontrée par C. SEGRE
a la fin du numéro 21, page 1072 de [] et sont comparables & ceux
de Madame READ-DERCHAIN (voir [5]) lorsque la surface (x) repré-
sente une congruence W de S; puisque, dans ce cas, les asymptoti-
ques des nappes focales de la congruence marquent sur la surface (x)
les courbes caractéristiques (voir par exemple [3] page 60) et que le
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complexe linéaire osculateur & la congruence correspond a I’hyper-
plan » (voir par exemple [6] pages 154 et 155).

4. Par ailleurs, E. BoMPIANT a défini les systémes conjugués de
seconde espece d'une surface de S (voir [2] pages 92 et 93). Soient
(C) et (K) deux systémes quelconques de courbes de la surface.
Caractérisons les tangentes aux courbes C par du = Du, dv = Do
et celles aux courbes K par du = 9u, dv = dv. La tangente au point
générateur v de la surface (x) & la courbe C issue de ce point joint
donc le point « au point Dx = x,Du + a,Do.

Ces systémes de courbes (C) et (K) formeront sur la surface (z)
ce que E. Bomp1ant appelle un double systéme conjugué de seconde

espeéce (G2, K1) sous la condition nécessaire et suffisante que (voir [2],
page 96)

(6) (n, 0D%x) = (7, Xyuu) 0uDuZ + (7, Typ) v D2 = 0.

En comparant (6) et (3), on retrouve immédiatement (dans le cas
considéré ici) la propriété de E. Bompiant disant que les lignes
principales d’une surface de Ss coincident avec les courbes auto-
conjuguées de seconde espéce de la surface.

Par contre, si I'on considére le premier groupe polaire de (du, dv)
par rapport aux trois tangentes principales définies par (3) (pour
la définition, voir par exemple [4]), on obtient les deux tangentes
caractérisées par

(0, Cuwu) OUdU? + (1), Byp) Ovdr? = 0.

De méme, le second groupe polaire de (Du, Dv) par rapport aux
trois tangentes principales donne la tangente

(1, Toyuu)Duddu + (7, Tpp)D22dv = 0.

On obtient ainsi le théoréme suivant (valable pour une surface @
de SeEGRE de S5, non développable et de type non parabolique).

Le premier groupe polaire d’une tangente quelconque (du, dv) par
rapport aux trois tangentes principales de la surface donne les tan-
gentes (généralement deuwx) par rapport awwquelles cette tangente
(Ou, 0v) est conjuguée de seconde espéce.

Le second groupe polaire d’'une tangente quelconque (Du, Dv) par
rapport aux trois tangentes principales de la surface donne la tangente
conjugée de seconde espéce par rapport & cette tangente (Du, Dv).
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5. Dans [2], E. BomP1aNI a étudié les doubles systémes conjugués
de seconde espéce (2, K1) des surfaces de S, tels que, 'un des
systémes de courbes étant fixé, 'autre est indéterminé (voir [?]
pages 97 & 99) et a démontré deux théorémes qui donnent une classi-
fication des différents cas possibles auxquels le systéme de courbes
donné ou la surface doit nécessairement appartenir. Toutefois, la
généralité de ces résultats entraine un appauvrissement de la finesse
dans certains cas particuliers et plus spécialement dans I'un des
plus importants : les surfaces ® de SEGrE de Ss. Or, les propriétés
et relations des numéros 3 et 4 de ci-dessus permettent de préciser
trés fortement les deux théorémes de E. Bomprani dans le cas qui
nous intéresse. On obtient ainsi les deux théorémes suivants
dont les démonstrations se déduisent directement des résultats
précédents.

10 Ss (C2, K1) est un double systéme conjugué de seconde espéce sur
une surface ® de SEGRE de Ss (non développable et de type non parabo-
lique), le systeme de courbes (K) est indéterminé sur la surface sous la
condition nécessaire et suffisante que Uon ait auw moins U'un des deuw
cas suivants

a) la surface se trouve dans un Ss (le systéme de courbes () étant
quelconque) ;

b) Dhyperplan osculatewr de la surface ne dépend que d'wn parametre
essentiel et le systéme de courbes (C) coincide avec Dunique systéme
de lignes principales de la surface.

20 S5 (C2, K1) est un double systeme conjugué de seconde espéce sur
une surface ® de SEGRE de Ss (non développable et de type non para-
bolique), le systéme de courbes (C) est indéterminé sur la surface sous
la condition nécessaire et suffisante que Uon ait aw moins Uun des deux
cus SuIvants

a) la surface se trouve dans un Sy (le systeme de courbes (K) étant
quelconque) ;

b) Uhyperplan osculateur de la surface ne dépend que d’un para-
metre essentiel et le systéme de courbes (K) coincide avec 'unique
systéme de lignes principales de la surface.
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