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SUR LES NOMBRES PENTAGONAUX

W. SIERPINSKY
{ Varsovie)

B3k —1)

On appelle pentagonal un nombre de la forme wz — —
ol % est un entier positif.

Je démontrerai ici d'une fagon élémentaire deux théorémes

concernant ces nombres,

TrEorEME 1. — I existe une infinité de nombres pentagonaux
qui sonl triangulaires. Toufes les solutions en nombres naturels

af{w 1
(v, y) de Uéquation i, = oy (oz‘:, A (—;__)) sont contenus dans

la suife infinie (xg, yn) {n = 1, 2,...) déterminée par les conditions :

(1) a=mp=1, Cpi1 =T+ 129541, yan=da,+Typ+1
pour n =1, 2,...

DivioxsTRATION, —Nous démontrerons d’abord par Pinduction

que

(2) {z, = oy, pour » =1, 2,...

Cela est vrai pour # = 1, puisque f = & == 1. Supposons main-
tenant que la formule (2) est vraie powr un nombre naturel z. On
a done

(3) @l - 1) = yn(Byn — 1}
Vu Pidentité
(4o + Ty -+ 1) (120 + 21y + 2)— (7o + 12y + 1) (Ta |- 12y 4 2) =
= y(By — 1) —alz + 1)
et vu les formules (1), on trouve pour © = x, ¥ = ¥, *

2/n+1(3yﬂ+1 — 1) —_ mn-l-l(-'vnﬂ + 1) = yn(3?/n — 1} wn(wn + 1),
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done, d’apres (3), te,, = Oy, La formule (2) est done démon-
trée par l'induction.

Vu que, d’aprés (1), ¥pn > &y eb Yo > Ya pour # = 1,2,...,il
en résulte qu’il existe une infinité de nombres pentagonaux trian-
gulaires.

Daprés (1) on trouve wp — 20, y2 = 12, az = 285, y3 = 165.
On a donce 2y = o2 et fags = miss.

Supposons maintenant qu’il existe une solution de I'équation
t, = wy cn nombres naturels @ et y telle que le systéme (¥, y) n’est
pas contenu dans la suite {(®a, yx) ( = 1, 2,...) et soit & le plus petit
de tels nombres naturels 2. On n’a pas done 2 = 1, done & > 1.50it

(4) @ ="Te— 12y + b6 et v=Ty—4do—3
Nous démontrerons gue u et » sont des nombres naturels ¢t que
U < @

'l était « = 0, on aurait 7 + 5 = 12y, done, d’aprés Pidentité
(5) (Ty-—dw—8)(21y— 12— 10)—(Ta-— 12y |- 5) (Tw— 12y + 6) =
— Y3y — 1) —ale + 1)
et vu que t; = @y, on aurait (7y — 4o -— 3) (21y — 120 — 10y =20
et, comme 2ly— 12x— 10320 (puisque 3} 10), on aurait
7y = 4x + 3 et, comme Tv | 5 = 12y, on trouverait x == 1, con-
trairement & Phypothese. 871l était # < 0, done « < — 1, on aurait

12y — 6 1oy +1 ., .
Ta— 12y 4+ 6 < 0, done @ < — et v+ 1 ——; d'ot

14dy? — 60y — 6 14722 -—— 49;
e+ 1) < 0 = 0 . f,:fig Y

trairement & Phypothése que L; = oy,
On a done # > 0.

¥y (3y — 1), con-

dx + 3

Sl était v < 0, done Ty < 4w + 3, on aurait y < — j_ ,
122 + 2 4822 | ddx + 6

3y —1 < %, d'ot y(8y —1) < ABE T + < 2% 4w,

49
puisque, vu que ¥ > 1, on a 6 < a% 4 bu. On aurait donc une
contradiction avee I'hypothése que i, = oy,

On a done » > 0.
o s . 12y —-56
Sl était o 2= 2, on aurait Tx — 12y + 5 2o, doli v = ———

123 1 14dy2 — 48y — b
12y + » done afx 4+ 1) = 4 36y >

> 342 —y = {3y — 1), contrairement & I'hypothése que fz—wy.

et a1z
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Les nombres # et » sont done naturels, # < & et de &, = oy,
(4) et (5) il vésulte que {; = oy Or, comme u < , et vu la défini-
tion dn nombre w, il en résulte gue (u, v) est un terme de la suite
(@®n, ¥u) (v =1, 2,...), soit w = &g, » = yp, ot L est un nombre
naturel. Daprés (1) il en résulte que apyg = T 4 120 1 et
et — 4, + T + 1.

Or, Capres (4) on trouve 7w + 120 4+ 1 = wet du -+ Tv + 1 = y.

On aurait done & == mp41 eb ¥ = Yret, conbrairement & hypothose
que le systéme (x, y) n’est pas un terme de la suite {x,, yu) (n=1,2,...}

Nous avons done démontré que la suite {ay, ya) (=1, 2, ...)
contient toutes les solutions de 'éguation #, = @y, en nombres
naturels 2 et . Le théoréme 1 est ainsi démontré.

M. A. Rotiewicz a remarqué qu’il résulte sans peine de notre
théoréme lee.

CorontAIRE. — 11 existe une infinilé des nombres pentagonanx
qui sont en méme temps hexagonaux {c.-a-d. de la forme 22k — 1),
ot k=1,2,.)

DiEMONSTRATION. — Des formules (1) résultent sans peine les
formules recursives suivantes :

= 1, wp = 20, ape — lday — ay + 6 powr » = 1, 2.,

=1,9=12, ypo = ipgrn —yp — 2 pour n = 1, 2,...

Tl résulte tout de suite de ces formules par Iinduction que les
nombres azi41 {{ = 0, 1, 2,...) sont tous impairs, done o= 25h—1,
ott k est un nomibre naturel. On a done &, = &2k — 1) ce qui est
un nombre hexagonal,

Les nombres pentagonaux  oy,,, = by, = M2k — 1} sonb
done hexagonaux pour 1 = 0,1, 2,...

THEOREME 2, — Il existe wne infinité de nombres pentugonauy
qui sond carrés. Toules les solutions de I'équation wy = a2 en nombres
naturels @ et y sont contenus duns la suite infinte (xa, ya) (0 = 1, 2,...)
déterminée par les conditions :

(6) m=y1=1, %p1=4%%,+60y,—10, yn1—40xy+49y,—8 pour
o= 1, 2,...

DEMoNsTRATION. — Nous démontrerons d’abord par Pinduction
que
(N oy, == 22 pour =1, 2,...
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Cela est, vrai pour # = 1. Supposons maintenant que la formule (7)
est vrai pour un nombre naturel z. On a done
(8) Ya(Byn — 1) = 2o},

Vu l'identité

{40z + 49y — 8) (1202 + 147y — 256) — 2(49x | 60y — 10)2 =
= Y3y — 1) — 2a?
et vu les formules (6) on trouve
Yus1Bns — 1) — 23?;22_,_1 = ?}'n(3?jn — 1) — 2-’1?,2,
done, d’aprés (8) : wy,,, = 2%, . La formule (7) est ainsi démontrée
par l'induction.

Vu que, d’aprés (6), @y > @p b yps > ¥y powr # =1, 2,..,,
il en résulte “qu’il existe une infinité de nombres pentagonawx
carrés. [Vaprés (6) on trouve @z = 99, y2 = 81, 13=9701, y3—"T921,

Supposons maintenant qu’il existe une solution de équation
ty = 2% en nombres naturels x et y telle que le systéme (x, y)
n'est pas contenu dans la suite (va, ) (7 = 1, 2,...) et soit x le plus
petit de tels nombres naturels . On n’a pas done x = 1, done
a > 1.

Soit
(9) % = 49 — 60y 4+ 10, v = 49y — 40x — 8.

On vérifie sans peine lidentité
(10)  (49y — 40x — 8) (147y — 120z — 25) — 2(49—d0y-}- 10)2 =

= y{8y — 1) — 2a2,

Wil était v = 0, on awrait 49¢ — 60y | 10 = 0 et, vu que w, =22,
on aurait, d’aprés (10), (49y—402—8)(147y—1205—25) = 0. Or,
comme 3} 25, on a 147y — 12020 — 25 £ 0, done 49y—40x--8=0,
ce qui donne avec 4% — 60y + 10 =0, v = — 10, ce qui est
impossible. Or, s’il était w < — 1, on awrait 492—G60y-+10<—1,
49x + 11 JdT7a — 27 49x — 9

-— e Jy—12= =
60 60 20
49 4 11 492 — 9 24012 | 98z — 99
60 20 1200
puisque & > 1. Le nombre # est done naturel.

» done

d'ott ¥ =

> 232,

YB3y —1) >

Sl était v < 0, on aurait

49y —8

240132 — T84y - 64
i y y + 64

800

» d’olt 222 =
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Or, vu que % 7 0 {puisque « > 1}, on a 2401y? — 784y + G4 >
> 240042 — 800y = 800(3y* — y), d’olt 2a® > y(3y — 1), contrai-
rement & Phypothése que wy = 2. Le nombre » est done natweel.

Sl était « = x, on aurait 49 — 60y 4 10 = @, done

30y — 5
48x = 60y — 10 et @ = - or
- 900y? — 300y + 25
d’olt 2a? = et, comme 9002 — 300y | 25 >

288
> 80642 — 288y — 288y(3y — 1), on aurait 2a2 > y(3y — 1), con-
trairement & I’hypothése que oy, = a2 On a done # < .

Vu les formules (9) et (10) et vu que o, = a2, on a v, = w2 Vu
Ia définition du nombre 2, il en résulte que (¢, ») est an terme de la
suite (wy, ya) (7 = 1, 2,...), done # = a, ¥ = ¥, o0t k est un nombre
naturel. Or, d’aprés (9) on trouve 49u 4 80v — 10 = v ot

40w + 40 — 8 = y.

On aurait done, d’aprés {6), ¥ = g eb ¥ == yr1, contraivement
& I'hypotheése que le systéme (v, ) n'est pas un terme de la suite
(wa, #¥n) {7 =1 2,...). Le théoréme 2 est ainsi démontré.

11 se pose le probléme s'il existe des nombres pentagonaux > 1
qui sont en méme temps triangulaires et oarvés. M. A. RoTrirwics
a démontré que si tels nombres existent, lour nombre est fini.
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