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ELEMENTS ALEATOIRES DIRECTS (6. 2.d))
A VALEURS DANS UNE INTEGRALE DIRECTE
TOPOLOGIQUE

par Jeax Tr, HAINIS

I. Boit I'espace de Probabilité (Q, o7, P) et 'espace T localoment
compach eb p une mesure positive sur T

Nous considerons I'application

X,
(T'x QF x o) ', H,

ot H; pour chaque £ est un espace de Hilbert, & base dénombrable,

On suppose que, pour chague f fixé, cette application est
un  élément aléatoire & valewrs dans Despace H, c¢’est-a-dire
Xeow)e Hy

On considére l'intégrale directe des espaces Hilbertiens H,, soit
&
fo:m@m
T

Il est connu que, Pespace 7 en est aussi un espace de Hilbert,

séparé, sous ensemble du produit [IH,. (voir DIxMiERr, pages 139-
T
147).

Aussi nous considérons 'intégrale divecte des applications X,

@
soit X =f Xudp{t) — s'il existe — qui est aussi un sous ensemble

U

du produit HX, avee les propriétés suivantes,
€T

&
1. aX == f aX duft).
T
-0
%X+YEJ{&+YMWL

T
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Maintenant soit application.

N
X — J X dut) o
(1'% Q, F x &) T w — J Hadp{l)
T
qui est définie comme suit
-
a) Pour chaque o, X(o) = J Xeloldp(l) e 7,

-
&

b) Pour chaque section de Papplication X = f Xedu(t)
T

o’est-a-dire Xy, on a Xi(o) ¢ H; et que :
f | Xo(o) |[fdutt) < + oo,
"

II. MESURABILITE,
3]
A, Mesurabilité faible de Papplication X = f Xedpft).
T

Soit d’abord 'application

Mx Q% x ) 25 1,

On dit que l'application X; est faiblement mesurable (¢ : fixé) si,
pour chaque #; (fixé) € Hy la fonction noumerique
Fr(ew) = (e, Xe{w)) est meswrable,
On dit gque I'application

-

X
(X Q, F X /) 5 A est jaiblement mesurable, si chaque
section X, est une application faiblement meswrable.

]

B. Mesurabilité de Papplication X = f Xodp(t).
T

Soit Papplication :

NG
X = ’ Xodplt) .
(T % Q,.F x ) T H = f Hdp(t).
T

eb Z en veetenr guelconque, mais fixé dans Pespace #°. On considére
&

le produit hermitique <f Xi{o)dp(f), B>, ot soit une section

' T

de ce produit (X {w), Eou, = B, o).
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Si la fonction F(f, ) est mesurable par rapport & (T X £,
A
F % o/ Papplication X = J Xdplt) s’appelle mesurable.
T
Définition. — Une telle application mesurable s'appelle élément
aléatoire divect (6. a. d.) & valeurs dans l'intégrale directe topologique
des espaces Hilbertiens He.

Cus particuliers.
a) 8i pour chaque tel les espaces Hy; = Hy, il est démontré
53]
dans ce cas 14 que : { Hdp(t) = L (T, ¢) eb I'é. . d.
Y

@
X = f X dp(t) donmo pour chaque ¢ wn élément aléatoire qui
T

prend les valenrs dans Pespace Lf]o(T, p), alors nous avons une
fonetion aléatoire définic sur (T X Q, F x &) A valews dans
Vespace L% (T, 1) (voir DIxameR, page 147, 2).

b} Si encore les applications X; = X pour chaque t€ T, dans

.
“5 {} . ,

ce cas on & : ) — L (T, p) c'est-d-dire nous avons un élément

aléatoire défini sur ((, 57} & valews dans 'espace L (T, p).

C. Définition du produit hermitique el de le norme duns Pespace
53]
= f Hidph).
T

d

X
Soit Vapplication : (T X Q, & X &) — H.

&
Pour chague o on a : X{w) = [ Kofw)dp(f) e .
S
Soit encore une autre application dans Pespace #°

&
Y{w) = [ Y i{w)dp(t) e .
o
On définit le produis hermitique des X{w) et Y(w) par la relation.

(X(0), Yoy = | i), YD, &)

T

et 1a norme : || X(w) |% = f |
T

Xo) | duit) < oo.
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HI. LSPERANCE MATHEMATIQUE DIRECTE D’UN BLEMENT ALBATOIRE
DIRECT.

(53]
Soit Vé.a.d. X = f Xudpdt) défini swr (T' X Q, F x o) &
T

valeurs dans Pespace # — [(B Hdp(h),

S'il existe un élément W ;12.113 Pespace 3£ tel que nous ayons
W, B> =E<( I‘GB Xe(w)du{t), EY pour chauque E € # cet élément
W s’appelle e.;pTér(mce mathématique divecte (e. m. d.) de 1’4, a. d.
X = f{B Xy et la note par E( FB X;(lp.(t)) ou BX.

dy do

@
Théoréme. — Sil'é.a.d. X = J Xudu(f) est une fonction mesu-
T
rable, on a :

&b &
E[f X:tlp_(i):l = f BXdpit).
T T

Démonstration. — D’aprés ta définition de '6. m. d. sw I'espace #°
nous avons :

B B
B[ Xdp(), By — B <J X(o)dpit), B, VE e (1),
Jo

T

D’aprés la définition du produit hermitigue sur espace # on a.

B¢ " Xt By — B [ X dmtuty| .

T

La fonetion (Xy{w), ;> est mesurable sur lespace (F x (,
F X o), alors on peunt appliquer le théordme de Fubini et on a :

[

X, By dptt) | = [ B CX0), B )
X ‘
= [ ®X0 B aue
T
®&
—< f (EX)dult), B> VE e
T .
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+ D @
Alors : B J Xedplt) = f (X )dpt).
T T

Remarque, — Nous avons supposé Dexistance de

&
Ef ngg(t)@f || BX, |]2du(t) < + 0.
T T

&b &
Théoréme, — Si les fonetions X = f Xdpit)yet Y = [ Yidplt)
T “T
sont mesurables on a :

@ &8
a) E[r f Xedpit) = f MEX )du(t) Vae ¢
T T

(&) &
b) E[a,f Xudp(t) + bf Ydp(t)] =
T T

]
= ‘ [R(aX,) + B[OY)ldult) Va, bed,
v
a) Remarque sur Uespérance mathématique directe.
Si on prend une section de I'égalité

5] B
(EJ Xdp@), Ey = B <J Xodpit), E> on a :
T T

(EXy, B = E (Xi(o), & VE e H,
(Pest-d-dire le vecteur EX; présente 'espérance mathématique
d’é, a, X; dans Pespace de Hilbert H,,

b) Remarque sur la mesurabilité,

&b
Dans le cas o H; = Hy pour chaque te'l, alors H:du(t) =
2 q %
T

L% (T, ) ; par conséquent nous avons la notion de la. mesurabilité
d’une fonetion aléatoire.

8i X, = X, pour chaque ¢ € T, nous avons la notion de la mesura-
bilité¢ de 'application

>

Xo ,
Q % LA (T, ).
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B
Proposition. — 81 la fonction X = f Xdpt) est mesurable
alors Ia fonction || X ||, en est aussi.

Démonstration, — Nous savons que :
|| X(e) [ = %up | (X{®), By) | ot B, est une suite dense dans

Vespace A — f Hdplt).

On prend une section du produit (X(w), ,> soit F(t, ) =
{Xi{e), En> cette fonetion par hypothése est mesurable par
zapport & (T' X Q, # X o), alors sup | (Xe(02), Bud | = || Xt ||y,
en est aussi. En conséquence la fonction || X ||, est mesurable
(voir mesurabilité).

&
Théoréme. — Si X = XNodp(t) est mesurable et EX existe et
T
B X

“@
o = J E iI X ”Ht dp{t).
T

Démonstration. — Nous savons (voir Mourier, page 7) que
DX 5 21X [l = @ X [Pre .

Mais || X{w) ], = [‘ | X ||, dg(t)]%et la relation (1) s’éerit

Y
e < B [ )| X iy, a0 ]
T .

En vertu de la propesition précédente et du théoréme de Fubini
oS avons
s [ J || X,
T
1V, OpfrATEURS.

On suppose que pour chaque £ e T on correspond un opérateur
linéaire U; dans P'espace H. 8'il existe un opérateur linéaire borné U
dans I’espace # tel que nous ayons :

2
i%Tt di"‘(t):l

3]
U[ t{ d’g(t:l :f UX(w)dp(t) p. s. pour pft).
T
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On appelle cet opérateur intégrale directe des opéraleurs Uy et se
3]
note par U = [ Udpli).
Y
@
Théordme. — Soit U = f Udy(f) Pintégrale directe des opéra-
T
teurs {U;} sur 'espace 2.
& @
Alors nous avons : EU[ Xodylt) = U[ BXdp(t).
Jo Jop

Démonstration. — 11 est connu que dans un espace Hilbertien on a:
LU, X; = UEX; (voir Mourier, page 7)
donce

& &
f (EU,X,.)dp(t.):f (UBX dult).
T T

D’aprés le théoréme de Fubini et de la définition d’opérateur
direct nous avons :

E([® UgX,gd;.t(t)) = fe (U, X )dplf)

T T

&3]
= f UEX du(t)
"

53]
— UJ EXdu{f),
T

Sur Pexistence de Uespérance mathématique directe.

)

T existence de I'é. m. d. EI:J X;(lp.(i)] équivaut i

T

J1 | BX, |pdpt) ¢ + o (1)
T

La condition (1) entraine Uexistence de Uélément aléaloire direct

R

J1 X(e)dult) <> J |
T T

Xo(w) |[Pduit)  + oo
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En effet : nous avons d’aprés le théordme de Fubini que :

[ [ f || Xe{e) §|2dp.(t)]dp(m) = f Bl Xe(o) [JPdplt) < + oo.
Y= T
En conséquence " H Xio) Hz{ly.(t) < 4+ o p. p. powr {»).
Jr

V. SUR LA CONVERGENCE.

. 8.f
P S(—)> X; dans les
m, q.

Théoréme . I, — Si la suite des é.a. X,
1
espaces Hj.

& B
Alors ; E|: f X”t(ZgL(t):' — E[ f X;rly.(t)] au sens de la métrique
T T

@
dans 'espace # — [ Hdplt).
<o

Démonstration. — Nous avons que :

&) B ®
| E f Xudylt) — F [ Xdpit) || = |l f B(X oy — Xo)dpst)||
T YT vT

2

Ho
_ [ f | B(X,,— X)) ”i[(lg(l‘.)] < [ f E || Xu X, H%H(lg.t(t):l
T “T

La fonetion ¢+ I ” Xy — X ||2 reste bornde et tend vers zéro
quand (n 1 o) et d’aprés le théordme de Lebesque on a :

f B “ X, — X ”2111. dpft) = 0 (n t o0).
. .
Théoréme 11. — Si |[ Xy || 2 [[ Y| € Lap. s. powr pt)
P ® p @
et Xy, — X, alors j Xudplt) — [ Xdpft) dans 27,
T

p. 8. oy

Démonstration. — Nous avons que :

& ®
Bl f X)) — [ X)) || =
T T
E[ Xofo} — Xo) || dutt) |.
1 0to)— 40 [t
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D’aprés le théoréme de Fubini on a @
= J E || Xufo) — Xe(o) |[2dud).
T
Les hypothéses entrainent que E || Xy o) — Xiw) [0 p. 5.

pour p(t). (vair, Lokve, page 164, Corollary 3).
En vertu du théordme de Lebresque on a :

jEHXM@—JMmW@m+&
T

Dans espace S nous avons :
& ®
P[m at ([ Xpy(o) AJ. Xg(w))dg(t) | = s-:] <
do 7

&b &
EMﬂwaWVJ.&M@mW
T i

i
(Tnégalité de Tchebichef)
qui tend vers zero si %} o.

® P @
Alors ¢ f Xpylo)du(t) — j Xl Ydpil).
T T

V1. CoNSFRUCTION D'UNE H(%) ALGEBRE SUR {’ESPACE

@
H == [ Hdpt).
YT

On suppose que les espaces Hy sont TI(x%) «strar» algdbres de
&
Banaeh, On peut définir une involution sur Pespace # :f Hdpit)
T

qui devient anssi une H{x) aigébre.

Définitions :
A. Le produit de deux éléments aléatoires X(»), Y(w) dans 2
est défini par la relation.

X(w).Y (0) = [J® Xe(w)rlu(t)]-[ f f Y;(w)cm(t)]
53]

T

= [X(0). Ye{o)Jdpit).

defin, Jop
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B. I/involution est défini par
@
X{w) > X¥o) = f [Xe{w)*du(E).
T

On démontre facilement que 'espaco 5 en est aussi une H(x)
algéhre,
On démontre que :

[E( f X;(lp{t)):l* - E(J:B X”;dg(t))-
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