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SUR I’ANALYTICITE DES SOLUTIONS
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

par P. LAUBIN

SUMMARY

We give a short proof of the analyticity of solutions of differential equations.

Considérons un systéme différentiel paramétrique

DtCP(t: )\) = f(t’ (‘P(t7 )\): )\)
CP(O, A) =0

olt f est une fonction de classe C,, dans un ouvert U de R X R» X R? & valeurs
dans R?.

On sait que, pour tout A fixé dans R? tel que (0,0, A) € U, il existe un plus
grand intervalle ouvert I, de R contenant 0 dans lequel le systéme admet une
solution. Cette solution ¢(f, A) est unique.

De plus, Q = {(t, 2) : tI,} est ouvert et @ y est de classe C,.

Pour étudier I'analyticité de ¢ lorsque le second membre est analytique, on
recourt généralement & la méthode des séries majorantes. On peut également établir
un théoréme d’existence locale dans le domaine complexe par la méthode des approxi-
mations successives.

En fait il est possible d’étudier trés simplement les systémes différentiels holo-
morphes & partir des résultats rappelés ci-dessus et d’en déduire I'analyticité de la
solution maximale d’un systéme différentiel & second membre analytique.

Pour I'essentiel, les résultats présentés ici sont bien sir classiques. Nous pen-
sons cependant que cette note est justifiée par la méthode de la preuve.

1. — Nous commengons par étudier un systéme différentiel holomorphe.

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert U de C x C? x C? & valeurs
dans C».
Introduisons le systéme

Deult, z, N) = zf (tz, u(t, z, \), A)
#(0, 2, \) = 0.

On considére ¢{ comme un paramétre réel tandis que (z, A) varie dans C x C2.
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En vertu des résultats rappelés plus haut, ce systéme posséde une solution de
classe C,, dans un ouvert Q de R x C x C». Le fait que le second membre ne soit
pas réel n’est pas génant car il suffit pour se ramener & une équation réelle, de séparer
parties réelle et imaginaire.

a) La fonction u est holomorphe en (z, 1).
Appliquons l'opérateur Dy = %(Dx + iDy) aux deux membres du systéme qui
définit u. La fonction f étant holomorphe, on obtient
Dy D;sult, z, \)] = 2(Dyf)(tz, u(t, z, NDzu, M), 2, A)
Dzult, 2, 1) [ 1= = 0.
Cette équation différentielle linéaire admet 0 comme solution. Vu l'unicité des
solutions, on a D;u = 0. On montre de méme que D;j,u = 0 pour tout j.
b) Pour tout s réel, (st, z, \) € Q équivaut & (¢, s2,\) €L et on a
u(st, z, X) = u(t, sz, A).
On a
Dyfulst, z, \)] = sz f (stz, u(st, 2, A), A)
wu(st, 2, ) | j—o = 0.

" La fonction - u(st, z, ) vérifie done le systéme qui définit u(t, sz, \). Ces
deux solutions étant maximales, elles ont méme ensemble de définition et y coin-
cident '

c) On a

Dault, z, N) = tf (tz, u(t, 2, A), X).

De fait,
, Dy[Dult, z, \) — tf (t2, u(t, 2z, \), A)]
= Dy[zf (tz, ult, z, ), N] — [ (&2, u(t, 2, ), ) — tz(Dsf)(tz, ult, 2, A), 2)

— t(Dyf)(tz, ult, 2, N), N Deult, z, N)
= 2(Dyf)(tz, ult, 2, 1), N[Du(t, 2, \) — tf (t2, u(t, 2, A), \)]
et
[Dzu(t, Z, )\) - tf (tz’ u(t: Z, }\)7 )\)]t=0 = 0.

Dot la conclusion vu I'unicité des solutions des équations différentielles.
Posons k
D= {(zNeC xCr:(l,z2NeQ}
et
oz, \) = u(l, 2, A), (2, \) € D.

Vu a), @ est holomorphe. De plus,

{ DZ(P(Z, 7\) = f(z> @(zr 7\)> 7\)
@0, %) =0

dans Youvert D en vertu de c).
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d) 8¢ le systéme différentiel
Dyx(t) = [ (¢, 2(t), N)
2(0) =0
posséde une solution dans un intervalle I de R, alors {(t,A) : teI}cD et 2(f) =
e(t N).

De fait, dans ce cas, (%, 1, A\) € Q pour tout €T et z(f) = u(¢, 1, 1). On conclut
en utilisant b).

2. — Revenons & notre probléme initial.

On suppose f analytique dans un ouvert U de R X R” x R? et on désigne
par ¢ la solution maximale du systéme

-DtCP(t, )\) = f(t7 (P(t, )\)a }\)
¢(0,2) = 0.
La fonction @ est analytique dans son ouvert Q de définition.

Soit f un prolongement holomorphe de f dans un ouvert U de C x C» x C»
dont Pintersection avee R X R? X R? est U. Le paragraphe précédent fournit
une solution ¢ du systéme

D5(z, M) = f (2, (32, M), &)
50,2 =0

dans un ouvert 3 de € x C2. En utilisant d), on voit que Q ¢ O et que ¢ = ¢ dans Q.
La fonction ¢ est donc analytique comme restriction d’une fonction holomorphe.

Signalons enfin que la dépendance vis-a-vis des conditions initiales se raméne
3 la dépendance paramétrique [2],

Nous remercions le Professeur H. G. Garnir qui nous a sug ggéré ce travail.
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