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SUR UN THEOREME DE SEPARATION DE M. VLACH

par Jacques BATR (%)

SUMMARY

In this note, we fit Vlach’s investigations in order to obtain frank separation
theorems for families of convex sets in a real linear space.

INTRODUCTION

Derniérement, M. Vlach [V, VI] étendait les versions courantes des théorémes
de séparation de Klee [I1I] & des familles finies d’ensembles convexes. Nous nous
permettons d’aménager le raisonnement de M. Viach en vue de lui faire produire
quelques fruits nouveaux : substantiellement, les propriétés de séparation franche
que nous avons publides récemment [I1] sont encore valables pour des familles finies
d’ensembles. Tout d’abord, nous montrons que le théoréme essentiel de M. Vlach [VI]
livre en réalité une condition néeessaire et suffisante de séparation franche d’une
famille finie d’ensembles convexes; ensuite, nous étendons le théoréme 3 [V; p. 508]
au cas d'une famille finie d’ensembles convexes doués de points internes et dont
un seul n’est pas nécessairement de codimension finie.

1. Définitions. Nous nous plagons systématiquement dans un espace vectoriel B
sur le corps réel R. Nous reprenons la terminoclogie et les notations d’articles
antérieurs [1, 117 et désignons en particulier par *A Pinternat d’un ensemble A dans
le R-espace otr il est défini.

Une famille finie of = (A;),; d’ensembles est dite séparée ¢'il existe une famille
F = (};);e; de formes lindaires sur H et une famille A == %),y de réels qui véri-
fient les quatre conditions suivantes : a) toutes les formes f; (¢ € I) ne coincident

pas avec la forme nulle; b) Z fi =05 ¢) Z N0 d) Ajc{mel : filr) < N
i€l i€l

pour tout ¢ 1. Dang ces conditions, nous dirons aussi que &/ esf Se’pmée par la
Jamille d’ensembles H(F, A) = (H;);eq o0, pour toub @ el, H; = {S?/ e B: filz) = N}
Remarquons que H; est Thyperplan d’équation fi(.) = A si f@ n'est pas 1& forme
nulle; en revanche, lorsque f; = 0, H; coincide avcc @ ou E suivant que ;£ 0
ou }\Z =0

Une famille finie of = (A;),; d’ensembles est dite franchement séparde il
existe une famille d’ensembles J7(F, A) qui sépare &7 et pour laquelle un indice ¢
de I, associé & une forme non nulle f;, donne A; ¢ Hy = {w e B : fy(x) = X}, Dans
ces conditions, nous dirons encore que J(F, A) sépave franchement of |
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2. La méthode de M. Vlach, déja mentionnée par J. Lindenstrauss et H. P. Ro-
senthal [IV; p. 348], consiste essentiellement & se ramener & la séparation de deux
ensembles dans Iespace produit En, ot n + I désigne le cardinal de I.

Lemme. Une famille finie of = (Ag, Ay, ..., Ap) d’ensembles non vides est fran-
chement séparée si et seulement si {0} est franchement séparé de
U [le— Ay X (@ — Ag) X ... X (x— Ay)]

2eA,
dans B®, ou encore si et seulement si M = A; X Ag X ... X Ay est franchement
séparé de N = {(x1, X2, ..., Tp) : T1 = Pg = ... =Xy = X, TE Ao} dans Em.

Prewve. On montre trivialement que les deux derniéres conditions sont équi-
valentes, via le résultat 1.2 de [II; p. 475].

Si M et N sont franchement séparés dans E7, il existe deux formes non
nulles ¢ et b sur E? et deux wvéels A, u tels que ¢+ h=0, A4+ u<0,
Mc{yeEr: gy) <1} et Nc {yeBE»: h(y) <u}. Puisque l'espace des formes
linéaires sur E7 est isomorphe & la ne® puissance de l'espace des formes linéaires
sur E, il existe des formes lindaires non toutes nulles f1, fo, ..., fo sur E — sans

7
nuire & la généralité, nous supposerons f, 7= 0 — telles que g(y) = Z fi(z;) pour
i=1
2
tout y = (%1, %2, ..., ¥,); dans ces conditions, z sup fi(A;) <A SBi lTon pose
‘ i=1
K2 n=1
fol@)=— Z f1(2), =W, Ai=sup fi(A;) pour i=1,2,...,n—1 et hy=h— A,
i=1 i=1
la famille o7 est séparée par H(F,A), ot F = (fi)i=0,1,.,n €6 A = Ni)i=01,-,n-
Montrons que la séparation de .27 peut étre franche. Comme la séparation de M
et N est franche, nous ne pouvons avoir simultanément g(M) = {1} et A(N) = {u}.

Des lors, il existe, pour un indice j de {0, 1, 2, ..., n}, un point @y dans A; tel que
fi(@e) < %5 le probléme est résolu si f; n’est pas la forme nulle. Dans le cas con-
traire, remarquons d’abord que j appartient a ( {1,2,...,n}, puisque f, =0 ot

que, pour j = 1,2, ...,n—1, f; = 0 entraine absurdité f;(x) =0 < 2 = 0. La
seule difficulté surgit donc lorsque j = 0; dans ces conditions, fo(ze) =0 < w : il
suffit d’associer & F = (fi)i=0,1,2,.-,n une autre famille A* = (3*)i=0,1,2,...,n de réels

* u * N * 7 2
en posant A, = ‘Q, MNM=xnpouri=12 .., n—1et A = Ay -+ % : la séparation

de o/ par ' (F, A*) est encore franche, puisque f, 7 0 et que, pour tout z € Ag,
Inlz) < A,
Démontrons & présent la réeiproque. Il existe une famille d’ensembles #/(F, A)

7
qui sépare franchement .o7; soient g(y) = Z fi(ws) pour tout y = (x1, 2, ..., Tn),

=1

n

h=—g¢g, A= Z A et w = X : il est facile de vérifier que h et g sont des formes
=1

non nulles sur E” et que la séparation de (M, N) par J#7* [(g, k), (A, p)] est franche.
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3. Théoréme 1. Soit of = (Ag, Aa, ..., Ay) une fomille d’ensembles convexes d’in-

n
ternat non vide. &f est franchement séparé si et seulement si N tA; = &
i=0

Preuve. Montrons d’abord la nécessité de la condition. 8’il existe un point z

n

dans M A;, on peut trouver un indice p de {0,1,2,...,n} tel que fp(®) < Ay

j=0
n

kO n
[T; p. 219]. Deés lors, Z filz) < Z A L 0; ceci contredit 1'égalité Z f; = 0.
=0 7=0 j=0

j=

n
Partant, N Ay = .
j=0
Pour démontrer la suffisance, construisons les ensembles M et N considérés
dans le lemme 2 : il s’agit de deux ensembles convexes douds de points internes et
dont les internats sont disjoints. Ils admettent dés lors une séparation franche
[11; p. 475]. .o/ est donc une famille franchement séparée (lemme 2).

4, Théoréeme 2. Sotent Ay un ensemble convexe non vide; Aj, Ag, ..., A, des

n
ensembles convexes douds de points internes et de codimension finie. 8t Ag N N A;=0,
i=1
alors of = (Ag, A1, ..., Ay) est une famille franchement séparée.
Preyve. Les ensembles M, N considérés dans le lemme 2 sont encore deux
ensembles non vides; de plus, M est de codimension finie et doué de points internes;

enfin, N ne rencontre pas ‘M. Ces deux ensembles admettent deés lors une séparation
franche [II; p. 475]; il en va de méme pour la famille .7 (lemme 2).
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SEPARATION FORTE D'UNE FAMILLE
FINIE D’ENSEMBLES CONVEXES

par Jacques BAIR (¥)

SUMMARY

We extend well-known results about strong separation of two convex sets to finite
families of convex sets in a vector space and in a topological vector space.

INTRODUCTION

Peu apres que M. Viach [VI] ait obtenn un théoréme fondamental de séparation,
pour des familles finies d’ensembles convexes, nous ébudions ce résultat an cas de
la séparation franche [IT]. Dans cet article, nous nous proposons d’étudier la sépara-
tion forte des familles finies d’ensembles avee le souci constant de généraliser les
résultats connus pour deux ensembles; nous sommes ainsi en mesure d’étendre un
grand nombre de théorémes classiques : notamment les énoncés 8.1 & 8.5 de [I],
les exercices 8 et 14 de [II1; pp. 138-139], les théorémes de [IV; p. 23] et de
[V; pp. 257, 260].

1. GENBRALITES

Dans les paragraphes 2 et 3 de cet article, nous nous placerons dans un espace
vectoriel L sur le corps R des réels; nous développerons le dernier paragraphe dans
un R-espace vectoriel topologique E, localement convexe et séparé, sauf pour le
lemme 4 qui sera valable dans tout espace topologique séparé.

Les notions d’ensemble absorbant, de cdne asymptote et d’ensemble parabolique
sont tirées de [I11; pp. 9, 125], celles d’internat ou de séparation de familles finies
d’ensembles de [11 et VI, pp. 655, 656]; par ailleurs, 2A désignera 'enveloppe algé-
brique de I'ensemble A dans le R-espace ol il est défini [I; p. 215].

Signalons encore quelques conventions trés commodes. Pour chaque famille
o = (Ag, Ay, ..., Ay) d’ensembles non vides définis dans le R-espace vectoriel L
ou le R-espace vectoriel topologique K, nous noterons respectivement M et N les
ensembles de L7 ou E7 définis par M = Ay X A X ... X A et N = {(z1, 2, ..., Tp):
@ =@y = ... = Xy = x, £ E Ag}; nous nous permettrons de ne pas toujours rappeler
la signification de ces ensembles M, N. Enfin, pr; désignera la projection de L7
(resp. E7) sur les ¢¢ facteur L (vesp. E).
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