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Résumé. Ce texte a pour but de décrire quelques résultats typiques des
espaces de jets de Whitney. On présente plus particulierement les propriétés
d’extension et d’extension linéaire dans des classes ultradifférentiables définies
par des intersections.
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1 Introduction.

Le point de départ est le théoréme d’extension de Whitney ([Wh]) qui assure
que tout jet de Whitney sur un ensemble compact K non vide de R" est la
restriction des dérivées partielles d’une fonction infiniment différentiable sur
R™. C’est, en quelque sorte, une réciproque du théoréeme de Taylor. Lorsque K
est un singleton et si n = 1, il s’agit du théoréme de Borel ([Bo]) qui s’énonce
ainsi : si (up),5, est une suite de réels, alors il existe une fonction f de classe

C sur R telle que, pour tout entier p, on ait u, = £ (0). On dit que I'on a
réalisé ’extension au dessus d’un point.

A la suite de ce résultat on peut se demander sous quelles conditions ’extension
peut-étre réalisée & l’aide d'un opérateur linéaire continu. Par exemple, pour
I’extension au dessus d’un point, un tel opérateur n’existe pas. En revanche,
si K = [~1,1] et si n = 1, B. S. Mityagin a construit dans [Mi] un opérateur
linéaire continu d’extension explicite.

Parallelement & cette théorie classique, de nombreux auteurs ont abordé les
problémes d’extension dans des sous-algébres naturelles du C* : les classes
ultradiftérentiables. Ce sont des ensembles de fonctions infiniment dérivables,
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définis par des conditions de croissance des dérivées. Ainsi, pour ’extension au
dessus d’un point en dimension 1, il s’Agit de la question suivante : si la suite
de réels (u,) -, est & croissance contrélée, peut-on construire une fonction f,
de classe C™ sur R, réalisant ’extension dont la suite des dérivées est controlée
de fagon analogue?

Bien str, on s’intéresse a des classes "naturelles”. Les problemes d’équations
aux dérivées partielles conduisent a définir, pour tout (a,s) € (]Ri)z, la classe
de Gevrey G% (R"). Elle est formée des fonctions f, pour lesquelles il existe une
constante C, s telle que pour tout multi-indice P = (p1,...,pn) de longueur p,

on ait
o f (z)
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‘De telles classes ne sont pas stables par composition par une fonction affine. On
est donc amené a considérer, de facon naturelle, des intersections.

Les intersections de A. Beurling et H. Komatsu sont obtenues lorsque, pour
tout @ > 0, I'inégalité (1) est vérifiée en remplacant le membre de droite par
CaplaP exp (¢ (p)), pour une fonction ¢ convexe sur R vérifiant lim,_, Lo ¢ (¢) /t =
+o00. (Voir [Ko].) Dans cette note, ces intersections seront notées I 4. Une
autre approche conduit aux intersections de A. Beurling et G. Bjorck. Elles
sont construites en mesurant la croissance des dérivées "du coté Fourier”, &
l’aide d’un poids. Si le poids est assez régulier, cela revient & imposer que
'inégalité (1) soit vérifiée pour tout a > 0, en remplagant le membre de droite
par Cypla® exp (¢ (ap) /a), avec une fonction ¢ comme ci-dessus. (Voir [Bj] et
[BMT).) Dans cette note, ces intersections seront notées I 4.

Ces espaces de Beurling ont été étudiés par de nombreux auteurs. En partic-
ulier, ils ont examiné la possibilité d’étendre a ces classes les théoremes classiques
de Borel ou de Whitney. Par exemple, pour les intersections de A. Beurling et
H. Komatsu, on peut citer les travaux de H.-J. Petzsche [Pe2] et de J. Chaumat
et A. M. Chollet [CC2|. Pour les intersections de A. Beurling et G. Bjorck,
on peut citer les travaux de J. Bonet, R. W, Braun, R. Meise, B. A. Taylor
[BBMT] et de U. Franken [Fra).

Cependant, certains énoncés d’analyse différentielle, comme le théoréme de
division de Lojasiewicz, sont faux dans ces espaces. J. Chaumat et A. M. Chollet
ont démontré que ce théoréme est vrai dans 'intersection des classes de Gevrey
et dans certaines autres intersections qui seront notées I , dans cette note. Ce
sont des classes pour lesquelles "une bonne analyse différentielle” est possible.
(Voir [CC3| et [CC4]). Cependant, les intersections I3 4 sont incluses dans
Vintersection des classes de Gevrey. Elles ont été généralisées dans [Bel] et
[Be2]. Ces nouvelles intersections, notées I4 4, ont été obtenues lorsque, pour
tout a > 0, 'inégalité (1) est vérifiée, en remplagant le membre de droite par
C,plexp (¢ (ap)). Dans ces classes, "une bonne analyse différentielle” est encore
possible.

Dans cet article, aprés avoir rappelé les principaux résultats relatifs a la
classe C°°, on présente les familles d’intersections mentionnées précédemment.
Ensuite, sans avoir la prétention d’étre exhaustif, on énonce les résultats d’extension
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correspondants et on compare ces intersections.

2 Problemes d’extension pour les jets de Whit-
ney.

2.1 Le théoreme de Borel et le théoréme de Whitney.

Le premier probléme est celui de ’extension lorsque le compact est un single-
ton. Il s’agit du théoréme de Borel rappelé dans 'introduction. Pour généraliser
ce résultat a des ensembles compacts quelconques, on est amené a introduire la
notion de jets. ’

2.1.1 Notations.

On note N I'ensemble des entiers naturels et N* = N\ {0}. n désigne un
élément de N*. Soit J = (j1,...,95n) € N™ un multi-indice de N™, on note
|J| ou j sa longueur, |J| = j = j; + ...+ j, et J! = jil...5,!. Pour tout
T = (zy,..,x,) € R", on pose z/ = z{'..xl" et |z| = /2% + ... + 2.

Soit f une fonction de classe C™ en z € R™; pour tout multi-indice L =
(lL1y...,ln) € N™ de longueur [, on note
!
@ =5 ().

N 811.’['1...6[“517«,1

Dans tout ce qui suit, £ désigne un ouvert de R™ et K un compact non vide
de R™.

2.1.2 Définitions.

Un jet F sur K est la donnée d’une suite (F(J))JeN” de fonctions continues sur
K a valeurs dans R.

Si K est inclus dans Q et si f € C®(Q), alors (fl%))L y est un jet.
enn

L’application Rg : f +— (fl(}lg))L N est appelée l'application de restriction a
E "
K.

On s’intéresse au probleme d’extension suivant : si F' est un jet, existe-t-il
une fonction f, de classe C sur R", telle que Rk (f) = F? Bien slr, on
suppose que le jet vérifie les estimations de Taylor.

2.1.3 Définitions.

Soient p € N, J € N™ tels que |J| < pet ((,z) € K2 On définit le reste de
Taylor RZ"’F (x) par

1 -
BPF@=FN@ = 5 ga-0fFOQ.
K;|J+K|<p
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On dit que F est un jet de Whitney de classe C*° sur K ou plus simplement
un jet de Whitney sur K si, pour tout p € N et tout J € N” tels que |J| < p,

on a R?’pF(z) =0 (|x — C|p_j) des que |z — (| tend vers 0 avec (z,() € K2
Cn note C* (K) ’ensemble des jets de Whitney.

Ainsi, un jet de Whitney est un jet qui se souvient qu'il est éventuellement
le jet d’une fonction de classe C®. On définit sur C*° (K') une famille de semi-

normes (’i”p) e en posant

J,
| RI7F (2)
11, = sup ‘F( )(:c)’+ sup —
JEN | J|<pir€ K Jentsi<p ¢ —x|P7?
(¢x)eK? (#x

H. Whitney a montré que cette condition nécessaire est aussi suffisante.

2.1.4 Théoreme ([Wh]).

Soit F un jet; F est un jet de Whitney sur K, si et seulement si, il existe une
fonction f, de classe C° sur R™, telle que F' = Ry (f).

2.1.5 Remarque.

Dans [Wh], H. Whitney a également montré que I'extension peut étre choisie
réelle analytique sur le complémentaire de K.

2.2  Quelques résultats d’extension linéaire.

A la suite du théoreme de Whitney on peut se demander si ’on peut réaliser
Pextension a I’aide d’un opérateur linaire continu.

2.2.1 Définition.

On dit que le compact K a la propriété d’extension linéaire (ExL) lorsqu’il ex-
iste une application linéaire continue U, de 'espace des jets de Whitney C* (K)
dans C* (R"™) telle que Rk o U = id. Ici id désigne 'application identité sur
C™®(K).

Rappelons tout d’abord que {0} n’a pas la propriété (EzL). Un autre ex-
emple de compact n’ayant pas cette propriété a été donné par M. Tidten.

2.2.2 Théoréme ([T4]).

Si g est une fonction de classe C™ sur R telle que g >0 sur R} et g =0 sur
R_, on pose K, = {(r,y) € [0,1]2,0 <y< g(l)} Alors le compact Kq n'a
pas la propriété (ExL).

Le premier résultat positif est dd a B. S. Mityagin. Dans son exemple,
la question de l’existence de bases est tres importante. Si on a une base de
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Schauder absolue, alors, on peut obtenir un opérateur d’extension explicite, en
étendant individuellement les éléments de la base.

2.2.3 Définition.

Soit F un espace de Fréchet muni d’une famille de semi-normes (|.|,),. - Soient
(:cm)m>0 une suite d’éléments de F et (z! )m>0 une suite d’éléments du dual
de F. On dit que le systéme {(:’L‘m)mzo , (I;n)mzo} est une base de Schauder
absolue de espace F lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(1) {(xm)m>0 NG~ )m>0} est un systeme biorthogonal,

(2) pour tout z € Fyonaz =3 -, (T)Tm,

(3) pour tout a > 0, il existe deux 1eels b>0cet C > O tels que, pour tout
z € F,on ait 7% |2, (2) 2 S Cllzll,.

Soit m un entier, on pose, pour tout z € [—1,1], T, (x) = cos (marccosz);
c’est le polynéme de Tchebyshev de degré m pour l interva.l [—1,1]. On pose
ao (f) = % [T f(cost)dtet, pour tout m € N*, ap (f) =1 [T _f cost ) cos (mt) dt.

2.2.4 Théoréme ([Mi]).

Le systéme {(Tm)m20 , (am)mzo} est une base de Schauder absolue de [’espace
de Fréchet C* ([—1,1]) et [—1,1] posséde la propriété (EzL).

Ce résultat a été généralisé par W. Pawlucki et W. Ples$niak & des compacts
satisfaisant la propriété de Markov.

2.2.5 Théoréme (|[PP)).

Soit K un ensemble compact vérifiant la propriété de Markov suivante :
pour tout polynéme Q et tout multi-indice J € N™, on a

sup [|Q1) (2)]| < M (deg @)™ sup 1 (2)]
€K zeK

avec deux constantes M et r qui ne dépendent ni de Q ni de J.
Alors K posséde la propriété (ExL).

Le théoréme suivant donne des exemples d’ensembles compacts ne vérifiant
pas la propriété de Markov et qui possédent pourtant la propriété (EzL).

2.2.6 Théoreme ([Gol] et [Go2]).

On considére deux suites (ak);»; et (bk)rs; vérifiant les conditions suivantes.
o Les suites (ax),~, et (bx — ax)g», décroissent vers 0.

o by <1 et pour tout entier k > 1, on a ap — bxyy > 0.

o ]l eziste deux constantes Co > 3 et M > 0 telles que, pour tout k
1, on ait 2b, < Cq(by —ay), by — ar < 2Co (ak ~ brs1) et bryr — aryy
o1-M (bx — ak)M

Vv IV
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On pose

K = {0} ) U fak,bk]
k>l

Alors C® (K) posséde une base de Schauder absolue et le compact K vérifie la
propriété (EzL).

2.2.7 Remarques.

Dans les trois théoremes précédents, les opérateurs d’extension linéaires sont
relativement explicites.

Signalons enfin qu’une étude systématique de l’existence d'un opérateur
linéaire continu d’extension a ’aide de I’invariant de Vogt "DN” a été faite
par M. Tidten dans [T%]). Récemment, L. Frerick a montré dans [Fre| que cet
invariant est équivalent & des inégalités d’interpolation simples.

3 Intersections de classes ultradifférentiables.

On g’intéresse maintenant aux probléemes d’extension dans des intersections
de classes ultradifférentiables. Ici encore Q0 désigne un ouvert de R” et K un
compact non vide de R™.

3.1 Classes ultradifférentiables de fonctions et de jets.

Dans tout ce paragraphe, on suppose que ¢ est une fonction convexe sur Ry,
vérifiant la condition (H,,) suivante

lim -¢—(-Q

t—+o0o

:+oo

3.1.1 Définitions.

On note {¢ (t),Q} Pensemble des fonctions de classe C* sur Q vérifiant

£P ()]
sup  sup ——— 1 = || f| < +00.
PEN™;p=|P| z€Q plexp (¢ (P)) {o(1).0)

La classe {¢(t),Q} est un espace de Banach.
On note {¢ (), K} 'ensemble des jets F' définis sur K vérifiant : il existe
C > 0 tel que 'on ait

PP (g
Sup M S C
PENnp=|P| z€K plexp( (p))

et, pour tout entier p, pour tout multi-indice J de longueur 5 < p et, pour tout
(z.¢) € K?,
|RZ»DF(I)‘ < Chlexp(p(p+1))|( — Ilerl—j‘
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En prenant pour norme “F“(é(t).K} la plus petite constante C réalisant les
deux inégalités précédentes, la classe {¢ (t), K} est un espace de Banach. Les
éléments de {¢ (f), K} sont bien sir des jets de Whitney sur K.

3.1.2 Remarques.

1. Silouvert Q est borné, {¢(t),Q} contient I'ensemble des fonctions ana-
lytiques au voisinage de {); la fonction ¢ mesure le "défaut d’analyticité” de la
classe. Ce point de vue se justifie par le fait que, dans beaucoup de situations,
c’est avec la fonction ¢ que Pon obtient des contréles naturels. Pour s’en con-
vaincre, il suffit d’examiner le cas de la composition de deux fonctions f et g de
classe C* sur R. On utilise la formule de Faa di Bruno ( [Ro] Pour tout entier
n et tout réel z, on a

o)™ (4 n f(p) ¢ (z) Js
(f 9?1! ( ):Z pl Z CJp11H<q S!(:c>

p=1 JEJpm s=1

en posant Jy, = {(j1, .., jn) € N, sjs=net Y.._, js =p}. De plus les

constantes C‘]‘p'n vérifient Z./er . Crpn = #}3'}7)‘ Ainsi, dans le calcul

(n (»)
de Y22 ¢e sont donc des termes -pL! et 5’:,— qui interviennent.

Tl

2. On dit que la classe {¢(t),R"} est non quasi-analytique lorsqu’elle

contient des fonctions non nulles a support compact. D’apreés le théoréme

de Denjoy-Carleman, dont on trouve la démonstration dans [Mal, la classe

{¢(t),R™} est non quasi-analytique si et seulement si ¢ vérifie ’hypothese
(Hpga) suivante

+oc dt
/ S
1 texp (—%”)

3.1.3 Définition.

On dit que la fonction ¢ est fortement non gquasi-analytigue lorsqu’elle vérifie la
condition suivante : il existe A € R tel que, pour tout p € N*, on ait

1 A
< .
; kexp (¢ (k) —¢(k—1)) = exp(¢(p) —d(p—1))
Dans tout ce qui suit, sans restreindre a la généralité, on peut supposer que

¢ (0) = 0. Ainsi, on suppose dorénavant que ¢ est une fonction convexe sur Ry,
nulle en 0 et vérifiant la condition (H,,).

3.2 Intersections I, ; de A. Beurling et H. Komatsu.
3.2.1 Définitions.

On définit les intersections de classes de fonctions et de jets suivantes
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Lo (Q) = [ {thha+¢(t),0Q}

a>0
et
Lo (K)=[]{tlna+¢(t),K}.

a>0

Ces classes ont été introduites par H. Komatsu dans [Ko).

3.2.2 Définitions.

On note encore Ry : f — (f'l(;g))L . Uapplication de restriction a K. Clest
eNn

une application de I 4 (R") dans I, 4 (K).

On dit que 'intersection de classes [} 4 (K') a la propriété d’extension (Ex)
lorsque Papplication de restriction Ry est surjective.

On dit que l'intersection de classes I 4 (K) a la propriété d’extension linéaire
(EzL) lorsqu’il existe une application linéaire continue U, de I; 4 (K) dans
.o (R™) telle que R oU = id. lci id désigne I'application identité sur Iy 4 (K).

Dans ces classes, le probleme de l'extension au dessus d’un point a été
complétement résolu par H.-J. Petzsche.

3.2.3 Théoréme ([Pe2)).

Si ¢ vérifie Uhypothése de non quasi-analyticité (Hpqa) de 8.1.2, alors les con-
ditions suivantes sont équivalentes.

(1) I,4 ({0}) a la propriété d’extension (Ex).

(2) I 4 {{0}) a la propriété d’extension linéaire (ExL).

(3) Lo fonction ¢ est fortement non quasi-analytique.

3.2.4 Définition.

On dit que la fonction ¢ est & croissunce modérée lorsqu’il existe o > 0 tel que,
pour tout t € Ry, on ait ¢ (2t) < ot + 2¢ (t).

Si K est un compact quelconque de R™, J. Chaumat et A. M. Chollet ont
démontré le théoreme suivant.

3.2.5 Théoréme ([CC1]).

Si ¢ est a croissance modérée et vérifie l'hypothése de non quasi-analyticité
(Hnqa), alors, les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) La fonction ¢ est fortement non quasi-analytique.

(2) Pour tout compact K de R™, I 4 (K) a la propriété d’extension (Ex).

On verra dans le paragraphe suivant qu’un théoreme d’extension linéaire
pour les classes de A. Beurling et H. Komatsu découle d'un résultat obtenu
dans le contexte des classes de A. Beurling et G. Bjorck .
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3.3 Intersections /,, de A. Beurling et G. Bjorck.
3.3.1 Définitions.
On définit les intersections de classes de fonctions et de jets suivantes

I (@) = {45(;0 }

a>0

Ly (K) =) {@ +t1na,l(}.

a>0

et

Lorsque la fonction ¢ est associée & un poids w au sens de la définition qui
suit, on retrouve les intersections de classes de A. Beurling et G. Bjorck [Bj]
modifiées par R. W. Braun, R. Meise, B. A. Taylor dans [BMT].

3.3.2 Définition.

Soit w : [0, +oo[ — [0, 4+o00[ une application continue croissante. On dit que w
est un poids lorsque w satisfait les conditions suivantes :

(1) w(2t) =0 (w(t)),

(2) f+°° “0 gt < 400,

(3) In(t) = o(w (1)),

(4) ¢y [0, 400 — [0, +00[,t — w (') est convexe.

On note alors Poy la fonction conjuguée de Young de la fonction ¢). Par
définition, pour tout ¢ > 0, ¢{,, () = sup,»o {at ~ ¢y (z)}.

On dit que la fonction ¢ est associée a un poids lorsqu’il existe un poids w
tel que, pour tout t > 0, on ait ¢ (t) = Bl (t)—tin(t+1).

Dans toute la suite de ce paragraphe, on suppose que ¢ est associée a un
poids w. Les classes I3 4 interviennent de fagon naturelle lorsque I’on mesure la
croissance des dérivées "du c6té Fourier” avec le poids w. Plus précisément, on
a la proposition suivante.

3.3.3 Proposition ([BMT]).

On suppose que K est un compact convexe non vide. Pour tout A > 0, on pose

Dy(K) = {feC’w(R"),supp(f) C K et /

et

n

J?(t)‘ exp (Aw (t)) dt < +oo}

Dy (K) = (1) Dx(K)
A>0

Soit f € C*(R™), a support dans K. f € D,y (K) si et seulement si f €
Lo (R™).
Pour ces intersections, on définit la propriété d’extension ( Ez) et la propriété

d’extension linéaire (EzL), comme au 3.2.2. Le théoréme suivant généralise des
résultats de [MT1].
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3.3.4 Théoréeme ([BBMT),|[Ab]).

Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) I2.4 ({0}) a la propriété d’extension (Ex).

(2) Pour tout compact K de R™, I, 4 (K) a la propriété d’extension (Ezx).

(8) Il existe K, un compact non vide de R", tel que I 4 (K) ait la propriété
d’extension (Ez).

(4) La fonction ¢ est fortement non quasi-analytique.

Le théoréme suivant généralise des résultats de [MT'1] et de [MT2].

3.3.5 Théoréme [Fra.

St ¢ est fortement non quasi-analytique, les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) Io 4 ({0}) a la propriété d’extension linéaire (FxL).

(2) Pour tout compact K de R™, I 4 (K) a la propriété d’extension linéaire
(EzlL).

(3) Il existe by > 0 tel que, pour tout a > 0, il existe b >0, Ay >0 et Ay >0,
tels que, pour tout p € N, on ait

1 1 1
'l)'d)(bp) + 5‘45(5110) < —¢(2ap) + Ay + A2p.
1 a

La proposition suivante, dont la démonstration est donnée dans l’annexe
numéro 2 de [Be?2|, compare les différentes classes de Beurling.

3.3.6 Proposition.

(1) Soit ¢ une autre fonction conveze sur R4, nulle en O et vérifiant la con-
dition (Hya). Si 11,4 ({0}) = I, 5 ({0}), avec égalité topologique, alors, b est i
croissance modérée et on a U'égalité topologique Iy 4 ({0}) = I, 5 ({0}).

(2) Si ¢ est a croissance modérée, alors, pour tout compact K de R™ et tout
ouvert Q1 de R™, on a les égalités topologiques I 4 (K) = Io g (K) et I1 4 (Q) =
I2.4 ().

Comme R. Meise et B. A. Taylor ont montré dans [MT1] qu’une fonction a
croissance modérée peut étre associée a un poids, on peut énoncer la conséquence
suivante du théoreme de 3.3.5 :

3.3.7 Théoréme.

St ¢ est une fonction a croissance modérée fortement mon quasi-analytique,
alors, pour tout compact K de R™, I » (K) a la propriété d’extension linéaire
(ExL).
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3.3.8 Remarques.

Ce théoreme peut étre établi a l'aide d’une démonstration directe, & partir
du théoreme 3.2.3. (Voir [Be2]).

On ne sait pas si ’hypothese croissance modérée est nécessaire dans le
théoreme 3.3.7.

3.4 Intersections I3, de J. Chaumat et A. M. Chollet.
3.4.1 Définitions.

On définit les intersections de classes de fonctions et de jets suivantes

Is e () = () {ag (), 0}

a>0

et
I (K) = () {as (1), K} .
a>0

Ces intersections ont été introduites par J. Chaumat et A. M. Chollet pour
généraliser I'intersection des classes de Gevrey. Ils ont démontré dans [CC3]
et [CC4] que ces classes jouissent de certaines ”bonnes propriétés” de la classe
C*® avec un théoreme de Lojasiewicz sur la réguliere situation, un théoréme de
division de L ojasiewicz, un théoreme de composition de Glaeser et le théoreme
d’extension de type Whitney suivant.

3.4.2 Théoréme (|CC3)).

On suppose que la fonction ¢ est a croissance modérée et qu’elle vérifie 'hypothése
(Hinga) Suivante :
lim ﬂ = +00.
u—+oo0 uln (Inu)
Alors, pour tout compact K de R™, I3 4 (K) a la propriété d’extension (Ex).
(Ict encore, la propriété d’extension (Fz) est définie comme dans 3.2.2.)

3.4.3 Remarques.

1. La condition (Hcngqe) est équivalente & la condition suivante :

+ 00 dt
Ya > 0,/ —_— <400
1 texp (—“ L(t))

En d’autres termes, elle signifie que, pour tout a > 0, la classe {a¢ (¢),R™} est
non quasi-analytique. Cette condition est nécessaire pour qu'il y ait extension
pour un compact non vide (voir [Be2]). Une fonction ¢ vérifiant cette condition
sera appelée une fonction complétement non quasi-analytique.
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2. Si ¢ est a croissance modérée, alors il existe une constante positive 3 telle
que, pour tout ¢t > 1, on ait

o) <tp (1) + Btint. (2)

Ceci montre que les intersections I3 4 sont incluses dans l'intersection des classes
de Gevrey non quasi-analytiques.

3.5 Intersections I, 4.
3.5.1 Définitions.

On définit les intersections de classes de fonctions et de jets _éuivantes

Lo (@) = () {6 (at) Q)

a>0

et
Lig (K) = [ {#(at) K}
a>0

Ces intersections de classes ont été introduites dans [Bel| et [Be2| pour
généraliser les intersections a croissance modérée I3 4 qui, d’apres la derniére
remarque, sont contenues dans ’intersection des classes de Gevrey non quasi-
analytiques.

Pour ces intersections, comme au 3.2.2, on définit les propriétés (Fz) et
(EzL).

Dans ces nouvelles intersections, on a un théoréme d’extension de type Whit-
ney.

3.5.2 Théoréme (|Bel], |Be2]).

Si ¢ est complétement non quasi-analytique, alors, pour tout compact K de R™,
14,4 (K) a la propriété d’extension (Ex).

On étudie ensuite si cette extension peut étre réalisée a I’aide d’un opérateur
linéaire continu. Dans le cas de la classe C, la réponse dépend de la géométrie

du compact. Ici les résultats sont similaires mais la réponse depend de la
géométrie de K et de la croissance de la fonction ¢.

3.5.3 Théoreme ([Bel], |Be2}).

(1) Iy4 ({0}) n’a pas la propriété d’extension linéaire (ExL).

(2) On suppose que la fonction ¢ est complétement non quasi-analytique. Alors

il existe une fonction f appartenant a I 4 (R), ayant toutes ses dérivées nulles

en Q et strictement positive sur |0,1]. On pose Ky = {(I,y) € [0, ],]2 0 y<f (l)}
alors 14,4 (K5) n'a pas la propriété d’eztension linéaire (ExL).

(8) En dimension 1, si ¢ est a croissance modérée, 14 4(|0,1]) n'a pas la pro-
priété d’extension linéaire (EzL).
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En particulier, dans le cas de lintersection des classes de Gevrey, il n'y a
pas d’opérateur d’extension linéaire continu.

Pour des compacts "réguliers” et pour de "grandes classes”, on a la version
ultradifférentiable suivante du théoreme de Pawtucki et Plesniak.

3.5.4 Théoréme (|Bel], [Be2]).

S1 K est un compact de R™ vérifiant la propriété de Markov du théoréme 2.2.5

et si
im 20 _ o, (3)
u—+oo ulnu

alors 14,4 (K) a la propriété d’estension linéaire (ExL).

L’intervalle [—1,1] vérifie la propriété de Markov. Pour d’autres exemples
de compacts ayant cette propriété, on pourra consulter [Pl].

Pour des compacts particuliers de R, on peut utiliser les méthodes de Mitya-
gin et de Goncharov pour obtenir des opérateurs d’extension explicites dans les
intersections Iy 4. Pour le segment [—1, 1], on obtient une nouvelle démonstration
du théoreme 3.5.4 dans ce cas particulier. Pour un compact de Goncharov, on
obtient des exemples qui montrent que, dans ces intersections comme pour le
cas de la classe €, la condition de Markov n’est pas nécessaire pour qu’il existe
un opérateur d’extension linéaire continu. Ici encore, la question de l'existence
de bases est trés importante.

Dans le théoreme suivant, on utilise les notations du théoréme 2.2.4.

3.5.5 Théoréme ([Bed],|Bed|).

(1) Le systéme {(Tn)nZO , (an)nzo} est une base de Schauder absolue de l'espace
de Fréchet I4 4 ([—1,1]).
#(u)

(2) On suppose que limy, o0 77y = +00. Alors il existe un opérateur linéaire
continu d’extension explicite, de 144 ([—1,1]) dans I 4 (R).

3.5.6 Remarques.

1. Dans la premiére partie de ce théoreme, la condition (H,,) est la seule
condition de croissance imposée & la fonction ¢.

2. G.I. Balikov a prouvé un résultat analogue pour des classes définies par
des limites inductives. Dans ce cas, il a établi que les polynémes de Jacobi
forment une base de l’espace des fonctions ultradifférentiables sur [—1,1] (voir
[Bal] et [Ba2)).

3. Pour les classes I1 4, H.-J. Petzsche a montré dans [Pel] que les polynomes
de Tchebyshev ne forment pas, en général, une base de Schauder de l’espace

11,¢ ([_lv 1])
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3.5.7 Théoréme ([Bel],[Bed]).

Avec les notations du théoréme 2.2.6, on considére K = {0} U (Ukzl [ak,bk]>.

Si limy— 400 %Z‘—) = +00, alors Iy 4 (K) posséde une base de Schauder absolue

et il existe un opérateur linéaire continu d’extension explicite, de I 4 (K) dans
Iy (R).

3.5.8 Remarques.

1. On peut vérifier que les intersections de classes I4 4 héritent des propriétés
obtenues par J. Chaumat et A. M. Chollet dans [CC3] et [CC4]. En effet, dans
tous leurs travaux, on peut constater qu’il apparait a chaque fois une perte de
régularité typique, d’une classe ” @ (at)” vers une classe "¢ (aX (t + u))” ol A et
it sont deux entiers strictement positifs. Une telle perte est donc masquée par
I’intersection. Ainsi les théoréemes de division de Lojasiewicz et de composition
de Glaeser s’étendent naturellement aux classes I4 4.

Pour s’en convaincre et a titre d’exemple, il suffit d’examiner le cas de la
composition par X2, dans un anneau de séries formelles & croissance controlée.
Cette situation correspond au théoréme de composition de Glaeser au dessus
d’un point. Pour tout a > 0, on note S {¢ (at)} ensemble des séries formelles
A(X) = ;:8 a; X7 vérifiant

a;]

U exp (g ()

On définit sur S {¢(at)} une norme en posant |A(X)[, = sup,en ﬁf(laT))

Si A(X) = 3755 a; X7 est une série formelle, on note A (X?) la série formelle
obtenue par composition par X2, ona 4 (X?) = ;L:S a; X% . La série formelle

A (X?) appartient & S {¢ (at)} si et seulement si, A (X) appartient 3 S {¢ (2at)}.
De plus, on a
A(x? :sup#: A(X)|lg, -
|| ( )Ha jen exp((,b(Qa])) ” ( )HQ

2. On peut aussi établir, & P'instar de H. Whitney dans [Wh] et de M.

Valdivia dans [Va], des théoremes d’extension avec réelle analyticité sur le
complémentaire de K. On a, par exemple :
Théoréme ([Bell]). Soit K un ensemble compact non vide de R™. On sup-
pose que 14 4 (K) a la propriété d’extension linéaire (ExL). Alors il existe un
opérateur linéaire continu d’extension U, de ls 4 (K) dans I4,4 (R™) tel que,
pour tout F € Iy 4 (K), la fonction U (F) soit réelle analytique sur R™\K.

3. Récemment, une généralisation du théoreme 3.5.2 a été donnée par J.
Schmets and M. Valdivia dans [SV].
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3.6 Comparaison entre les classes.

Pour les classes I 4 et Iz 4 on a déja donné I'énoncé 3.3.6. Les deux proposi-
tions suivantes comparent les classes I3 ¢ et Iy 4 puis les classes I3 ¢ et 14,4. lci
encore ¢ désigne une fonction convexe sur Ry, nulle en 0 et vérifiant la condition
(Hna)-

3.6.1 Proposition ([Be2]).

(1) Pour toute fonction ¢, tout compact K de R™ et tout ouvert Q1 de R", on
a Iy (K) Clag (K) et 14,4 (Q) C I3 (Q) et les injections sont continues.
(2) Su 13,4 ({0}) = 14,4 ({0}), alors ¢ vérifie la condition (H) suivante :

pour tout a € ]0,1], il existe b €]0,1[ et C > 0 tels que, pour tout t >0, on
ait bo (t) < ¢ (at) + C. '
(3) Si @ vérifie (H), alors, pour tout compact K de R™ et tout ouvert  de R™,
on a les égalités topologiques Iy 4 (K) = I3 4 (K) et 144 () = I3, ().

3.6.2 Proposition ([Be2]).

(1) Pour toute fonction ¢, tout compact K de R™ et tout ouvert @ de R™ on a
Ijo (K) C Iy (K) et Iy (Q) C Iy () et les injections sont continues.
(2) Si 144 ({0}) = 12,4 ({0}), alors, ¢ vérifie la condition (H') suivante :

pour tout a € 10,1[, il existe b € ]0,1[ et C > 0 tels que, pour tout t € Ry,
on ait

6 (bt) < C + b (at).

(8) Si ¢ vérifie la condition (H'), alors, pour tout compact K de R™ et tout
ouvert Q0 de R™, on a les égalités topologiques Is 4 (K) = Io 4 (K) et I44(Q) =
I 4 (Q).

On peut noter que la condition (H') implique la condition suivante : il existe
o>1,A>0et Co >0 tels que, pour tout t > A, on ait ¢ (t) > Cat®.
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