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SUR LES ONDES DE SURFACE ANALYTIQUES
DE NATURE NON DIFFRACTIVE

par P. LOUSBERG

SUMMARY

In [*], J. Sjostrand has developed a general theory of the propagation of analytic
singularities in boundary value problems. In the present paper, we use this theory to
investigate problems which give rise to a propagation in the boundary of non diffractive
type. More precisely, we prove the existence of a supersonic boundary wave in the
oblique derivative problem and also of the Rayleigh wave in the study of the propagation
of elastic .waves in an isotropic. medium. o

I. — 1NTRODUCTION

Soit Q = R X ® un ouvert de I’espace-temps R7*l de frontiére analytique.
Nous notons les points de R?+1 par

X=(ta)=(a,25) = (X, 20), t€ R, 2’ € R*1, 2, € R

Dans Q, on considére un probléme aux limites [3], posé pour l'opérateur de
dérivation P(X, Dx) & coefficients analytiques dans R#*!, d’ordre m, lorsqu’on

impose sur ) des conditions aux limites représentées par opérateur B(X, Dx) &
coefficients analytiques dans Q et d’ordre inférieur & m. On suppose en outre que
Q est non caractéristique pour P.

 Afin d’étudier le comportement des singularités de la distribution T solution
de ce probléme au voisinage de (Yo, Ho) € T*(C2), on introduit un systéme. de coor-
données aplanissantes X = (X', x,) € U’ X }— T, T[ tel que z, > 0 sur Q et x, =
sur Q) dans un voisinage de Yo. Dans les applications, ce systéme sera celui des coor-
données aplanissantes standard introduit dans [2].

Dans les coordonnées X, le probléme aux limites se transforme en

T.P*(X, Dx)3 = f F(X).3(X)dX,v3e DU’ x 10, T[), fe A(U’ x]—T, T]),

@Y (ms
DE T, |, o By(X, Dy )@ = f §(X).3 (X)dX", V' e D(U'), je AU,

Ty,
k=0
m—1
—
si T, P(X,Dx), B(X, Dx) = Z By (X', Dx/) D} représentent V'expression de la
k=0

Présenté par H. G. Garnir, le 19 novembre 1981.
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distribution T et des opérateurs P, B dans ces coordonnées. Signalons que la premiére

relation et I'hypothése de frontiére non caractéristique assurent que T est & trace
dans U’ x 10, T[, c’est-a-dire

T.3= f%}n.?p(X)dxn, Tay € O ([0, T, D(UY)).

Posons
—  m—1 P
WEF,C = kLZJOWFa Dxn an ‘xn:()

et notons
e
WFo(T |yrx0,00)
le wave front set analytique de la restriction de la distribution T & l'ouvert
U’ x 10, T[. ' -
Dans cet. article, nous. considérons les problémes aux limites de la dérivée

oblique et de la tension élastique et nous montrons que ces problémes donnent lieu
& des phénomeénes de propagation dans la surface de nature non diffractive.

II. — PROBLEME DE LA DERIVAE OBLIQUE

1. — Ce probléme est posé pour I'opérateur des ondes
P(Dx) = aD} +bD;+¢c— Ay, a > 0,b,ce R,
et est caractérisé par I'opérateur frontiere ,
B(z, D) = (). Dz + {(@). D + h(z)
ol v(z) désigne la normale unitaire & ¢ au point z dirigée vers 'intérieur de , £(z)

un champ de vecteurs tangents analytiques de © et h(z) une fonction de A(®).

~ Etudions le comportement des singularités au voisinage d’une singularité
(Yo, Ho) hyperbolique pour 'opérateur P, c’est-a-dire telle que an% > || Soit
(X4, Eq) la forme locale de (Yo, Ho) dans les coordonnées aplanissantes standard [2].
On a o5 = nos et | £ = | no | de sorte que ak2 > & |2

Les opér;ateurs P, B se transforment en 121, 13,
P(X’, Dx) = —(1 + ¢*)DZ -+ [2(9.Dz) + Ag/ fIDg, — Ay -+ aD} + D, + ¢,

B(X/, Dx) = /1 + ¢ Da, + [t'(x') _ \—/%;2] Dy + W @), (*)

ol f, g = Dy/f sont des fonctions analytiques dans U’ g’annulant en X, ¢'(x”) repré-
sente la forme locale de #(x) dans les coordonnées X’ et &’ € A(U’). On désigne respec-
tivement par p(X’, B), (X', E) les parties principales de ces opérateurs.

2. — Le polynéme p(X’,E’, z) admet pour (X', E’) dans un voisinage V de
(X, Bg) deux racines réelles distinctes,

(*) On pose g2 =g.9 = |g [
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o (X, By — 1 (= Disign at)«/(fzj SLLIETE GEP .1

Soit v; la restriction & (U’ X [0, T[) x (Re+1\ {0}) de la bicaractéristique de
En — (X7, B) issue de (X3, 0, By, 2;(Xg, Eg)). On a

Yi = {(X 8) S, ._.( )) DSX' == — DE./ 27, DSE = szf, se [0, S[},
d’ot, en particulier, ' ,
| (— 1ya|&|
V(@B —[E (1 + ¢%) — (9.£)2

La courbe v; est donec montante si j = 2 et descendante si j = 1.

Dt == — Dy, 2 =

Posons

7(X—/7 E,) —_ 1 -]‘C b(X ? ‘_‘ 4 2)

2ir Jo, pX, &, 2) ¢

ou Cz represente un contour ferme n’entourant que le seul zéro ze du dénominateur.
Cette expression est appelée Lopatinsky. Par la méthode des résidus, on obtient

! _(1_ VIitPr@).y )

2VI+ 7\ (sign &/ — € B+ ¢%) — (¢ §)°
Le Lopatinsky s’annule dés. lors en (X, ) lorsque

' (g) .Ep = (sign Sor) A/ aEZ — [ & 2

Si r(wg, Bg) # 0, on a le résultat suivant.

TugorEmE 1T.1. 87 Y]_m WF@(C [U’X]O,T[) = @, alOTS ,, :0 ¢ WFabC

Preuwve. On vérifie comme dans [5] que le probléme aux limites (P, B) est micro-

hyperbolique en (X;, Zg) dans la multidirection (— H%(Xo, 0, Eg), — H, (X4, 0, ._.0))
avec Yy == oy et Yo = — &y ,
3 — ]Envisa‘geons 4 présent le cas ou (X, By) = 0. Soit v, la courbe infégrale
de H, passant par (X;, Z¢); on a
Yr = {(X,(8)7 E’(S)) : DSX’ = DE/T: DSE, = DX”, s € ]_ S/: S,[}:

avec Dyi(s) # 0 puisque Dy a le signe contraire de &; lorsque r(X’, &’) = 0. Posons
'Y—’\hﬂ{X',:/ t<to}

TukorEME IL2. St v; N WET =g e st v1 O WE(T |y wqo,m) = @, alors
(X}, p) ¢ WFC.

Avant de démontrer ce théoréme, opérons une etude préliminaire des condi-
tions de microhyperbolicité.

Lemme IL1. Sovent o(X, &), do(X; &) des fonctions analytiques réelles dans un
voisinage ¥ de (X, 0, Bq) o telles que g[;l X 0,5) = o(X',0,E) = ¢(X’, E"). 8¢
on a
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(i) Hez s — Dy dn < 0, (%)

(ii) Hz,do — Dz, e > 0,V(X, E) e?,

(iii) H,¢ # 0,V(X', B)e¥ o,
Vo désignant la sectwn de V" par x, = 0, alors

a) (X, E) est mwrohyperbolzque dans la direction — H,J,. en tout point
(X, B, 2 (X, E)) tel que (X, B eV,

b) le probléme aux limites (P, B) est microhyperbolique en tout pomt (X', B") de
Vo dans la multidirection (— H,,, — Hy, ) [°].

Preuve. Soit (X,E’)e?¥"; posons
(X, B, 8) = (X' —is Dedy(X, B'), B + is Dx'{y(X, &)

Sous les conditions (i), (ii), il existe un voisinage V de (X’, E’) et un nombre

g > 0 tels que
Ty (15X, &, ) — Dy (K, B {53015 = B (1)

lorsque (X, E) eV et s€10, ]. o

En effet, de
2 (X' &, 8) = 2(X', B) + is(— Dady, Dxdy)x 5 (f (Dx/ 22) (X7, B, us))du)

on tire
Imzf(Xi (X,: E’,: 8)) — SDx qu(X, :I)

1 - =
— Dz, Dly)z = Re( fo (Dxrz2i) (x5 (X', B, us)du) — Dy bi(X, B)]

Pexpression entre crochets se réduisant en (X', E',s) = (X", &, 0) a
(He, $5 — Dy, Y5 Par continuité, elle conserve donc son signe dans un voisi-

nage de ce point.

De la relation (1), on. déduit
En +is Dy WX, B) — (X', B, 8) # 0,¥(X, B) e V,VEs € R, ¥s€]0, ¢,
ce qui entraine en partlcuher la mlcrohyperbohclte de £, — (X', &') dans la direc-
tion — H%, au point (X, &/, (X, E')) et de 1a le résultat a) puisque l'autre facteur
de p(X’, E) ne g'annule pas en ce point.

Etablissons le point b). Si &, =0, on a

(X, B, 8) = (X, B, s) = (X! —is D (X, B, B + is D (X, B)).

Soit €x/ g/, un contour entourant le zéro zz(x(X’, E', s)); le tableau

1 by (X', B, s), 2) — g
%Lm( 2)dz = r(x (X', B, s))(L, 22 ( (X', B, 8)))

est de rang maximum puisque r{y(X’, ', s)) ne s’annule pas pour (X', Z’) dans un
voisinage de (X', 2') et s €10, ¢’]. De fait, on a

(*) Hz1 $; = Dar 2. Dxs ¢, — Dx+ 2,. Das ¢y.
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Imr(y(X, B, 8)

1
: (—Dath Dbz e (X', wsp)

et il suffit dés lors de remarquer que le second membre est différent de 0 au point
(X', &, 0) ol il vaut (H)z, 5.

4. — Construisons des fonctions {;(X,E’) répondant aux conditions du
lemme II.1.

Choisissons un changement de variables analytiques dans un voisinage ¥’ de
(XI ',:‘/
0 =0/>

u = w(X', B') X' = X'(u, 1)
7 =X, B) <> B = E'(u, T) 4
(X', B)e?” (, 1) e WcC R x R2o-1,

qui transforme (Xg, Eg) en (0, 0), H, en D, et la courbe vy en le segment
{(u,0) :ue]—3,0[,3 > 0}

Introduisons les familles de fonctions

= PR : Xy L
ol X, B) = Gul(X, B + (— M2 = 1,9,

avec

- k - , » , ’ 3
(X', B') = Po(u(X’, B'), o(X/, B)), Pee(, ) = (¢ — u) — (& — 0) ’—:},

o représentant un paramétre réel et 0, ¢ des constantes qui seront fixées ultérieure-
ment. : ) '

La condition (iii) du lemme II.1 est satisfaite dans ¥ puisque
(Hyder) (X' (2, 7), B (4, 7)) = Dyiafts, 1) = — 1.
Pour les autres conditions, on a le résultat suivant.
Levue 1T 2. Pour tout ouvert V' d’adhérence compacte dans ¥ 7,4l existe g > 0
tel que les conditions (i), (ii) du Lemme 111 sont satisfaites par les fonctions dyy dans

(X E): (X,8) eV, |«(X, B | < ¢}
st
«€10,0],0 € [— e, 0, € 10, =].

Preuve. L’expression

sz ‘-I)joc

—1
= X, E)\~ =1 o ( .
- <‘_Du > 2. <a( )2) (wX', B, (X', 2)) \— W_M_))

g2
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est majorée en module par

o1+ 2E=D I oy, 210)

g2 €

ol
. (X', BN
o= smawp 1 (%55 s 21, s,y 11 P -
De la,
- 20/ —1 _ 1

c——< —c <0
€ 2¢

Hzl \ploc — Dx,n q"loc < ¢+

. 1 . N
si]f],e< i On obtient de maniére analogue

sz ‘-PZoc — Dxn 4)20( zc> 0,
pour les mémes valeurs de 0 et ¢

5. — La démonstration du théoréme IL.2 comporte trois étapes.

A. Les quelqlies considérations préliminaires qui vont suivre vont permettre
entre autre de fixer ¢ et 0.

Comme la bicaractéristique y1 est transverse et telle que

‘ Y10 WEo(T | [y x30m) = 2>
il existe’' des boules bX('), 656, un nombre TV > 0 et un voisinage T; de z1(X, Eg) tels
que
[(bx; X 10, T')) X (bzy x 1N WF,C =o.

On peut toujours supposer que 2(X,B)el; si (X', E’)ebX6 X bE(') et que
ce. dernier ensemble est d’adhérence compacte dans 7. Soit W’-son image par la
fonetion (u(X', B), (X', E")). 1l existe ¢, tels que 0 < e < g, —=eo <0 <0 et
6,01 x {r: |t} <e}cW.

Comme v; N WH4,T = o, le point (X'(0,0), E'(6, 0)) n’appartient pas au
WF,C; il existe dés lors un nombre 3 > 0 tel que ‘

{X(u, 7), B (u, 7)) we[0,0 +3[ 7] < e} N WERT =2
et
{(X'(, 1), Tp, B (4, %), E) : wE[0,0 + 3, [ 7| < 6,2, €10, T'[} " WF,T = gz,
quitte & réduire e, T". On prendra enfin ¢ tel que —eb < T'.
Remarquons d’autre part que
{X, B s wX, B > 6, §o(X', B') > 0}
C{X,E) 0 <wX,B) <a|t(X,E)| < ¢}

tandis que

{X,8) : wX,8) > 0, o, (X, E) > 0}

C{X,8):0 <X, B) <o, |[v(X,E)| <e0 <y < —eb}
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B. Montrons que
{(X’, H)ebx) X bl + w(X/, ) >0, P(X,E) > 0N WFHT =0
et ’ '
{X,&8)e bxj % 10, T X bgg X R = u(X, E) > 0, goo(X, E') > 0}NWF,T =g.
Désignons par oo la borne supérieure des o € [0, 0] pour lesquels les intersections
ci-dessus, ol les fonctions o, P20 ont été remplacées par i, Uoq, sont. vides.

Des tels « existent puisque tout o€ [0, 0 + 3[ convient. En outre, la borne
supérieure op est réalisée.

Montrons que «g = 0 en procédant par 'absurde. Si ap < 0, soit uy une suite
de Jug, 0] convergeant vers og. Il existe dés lors une suite (X, Ex) € bx(') x [0, T'[ X

bgy X R telle que
1) (X, Em)‘e WF,T si xpy > 0
ou '
Xfma Em) € WERT ot Enm = 22(X;n> Zi) 51 Zom = 0,
ce qui entraine dans les deux cas p(X7,, Ey) =0,
i) X, B, >0, 4)2“ (Xm, B) > 0. ;
La suite (X, Bp) est bornée; d’une part, de ii), on déduit
xnme[o sﬁ[( ( m:'—-‘m) T( m"—‘m))e]e M[X{T:|T‘<€},

ce qui montre que (X, 2,,) est borné. Pour &4, on note qu’il existe une constante
¢ > 0 telle que [&, | < ¢|E’| lorsque X' by} et p(X’, ) = 0. '

Quitte & en extraire une sous-suite, on peut supposer que (Xomy Ban) — (Xq, Hp) €
bX' X [0, T[ % b—~' X R.Ona (X],E)) € WFgp T siz1, = 0 ou (Xy, Ey) € WF,T si

21 > 0 avec E1p = 2a(X(, By). De 13, oy (X1, By) = 0 et w(X], Ej) > 6 car
{X0,%),20,1) : |7] € e} NWFWT =@
et
(X0, 1), xn, B'(0,7), 6n) : | 7] € 6,0 <y < T'}NWF,CT =g.
Dans ces conditions, le théoréme 7.4 de [3] assure que (X3, Hi) & WFgC si

%1z = 0 et on déduit du théoréme de Kashiwara-Kawai [1], [5] que (X1, 1) ¢ WEF,T
si X1y > 0.

I'—I

En effet, (P, B) [resp. p] est microhyperbolique en (X3, B7) [resp. (Xy, Z1] dans
la. multidirection (—H,, ,—H,, ) [resp. dans la direction — H,, 9y ) €6 i Pon
% 0 0

pose Iy = R,
{(X', 8) e bgy X bgp + u(X, ') > 0, (X, E) > 0} N WFgT = 2.

(X, B) e by X 10, T'L X bgy X T : w(X', B) > 6, §je (X, E') > 0} N WEL = 2,

Pensemble {(X’, E') € by; X bg; : w(X', &) > 0} étant un voisinage de (Xi,:i)
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On arrive ainsi & une contradiction.

C. En utilisant le résultat établi dans B et en remarquant que le probléme
aux limites (P, B) est microhyperbolique en (Xg, Z¢) dans la multidirection (— H,, 0

— Hy,,)) avec §io(Xy, :(’,) = 0, on déduit du théoréme 7.4 de [5] que (X, ) ¢ WFC.

6. — Etudions la courbe v, suivant laquelle les singularités se propagent dans
la frontiére.

Lacourbe v, est contenue dans la région hyperbolique. En outre, comme

(X, BY) = (& — p@’, £)(X, B

. 1 ' (9.8
’ A . s g9 tl 7 . ne
o', §) = (gm0 111 1 + ) 0 — 2
et (X', &') différe de 0 dans un voisinage de (Xg, Bg), vr est done dans ce voisinage
la bicaractéristique de &; — u(x’, £') passant par (X, Zj). On peut dés lors la rap-
porter au temps ¢, ;

vr = {20, &, E() : D’ = — Dgu(a', &), DEE' = Dyp(e, £}

Soit (y(t), n(?)) la courbe de T*(®) dont la forme locale est (2'(t), &'(£)); y(t) repre-
sente la courbe suivant laquelle la perturbation se propage dans la frontiére ¢ 3
partir de o & la vitesse [3],

0] = AfL e ) B ) 70

Celle-ci est donc strictement supérieure & —— qui représente la vitesse de propaga-

Va

tion des ondes dans le milieu.

III. PROBLEME DE LA TENSION ELASTIQUE

1. — XKtudions la propagation des ondes élastiques dans un milieu isotrope.

Y

On rameéne cette étude & celle du probléme de la tension élastique posé pour le
systéme de 1’élasticité

P(Dx) = (— D} + a3A)Iy + (@ —ad) < Dy, Dy >, a1 > A/2az > 0,
lorsqu’on impose les conditions aux limites
B(z; D) = a3(V(2).D2)In + (03 — 203)3(x), D2y + aZ(V(x), Dz, (*)

<, > représentant le produit dyadique.

Examinons le comportement des singularités, au voisinage d’une singularité
elliptique (Yo, Ho), telle que %% < aZ|wo|2. Dans les coordonnées aplanissantes
standard, les opérateurs P, B se transforment en, [3],

(*) L’application de B au vecteur déplacement fournit la tension élastique, c’est-
a-dire la composante normale du tenseur des contraintes.
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P(X’, Dx) = UP'(X’, Dx)U, B(X’, Dx) = UB'(X’, Dx)U
ot U représente une matrice orthogonale et, en reprenant les notations de IT § 1,
B'(X’, Dx) = [a3(1 + ¢%)1s + (@f — a) 7% 701Dy, v
+ (af — 248) 77, Dx,> + a§ <7’ ,gxl> —a39. Dy 1n.

Nous ne mentionnerons pas la forme explicite de P'(X’, Dx); signalons cependant
que, [*], '

v vy AXLE
(X, BN = s
olt
. 2 .
=[] @ + & — 2639 E%n + @ | &' 12— ED)
j=1
et

AKX, E) = [ad(l + g2)T, — (a? — ad) (7% T90JE3
+ [_ 2“%961’”—‘ (a% - a/%) <1—g’ Z,> + <(&)/7 Ig>)]an
-+ [(all g |2 — zt (“1 —‘“2 é’> b >]

2. — Soit (Xg, :(’,) la forme locale de (Yo, Ho). On a £2 < a3 | & |2 et le poly-
néme m(X’, E', z) admet pour ( ’, B’) dans un voisinage V de (Xo, =) quatre racines
complexes distinctes conjuguées ‘deux & deux et dont celles & partie imaginaire
positive sont données par

_g-i’+z‘\/(‘1+92(|£lz &;) (9.8

(X, B = s % j=12
La matrice de Lopatinsky est définie par
1
X/ E‘I —_ ’ "‘/ __1 id
R(X, ) = g [ 000 B ap (X, &, e

(1 WXL ELDAKLEL ) N\
=Y <2m£+ = B A

ol C+ désigne un contour fermé n’entourant que les zéros z1, 2z de m(X', &', z).
Son déterminant vaut, [3],

"e
#X', B) = [& — s0 a5 (‘ gp— (lmgfg)é)]S(X’, =)

ou s(X’,EB") # 0 dans V et 50 représente I'unique zéro dans 10, 1[ du polyndme de
Rayleigh [4]. On a donc r(X{, Eg) = 0 lorsque £2; = so aZ | & 2.

3. — Etudions la propagation des singularités pour I'équation (I.1).
TutoriME IIT.1. 8¢ §2 # sead| & |2, on a (Xg, By) ¢ WFabC
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Preuve. Le probléme aux limites (P, B) est microhyperbolique en (X, Z() dans
la direction — H,, si $(X, E’) = 0. On conclut par le théoréme 0.4 de [5].

Envisageons le cas ot (X, 2g) = 0. Soit v, la courbe intégrale de H, passant
par (Xg, Zy). Comme

r(X,B) = 0,8 € Rn\ {0} = Dy, (X', &) # 0,

la composante temporelle varie monotonément le long de vy, Posons y; =y, N
{X',B): ¢t <tp} Onale résultat suivant. '

THEOREME TX2. 8¢ E% = sead| g |2 et s1 vy M WELC = o, dlors (Xq, Zp) &
WF,,;,C

4. — Avant de démontrer ce théoreme, étudions au préalable les conditions
de microhyperbolicité.

Levve IIL1. Sodit (X', B') une fonction analytique réelle dans un voisinage V'
de (Xg, By) contenu dans V. Le probléme aux limites (P, B) est microhyperbolique en
tout point de V' dans la direction — H, st Ha % 0.

Preuve. Soit (X', E’) € V', posons

(X, B, 8) = (X —is Dg, Y(X', B), B’ + is Dx, (X', "))

[x

On a Imz(y (X', E’,5)) > 0 pour (X', E’) dans un voisinage de (X', B et se 10, €].
Soit & un contour entourant ces zéros. Le tableau (n X 2n) ,

1

g ), PO B 9, 2)p (X B, 2), ), L)z = (RO, B, 9)), %)

est de rang maximum pour (X', 5, s) dans un voisinage de (X', &', 0) et s > 0.
De fait, en procédant comme dans le lemme II.1, il vient

Im dim R(y(X', B, 5))
s

1
(— Dz, Dx )z 5 - (f (Dxrz2m) (X', ', us))du),

le second membre se réduisant & (H,))z. =, (XL B 8) = (X', 5, 0). D'ou le
résultat.

Dés lors, les fonctions

. Yol X', B) = Jo(u(X/, B), (X', B)),
avec |72

‘I’a(u: 1) =(x—u)—(a—0) 2

introduites dans II, § 4 satisfont aux hypothéses du lemme I11.1. Soit V' le voisinage
de (X, ) ot ces fonctions sont analytiques.

5. — La démonstration du théoréeme IIT.2 est & quelques modifications prés
une version simplifiée de celle du théoréme II.2. Donnons-en les étapes essentielles.

Il existe ¢ > 0 et 6 < O tels que 'ensemble [0, 0] X {v: | 1] < &} est contenu
dans le voisinage W’ de l'origine en correspondance biunivoque avec V'. Comme

(X'(6,0), (6, 0)) ¢ WFaba il existe un nombre 3 > 0 tel que .
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{X'(u, ), B (u, 7)) : ue0,0+ 8|7 < s}nWFaﬁ:g,

quitte a réduire e.
On montre ensuite que 0 est la borne supérieure des « & 19, 0] tels que

(X, Z) eV : wX,8) > 0, §u(X, E) > 0} N W4T = o,

en procédant comme dans II, § 5B et en utilisant cette fois le théoréme 0. 4 de [5].
En utilisant le méme théoréme, on déduit de 1a que (X7, By) ¢ WFM,C

6. — La courbe v, est contenue dans la région elliptique. On peut en outre la
rapporter au temps ¢ puisque vy, est également la bicaractéristique de

Zr — (sign &) \/so a2 \/l& [2— lgfI;Z

En reprenant les notations de II, §6, on a cette fois | Dy(t) | = \/ s0 a2, [3].

La perturbation se propage donc dans la frontiére & une vitesse inférieure a celles
des ondes de volume. Ces perturbations de surface engendrent Ponde de Rayleigh [4].

\

Nous tenons & remercier le Professeur H. G. GARNIR qui nous a proposé ce
travail et nous a encouragé lors de sa réalisation.
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