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EXISTENCE, NON-EXISTENCE ET STABILITE DES
SOLUTIONS PERIODIQUES D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL
DANS R5.

AHMED BERBOUCHA AND AKILA NASRI

ABSTRACT. In this work, we consider a five-dimensional differential system
which depends on a parameter a. According to the values of the parameter,
we study the existence and the non-existence of the periodic solutions of this
system.

Résumé. Dans ce travail, on considére un systéme différentiel dans R
dépendant d’un parameétre o. On étudie, suivant les valeurs de ce parametre,
Pexistence et la non-existence de solutions périodiques pour ce systeme.

1. INTRODUCTION

Dans ce travail on considere le systeme d’équations différentielles ordinaires suiv-

ant
d
(1.1) dit” = —az— F(z)
T [ (x2)
T2 f(x3)
ol « est un parametre réel, x = T3 ERS F(z) = f(z4)
T4 f(s5)
Ts5 f(x1)

C’est un systéme qui modélise des réactions chimiques en chaine, il dépend du
parametre .

Notre but est d’étudier, suivant les valeurs de ce parametre, 'existence et la
non-existence de solutions périodiques pour ce systeme.

Pour x € R?, par des méthodes classiques, O. Arino et A.A. Cherif [?] ont montré
que pour o € ]0, %] , ce systeme admet au moins une solution périodique.

Pour les systemes différentiels dans R?, la théorie de Poincaré-Bendixson est bien
indiquée pour I’'étude de I'existence ou de la non-existence de solutions périodiques.

Ces dernieres années des auteurs ont, en introduisant des hypotheéses supplémentaires,
généralisé les théoremes de Poincaré et Bendixson, concernant ’existence et la non-
existence de solutions périodiques, a des systemes différentiels dans R™ avec n > 2
(voir [?, 5, 6, 7, 9]). En appliquant ces théories nous avons (voir [?]) donné des
conditions d’existence et de non existence de solutions périodiques pour ce systeme,
en dimension trois.
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Dans ce qui suit nous allons, en utilisant les résultats théoriques de R.A. Smith
[?,6, 7,8, 9] et ceux de Y. Li and J.S. Muldowney [?], montrer pour le systéme
(?7) Pexistence de solutions périodiques orbitalement stables pour certaines valeurs
du parametre « et la non-existence de solutions périodiques pour d’autres valeurs
de ce parametre.

2. BREF EXPOSE DE LA THEORIE DE R.A. SMITH.

Considérons I’équation différentielle autonome :

(2.1) ® )

ou f : S — R” est localement lipschitzienne sur un ouvert S de R™. On suppose
que Iéquation (?7?) satisfait les deux hypotheses suivantes :

(H1) 1l existe des constantes strictement positives A, ¢ et une matrice P de type
n X n , constante, réelle, symétrique, réguliere, avec 2 valeurs propres négatives et
n — 2 valeurs propres positives telle que :

(¢ —y)"P[f(@) = f(y) + Mz~ )] < —elz —y|* Yo,y € 5.
ou (z — y)* est le vecteur transposé de (x — y) et |z — y| est la norme euclidienne
du vecteur (z — y).

(H2) 11 existe un sous-ensemble ouvert D borné de R™ positivement invariant
avec fermeture D C S tel que sa frontiere D entoure toute orbite de (??) qui la
rencontre.

Cette derniére hypotheése signifie que si z(¢) est une solution de (?7?) telle que
z(tg) € OD alors z(t) € D pour tout t > tg et il existe t; > to tel que x(t) € D
pour tout ¢ > t;. En particulier si S = R™ et I’équation (??) est dissipative alors
(Hs) est vérifiée.

*

Définition 2.1. On dit que l’équation (?7) est dissipative s’il existe une constante
b > 0 et une fonction 7 : (0,00) — (0,00) telle que toute solution x de (??) qui
vérifie |z(to)| < p existe pour to <t < +oo et vérifie |x(t)] < b pourt >ty + 7(p).

Si on choisit p > b et on prend pour D, la réunion de toutes les semi-orbites, qui
au temps tg, sont dans la boule |z| < p, alors D est un ouvert borné satisfaisant

(Ha).

Théoréme 2.2. [?] Supposons que l’équation (?7?) satisfait (Hy) et (Hz) et D con-
tient un seul point critique k. Supposons de plus que f soit continument différentiable
dans un voisinage de k avec Re(z2) > 0 > Re(z3) ot 21, 22, ..., 2, sont les valeurs
propres de la matrice jacobienne de f au point k arrangées dans l’ordre Re (z1) >
Re(z3) > ... > Re(zyn). Alors toute semi-orbite dans D converge soit vers k soit
vers une trajectoire fermée quand t — +o0o et D contient au moins une trajectoire
fermée qui soit orbitalement stable. Si de plus f est analytique dans S alors D
contient seulement un nombre fini de trajectoires fermées et au moins l'une d’elles
est asymptotiquement orbitalement stable.

3. CONDITIONS SUFFISANTES POUR QUE LES HYPOTHESES (H;) ET (Hz) SOIENT
VERIFIEES

Soit ’équation

(3.1) ‘C% = Az + BO(Cx)
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ou A, B,C sont des matrices réelles et constantes de type n X n,n x r,s X n, re-
spectivement et ® une fonction continue de R® dans R". Si S € R™ et CS =
{Cx:xz € S} alors CS C R*. On suppose qu’il existe une constante A(CS) > 0
telle que :

(3:2) |D(&1) — (&) < A(CS) |61 — & V&1, & € CS.
La matrice de type r X s;
(3.3) x(z)=C(zI — A)~'B

est appelée la matrice de transfert de (??), elle est définie pour tout complexe z tel
que
det(zl — A) # 0.

Si A n’a pas de valeur propre z telle que Re (z) = —\, alors on peut définir ;
(3.4) () = sup (o = V).
we

Le lemme suivant est un cas particulier du théoréme 10 de [?].

Lemme 1. Supposons que la matrice A ait 2 valeurs propres z qui vérifient Re (z) >
=\ et n — 2 valeurs propres z telles que Re (z) < —A. Si (7?) est vérifiée avec
A(CS) < p(A\)~1 alors il existe une constante € > 0 et une matrice P, de type
n X n, constante, réelle, symétrique et réguliére telle que (Hy) soit vérifiée avec
f(z) = Ax + B®(Cx).

Remarque 2. L’équation (??) peut s’écrire sous la forme de équation (?7) en
posant,

O(y) =B~ [f(CTly) — ACT1y]

ou A, B et C sont des matrices arbitraires de type n X n.

Pour vérifier ’hypothese (Hs), Pliss [?] nous donne une condition suffisante pour
que I’équation (?7) soit dissipative.

Proposition 1. Une condition suffisante pour que l’équation (?7) soit dissipative
est qu’il existe une matrice constante L de type r X s telle que :

(3.5) €17 [@(€) — L&) = 0, quand [€] = oo
et Re (z) < 0 pour toutes les valeurs propres z de la matrice A+ BLC.

4. EXISTENCE DE SOLUTIONS PERIODIQUES

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que, pour certaines valeurs du parametre
«, le systéme différentiel (?7) admet au moins une solution périodique orbitalement
stable.

Théoreme 4.1. Considérons I’équation différentielle (77?).

Nous supposons que f est une fonction impaire, monotone croissante sur RT,
différentiable et telle que f'(0) =1, zf () > 0 pour x # 0.

Si  cette équation vérifie les hypotheses suivantes

1 11 1
1)a€:|8\/5+8»4\/5+4[,

574\/5<f/(1')<@,VIER;

2) feC'(R), et
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1
sx— f(x
3) lim 22—~ f():O.

T —>00 €T
Alors elle admet au moins une solution périodique orbitalement stable.

Démonstration : Pour la démonstration, nous allons vérifier qu’avec les hy-
potheses du théoreme, 1'équation (??) vérifie les hypotheses (H;), (Hz) et donc il
suffira d’appliquer le théoreme ??. Ecrivons d’abord I’équation (?7?) sous la forme
(?7) en posant

- -1 0 0 0
0 —a -1 0 0
0

A= 0 0 —a -1 , B=C=1I;
0 0 0 —-a -1
-1 0 0 0 -«
on obtient
T z2 — f(22)
T2 x5 — f (23)
(I) I3 = Tyg — f (3;‘4)
Zyq x5 — [ (25)
Ts5 z1 — f(z1)
Un calcul de la norme spectrale de la matrice [((iw — A) I — A)]”" en posant A = a
donne
pN) = \/54 !
en effet on a
w 1 0 0 0
0 w 1 0 0
((lw—MN)T—-A) = 0 0 w 1 0
0 0 0 w 1
1 0 0 0 dw
et
wtoowd —w? —iw 1
L 1w 1 wr o iwd —w? —iw
[(iw—XN)T—A] = U] —iw 1 wt oWl —w? | =Q
W —w?  —iw 1 wt W’
iw?  —w? —iw 1 w?

la norme spectrale de la matrice @ est la racine carré de la plus grande valeur propre
de la matrice @*Q ou Q* est la matrice adjointe de Q. On cherche u (A) = sup |Q)] .
w€eR

A B C C B

1 B A B C C
WP+l ¢ B 4 B
B C C B A

A= +wt +u 4w +1
oll on a posé B=w4+i(w+w3+w5+w7)
C:—w2—w4—w6+i(w3+w5)

er ou T désigne le nombre complexe conjugué de x.
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les valeurs propres de cette matrice sont

on a

et

et

A=

Ay =

A3 =

AN =

ce qui nous donne

1
w?+1

W1 w(\/5+2f—\/5—2\/5

w21+ w(\/5+2f+¢5—2\/5

)
)
)
)

w2+1—7w(\/5+2\[+\/5—2\/5 ’
(

w2 +1-Lw \/5+2f—¢5—2¢5

sup [Az (w)| = sup |As (w)]
weR weR

A2 (i (\/5—2\/5— \/2¢5+5)>
As (i (\/2\/5+5— \/5—2\/5»

6 — 25

sup [As (w)] = sup |A4 (w)]
weR weR

A3 (—i <\/5—2\/5+ \/2¢5+5>>
A (i (\/5—2\/5+ \/2\/5+5>)

6+ 2v/5

1(A) =1/6+2V5.

Comme ® € C! (R), le calcul de la jacobienne de ® en z donne

et

1= ' (22) 0 0
0 1= f"(z3) 0
0 0 1— f"(z4)
0 0 0
0 0 0
@ (z)] = sup [1— f"(x;)]

i=1,2,3,4,5

841
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en prenant

A(R®) = sup|l — ' (z)| < p (N

z€R
on doit avoir
5—-1

|1—f'(a:)|<\[4 Vo e R

et donc
574\/3<f'(x)<\/54+3 Vz € R.

Les valeurs propres de la matrice A sont

1+V5 1 /[5—+5

P A R 9

1+5 1 [5-+5
Bo = —p——atig 2
ﬁ3 = —O[—l,

1-5 1 [5++5
ﬁ4 - 4 _O[+Z§ 2 )
g, — L=V _ L [5HV5
5T 4 2 2

Avec A = « la matrice A admet deux valeurs propres 81, 82 avec Re (8;) > —A
et trois valeurs propres fs, 84, (s, telles que Re (3;) < —A. Et par conséquent
I’hypothese (H;) est satisfaite.

D’autre part, en posant

0 £ 0 0 0
00 2 00
L=|0 0 0 3 0
000 0 1
200 0 0
on aura
%xz — [ (22)
sa3 — [ (w3)
O(z)—Le=| sx4— f(zq)
?555 — [ (z5)
5T1 — f(x1)
et )
lim o (@ (2) — Lo = 0 e 1m 250 g
|z] — o0 T—>00 x

De plus les valeurs propres de A + BLC sont les valeurs propres de

0
—a -Lf 0 0
0

0 2

A+L=| 0 0 —-a -3
0 0 0 -—-a —3
- 0 0 0
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qui sont
B 1++5 —a+ 1
"= 3
_ 1++5 1
Y2 = 3 4
Y3 = _a_ga
_1=Vv6 1545
Y4 = S 4 2 )
eV N O b5 ARV
BT Ty 1\ 2

pour avoir Re (v;) <0,Vi=1, 2, 3, 4,5 on doit avoir

1+5
778

et par suite 'hypothese (Hsz) est bien satisfaite.

Pour terminer la démonstration du théoreme, il suffit de vérifier que ’ensemble
D pour lequel on vérifie 'hypothese (Hsz), contient un seul point critique k et que
la matrice jacobienne de —ax — F'(x) au point k a ses valeurs propres z; telles
que, Re(z1) > Re(z2) > 0 et Re(z;) < 0, pour i = 3, 4, 5. Pour cela, observons
d’abord que I’équation (??) n’admet comme point critique que le point 0 et que la
matrice jacobienne de —ax — F'(z) en ce point est précisément la matrice A dont
les valeurs propres sont telles que

1+5

Re(v1) = Re(y2) > 0sia< 1

et
Re(y;) <0, pouri=3,4,5
Ainsi les hypotheéses du théoreme ?? sont vérifiées et donc I’équation (?7?) admet
au moins une solution périodique orbitalement stable.[]

5. NON EXISTENCE DE SOLUTIONS PERIODIQUES

Grace a sa technique de réduction, R.A. Smith [?] a pu généraliser le théoreme de
Bendixson, de non-existence de solutions périodiques non triviales a des systéemes
d’ordre n > 2 (voir théoreme 4 dans [?]). Y. Li et J.S Muldowney [?] ont pu, en
utilisant d’autres techniques, montrer un résultat qui englobe celui de R.A. Smith,
ils ont montré le théoreme suivant :

Théoréme 5.1. [?] Si l'une quelconque des conditions suivantes est vérifiée sur

R™, il ne peut exister d’arc fermé rectifiable pour l’équation

d—x—f( ) otv x € R™.

. ofr  0fs Afq ,
i) Sup{axr + o, + q; (’8% .1

N

dfy
+ ‘3103

r<s<n}<0
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ii)sup{gi—kgi—&— > ( ) n}<0

q#T,s
) : n} >0

): <r<s< n}>0
vi) A1+ Ap >0,

1 0
ot N1 = Ay = ... = A, sont les valeurs propres de 3 ((&{:)

o4,
0z

Ofs
Oz

’LZZ) AL+ A <0

iv) inf{afr + 0/ + > (‘afq +

8xr 8933 qtr,s 8177"
g d Ofr | Ofs ofr
v) 1nf{axr + oz, + > (

q#T,s Iz

dfy
O

Ofs
Oz

a *
désigne la matrice jacobienne de f et <3f> sa transposée.
x

N.B (i) & (i7) < (iii) et (iv) & (v) & (vi).
La condition (4i7) est la méme que celle du théoreme 4 dans [?].
En utilisant ce théoreme nous obtenons :
Théoréme 5.2. Si l’équation différentielle (7?) vérifie
la| > sup |f' (z)], Vz €R

alors elle n’admet pas de solution périodique non triviale.

5f
or

Démonstration : D’apres le théoréme ?7, la condition (¢) nous donne

dfq
ox,

8f 4
8965

sup 8fr gi: + Z (

’I"

>1§r<s§5

—2a+|f’ (Jvi)l, i=15 =2+ |f (x3)| + |f (x1)],

= supq =20+ [f (z)| + [f" (2)], =20+ [f' (22)] +[f’ (w4)|
—2a+|f" (w)| + [ (w5)], =20+ [f" (23)[ + [/ (25
= sup{—2a+2|f'(z)], z € R}
= —2a+2sup|f (z)] <0, z€R
par suite on aura
a>sup|f (z)|, z€R
D’autre part la condition (iv) nous donne

. of.  Ofs
inf ox, + 0x B Z <
qF#T,s
= inf(=2[f ())) 22 >0, z€R

ce qui implique

Ofq
ox,

0fq
0x

>1§r<s§n

a<inf(—|f (2)]), reR
c’est a dire

a< —sup|f ()], z€R
d’ou le résultat.[]

)’

of
ox
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