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LES ESPACES DE SILVA

par R. MATAGNE
Assistant o P Université de Lidge

InTRODUCTION

Cet article est la suite de notre travail sur les espaces de ScEWARTZ [°].
Dans le présent article, nous donnons les résultats classiques qui se rappor-
tent aux espaces de SILva, les propriétés de son dual fort et des critéres qui
permettent de reconnaitre si un espace E est de SrLva.

Dans nos articles consacrés aux espaces de SCHWARTZ et de SILVA, nous
n’employons pas la méthode qui consiste & démontrer qu'un espace E pos-
séde une propriété en démontrant que l’espace dual posséde la propriété
duale, lorsque celle-ci nécessite 1'usage de I’axiome de Zorx.

1. On appelle espace de Silva 'union d’une suite croissante
d’espaces normés E; munie des semi-normes des limites inductives,
les espaces Ej étant tels que la boule centrée sur I'origine et de
rayon 1 de I'un appartienne & un compact du suivant.

I1 résulte de cette définition que la norme de Ej1 est plus faible
que celle de By dans Ey, pour tout k. En effet, la boule By centrée
sur lorigine et de rayon 1 de Ej; appartenant & un compact de
Er+1, appartient & une boule ABjy; de Ejpyi. Par conséquent,
By11 contient 1/x By (*).

D’autre part, dire que la boule de Ej; appartient & un compact
de Eg+1 signifie que I'opérateur identité I est compact de E; dans
Eps1.

Il résulte également de cette définition qu’un espace de Silva est
séparable. La boule By de Ej appartenant & un compact de By
est précompacte dans Eji1. Comme tout précompact d’un espace
a s-n dénombrables est séparable, By est séparable dans Ejii.

Présenté par H. Garnir, le 17 décembre 1964.

(*) Silon désigne par || ||, la norme de Ey, on peut toujours supposer que,
dans By, || [[e > || [l VE-
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Si By posséde cette propriété, By la posséde également. Puisque By
est séparable dans Egy1, Vk, I'espace E est séparable.

Enongons d’abord une propriété des limites inductives qui nous
servira dans la suite.

« Soient {Ey} et {Fy} deux suites croissantes d’espaces linéaires
@ semi-normes tels que les semi-normes induites de Vun sur le précé-
dent soient plus faibles que celles de ce dernier. Si Uespace By appar-
tient & Vi1 et contient Fy et si les semi-normes de By sont plus fortes
que celles de Fyi1 et moins fortes que celles de Fy, alors,

— les ensembles B = U E; et F = U Fy, possédent les mémes
éléments,

— les semi-normes de limite inductive de B et de F sont équivalen-
tes ».

Nous appliquons directement ce résultat dans la proposition
suivante.

2. Dans la définition d’un espace de Silva B = U Ey, on peut
supposer que les espaces By sont de BANACH et que la boule de By, est
compacte dans Ep1.

Désignons par By, la boule centrée sur Porigine et de rayon 1 de

Ey et par By son adhérence dans Ex+1. Nous savons que By est un
compact de Eyi.

D’aprés [2], po 53-4, Penveloppe linéaire (*) Ef, de By est un
espace de BANACH appartenant & Ezi1 et sa norme est plus forte
que celle de Ejy1. D’autre part, puisque By c By, E; appartient a
Eg; et la norme de ce dernier est plus faible que celle de E;. Finale-
ment, puisque la boule de Eg,, est ]ék et que ce dernier ensemble
est compact dans Ep41, il I'est également dans Eg,,, dont les
semi-normes sont plus faibles que celles de Eyi1.

COROLLAIRE. — On démontre facilement que si, quel que soit k,
F N By est un fermé de By, alors, F N Eg,, est également fermé dans
Eg;, pour tout k.

Soit f un élément de Eg;, n’appartenant pas a F. Puisque F N By

(*) L’espace Ea, A étant un borné de E, est I’enveloppe lindaire de A
munie de la norme : inf. { X > 0, e 1 A}. Cette norme est plus forte que les
s-n naturelles de E et, si E est séparable, elle peut encore s’écrire :

sup | < f.f'> |
AU
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est fermé dans Ey1, il exist> une boule by41 (*) de cet espace telle
que ‘
(f + bgt) N F = ¢.

La norme de Eji1 étant plus faible que celle de Ej,;, il existe
une boule b; de ce dernier appartenant & b1 N Eg,. Par consé-
quent,

(f + bx) N F =4,

et ' N Eg, est fermé dans Eg,.

3. Dans un espace de SILvA B, la condition nécessaire et suffisante
pour qu'un ensemble F soit fermé est que F N By soit fermé dans Ey,
quel que soit k.

Démontrons d’abord la condition nécessaire.

Si F est fermé dans E, F N Ej, est fermé dans E; muni des semi-
normes induites par E et, par conséquent, fermé pour la norme de
Ey, celle-ci étant plus forte que les semi-normes de B.

Démontrons maintenant la condition suffisante.

D’aprés la proposition 2 et son corollaire, on peut supposer que
la boule de Ej est compacte dans Eg.1.

Désignons par f un élément n’appartenant pas & F. Soit p le
plus petit entier tel que fe E, et F N E, # ¢. Démontrons qu’il
existe une boule de E centrée en f et ne rencontrant pas F. Dans ce
but, construisons une suite d’ensembles abs. convexes Uy, k = p,
tels que

— [ 4 Ui soit disjoint de F, contienne une boule [ 4 by de Ey
et soit compact dans Ejq1,

— Ui c Upa.

Dans ce cas, 'enveloppe abs. convexe de U by est la boule deman-

k=
dée. ’

Passons maintenant & la construction des ensembles Uy,

Nous savons que F' N E, est un fermé de E, ne contenant pas f.
Dés lors, il existe une boule b, telle que f 4 b, ne rencontre pas F.
De plus, f 4 by est compact dans E,1. Posons U, = b,. Supposons
la construction faite jusqu’a ’ensemble U, et construisons en-
semble U,.1. Nous savons que Pensemble F N E, 41 est fermé dans
By et qu’il est disjoint du compact f 4+ U,. Par conséquent, il

(*) Sauf mention explicite du contraire ou si une signification différente

ressort du contexte, on désigne par b une semi-boule (ou une boule) centrée
sur origine et par f + b une semi-boule (ou une boule) centrée sur f.
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existe une boule b,41 de B, 41 telle que (f + U, —++ bp41) ne rencontre

pas F. Prenons pour U, 'enveloppe abs. convexe de Uy U by+1.

L’ensemble U, étant compact dans E,i;, Pest également dans
P

Ept2; Uensemble by41 est compact dans E,is. Par conséquent,

Uyr+1 est un compact abs. convexe puisque enveloppe abs. convexe

d’une union finie de compacts abs. convexes. Il est évident que
P

Ups1 contient une boule de E,41 ainsi que U,. D’autre part,

Unt1cUn + banr
donc finalement,

(f + Upn) N F = ¢,

4. Dans un espace de SILVA, E, un ensemble ¥ est fermé si et seule-
ment si 3l contient les limites de ses suites convergentes.

Il est évident qu'un fermé contient les limites de ses suites con-
vergentes. Passons & la démonstration de la réciproque.

Si F contient les limites de ses suites convergentes dans I,
F N Ej contient les limites de ses suites dans E;, V k. Puisque By
est normé, F N E; est fermé dans Ej;. D’aprés la proposition 3.,
F est fermé dans E.

Voici une démonstration directe de cette propriété.

Soit f un élément de E n’appartenant pas & F. Puisque F contient les
limites de ses suites convergentes, il existe une boule b, de E, telle que

(E, est en fait le premier espace auquel f appartient).
Démontrons maintenant qu’il existe une boule b, de E, telle que

(f + by + b) NF = .

Raisonnons par 'absurde. Si
1
Q+m+im>mF¢¢,

pour k = 1, 2,..., B, étant la boule de rayon 1 de E,, alors, il existe une
suite {@,} telle que

1
$k€<f+b1+%Bz>mF-

Cette suite appartenant au compact f + b; + B, contient une sous-suite
convergente {x}}. Soit v sa limite.

1
On sait que @ € F. D’autre part, vu la compacité de f + b, + ]—Bz, et du
o

fait que ces ensembles forment une suite décroissante,

1
vef+ b+ Bu Vi
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Dés lors, € f + b,. Ce qui est en contradiction avec la relation (*).
En continuant de la sorte, on construit une suite de boules b,, telle que

(f+bit .. +bp) NF=¢Vh
Par conséquent, <\Ub,> est une boule de E telle que

(f+<Ubp)NF = ¢.

5. Dans un espace de SILVA, la condition nécessaire et suffisante
pour quw'un ensemble F soit fermé est que F N B soit fermé dans B,
pour tout borné B.

La condition nécessaire est évidente.

Démontrons la condition suffisante.

Soit {f,} une suite appartenant & F et convergeant vers f dans E.
La suite {f,} appartient & un borné fermé, soit B.

Puisque F' N B est fermé dans B fermé de E, F N B est fermé
dans E et fe FNBcF.

6. Dans un espace de SILVA, un ensemble est borné si et seulement
st 4l appartient a Uun des By et y est borné.

— Si un ensemble appartient & I'un des Ej; et y est borné, il est
borné dans E.

— Soit B un borné de E. Désignons par b,(n) la boule de centre 0
et de rayon n de E,. Il suffit de démontrer que B appartient & 1'un
des by(n). Raisonnons par 'absurde. Si B n’appartient pas & I'un
des by(n), il existe une suite x, de B telle que p ¢ by(n) ou, ce qui

1
revient au méme, telle que — x, ¢ by(1).
n

1
Nous savons que la suite |- a,{ ¢ b1(1).
n

D’autre part, {x1} U {14 25} étant fermé dans Es et by (1) étant
compact dans Es, il existe une boule By de Es telle que

(01(1) + Be) N ({1} U {To22}) = ¢.

1
Puisque %~ Tp, M = 2
n

n’appartient pas a bg (1) et que be(1) N By

contient une boule 82 de Eg, nous obtenons que

(b1(1) + o) O )~ @l = 6.

- XTp
n
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En raisonnant de méme et en posant b1(1) = B4, on construit une
suite de boules 83, c E, telles que, V k,

1

(1
Des lors, (U B> est une boule b de E qui ne rencontre pas {— mng
n

1
Si B est borné, la suite — 2, doit tendre vers 0 dans E, ce qui est
n

en contradiction avec I'existence de la boule b.
Remarquons que cette démonstration est indépendante de la
proposition 3. De méme que la proposition suivante.

7. Dans un espace de SILVA, la condition nécessaire et suffisante
pour qu'une suite converge est qu’elle appartienne & U'un des By et y
converge.

La condition suffisante est évidente.

Iy

Passons & la démonstration de la condition nécessaire. Si la
suite {f,} converge vers un élément f dans E, cette suite est un
ensemble borné. Par conséquent, elle appartient & 'un des Ej et y

\

est bornée. Elle appartient donc & un compact de Egz41. Dés lors,
on peut en extraire une sous-suite convergeant dans E;.; vers une
limite qui ne peut étre que f. On peut méme affirmer que la suite
{fn} converge vers f dans Eg+1 (*).

(*) Cela résulte de la propriété suivante.

Soit T un opératewr agissant de E dans F.

Si, de toute suite {f,} convergeant vers f dans un espace E, on peut extraire
une sous-suite {f,} telle que Tf, converge vers Tf dans un espace F, la suite
{Tfy} converge vers Tf dans F.

Raisonnons par I'absurde. Si la suite des Tf, ne converge pas vers Tf dans
F, il existe une semi-boule b,(Tf), centrée sur Tf, dans laquelle la suite ne
finit pas par rester. Par conséquent, & tout ky aussi grand que ’on veut, on
peut associer Tfyy n’appartenant pas a by (Tf).

Nous avons ainsi construit une suite {fpy} — f/ dans E. D’aprés I’hypo-
thése, cette suite doit contenir une sous-suite {f;} telle que T fjy converge
vers Tf dans F c’est-a-dire qui finit par pénétrer et par rester dans by(Tf).
Cela est absurde.

Si 'on prend pour T 'opérateur identité I, le théoréme devient :

S, de toute suite {f,} convergeant vers [ dans B muni d’un premier systéme
de s-n, on peut extraire une sous-suite {f,} convergeant vers | dans B muni
d’un deuxiéme systéme de s-n, la suite {f,} converge vers f dans E muni du
dewxiéme systéme de s-n.
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8. Dans un espace de SILVA, un ensemble est compact si et seule-
ment st 1l appartient & Uun des By, et y est compact.

Le «si » est évident. D’autre part, soit K un compact de E. Il
est borné. Par conséquent, il appartient & une boule By de Ej, cette
derniére appartenant & un compact de Epy1. Il est donc compact
dans Ezi1.

9. Un espace de SILVA est un espace parfait. 11 est tonnelé comme
limite inductive d’espaces tonnelés (*).

D’autre part, tout borné appartient & un compact. Soit B un borné.
Nous savons que B appartient & I'un des Ej et y est borné. Donc, il
appartient & une boule By de Ej; qui, elle-méme, appartient & un
compact de E.

10. Un espace de S1LVA est complet.
(’est une conséquence du fait que, dans un espace de StLva, tout
borné appartient & un compact.

11. Soit B un espace de SILVA. Dans tout borné B de E, les semi-
normes de B sont équivalentes & la norme d’un des By.

On sait que les semi-normes de E sont plus faibles que celles de
Ey. D’autre part, tout borné B appartenant & un compact de 1'un
des Ky, la norme de E; doit étre plus faible que les semi-normes
de E (*).

12. Un espace de SiLva E posséde une suite fondamentale de
bornés. La famille fondamentale de bornés est

(kB k= 1,2..),

By était la boule centrée sur 0 et de rayon 1 de Ey.

13. Un espace de StLvA métrisable (*) est de dimension finie.
Supposons que l'espace de Si.va E est & s-n dénombrables. Dans
ce cas, il est possible de construire la suite décroissante de semi-

(*) Un espace de SILVA est également bornologique comme limite indue-
tive d’espaces bornologiques.

(*) S% un ensemble A est compact pour un systéme de semi-normes donné ;
dans A, toute autre systéme de semi-norme séparé est plus fort que celwi-ld.

(*) On dit qu’un espace E est métrisable si ses semi-normes naturelles sont
équivalentes & des semi-normes dénombrables.
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boules {b,(1/n)}. Nous savons également que toute suite construite
en prenant successivement un élément dans chacun des b,(1/n)
converge vers 0 dans E. Démontrons que 'une des boules b,(1/n)
est précompacte dans E. Il suffit de prouver qu’elle est bornée.
Raisonnons par I'absurde. Si aucune des boules n’est bornée. 11 est
toujours possible de trouver une suite {f}} c b,(1/n) telle que

fi & BE(k),
Pensemble B%(n) désignant la boule de rayon n de E,.

Considérons maintenant la suite {f*}. D’aprés sa construction,
k
cette suite tend vers 0 dans E et n’est bornée dans aucun des Ej;.
Cela est absurde.

Passons maintenant & 1’étude de l'espace dual d’'un espace de
SILVA.

14. Soit E = U E; un espace de SiLva. Le dual fort Ej, de E
« coincide » avec Uespace dual de StLva {(E})s, Tis1,:}, Vopérateur
Tit1,1 agissant de (Ej11)y dans (Ej)p étant défine par
I Tisnifivy =<, fiv, V firr € Bl
et VfekE,.
Nous savons qu’une fonctionnelle linéaire définie dans une limite

inductive E = U E; est bornée si et seulement si elle est bornée
dans chacun des E;. Par conséquent, a tout élément /' de E’, on peut

@0

associer un élément de | | E & savoir
i=1

(Fires [iner)s
avec {f,fi> =<{f, >, VieE; Il s’en suit donc que Tii1,ifi+1=/"
Réciproquement, & tout élément du produit tel que f; = fi4+1
dans E;, Vi, ¢’est-a-dire tel que T;41,ifi+1 = [}, V ¢, on peut associer
un élément /' de E' défini par

o fD =<1 1o, si fe B

I1 est évident que la correspondance entre E’ et 'ensemble

s}
{f'e I I E;, fi = Tin,ifiv, Vi
i=1
est linéaire et biunivoque.
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Si Pon muni E’ et E; des s-n uniformes sur les bornés, nous
obtenons que

sup [<f, f'> | =sup [{f, /> |, si B By,
B B

et que
‘73,11113 sgp 1<f> fi ’ = sup '<f; >
. yoaaay 3 U Bi
i=1

Si I est Popérateur identité agissant de E; dans E;41, nous savons
quil est compact. Par conséquent, son adjoint, qui n’est rien
d’autre que Tii1,; agissant de (E;11); dans (E;), est également un
opérateur compact.

De plus, lopérateur T;i1,; agit de (Eji1), sur (Bf), car, E étant
séparable, on peut prolonger les fonctionnelles linéaires bornées de
E; en des fonctionnelles linéaires bornées de E; ;.

CorOLLAIRE. — Le dual fort d’un espace de S1Lva est & s-n dénom-
brables, séparable, complet et parfait.

Donnons maintenant quelques critéres permettant de recon-
naitre si un espace E est de SILvA.

15. Un espace E est de STLVA si et seulement si
a. E est bornologique,

b. E posséde une suite fondamentale croissante de bornés,

c. A tout borné A de E, on peut associer un borné absolument
convexe fermé B contenant A tel que A appartienne ¢ wn compact de
Eg (*).

La condition nécessaire résulte des propositions 9, 9(*), 12 et 11.
Passons & la démonstration de la condition suffisante.

L’espace E vérifiant la condition ¢ et possédant une suite fonda-
mentale {By} de bornés, il est possible de construire une suite
fondamentale de bornés By; tels que

Bi; soit compact dans Ep; . ,.

(*) La condition ¢ est équivalente & la condition suivante :

d. — Dans E, tout borné appartient & un compact.

— A tout borné A de E, on peut associer un borné absolument convexe
fermé B contenant A tel que, dans A, les semi-normes naturelles soient équiva-
lentes a la norme de Eg.
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D’abord, si {By} est une suite fondamentale de bornés, la suite
dont les éléments sont les enveloppes abs. convexes fermées des By
est encore une suite fondamentale de bornés. Nous les désignons
toujours par By, avec By absolument convexe fermé.

Soit By, un élément de la suite. Nous savons qu’il existe un
borné absolument convexe fermé Bj o By, tel que By, soit compact
dans Eg].

D’autre part, puisque Bj est borné, il appartient & I'un des By,
de la suite, soit By,. Nous obtenons que

By, c B] ¢ By,
par conséquent
Epyy, € Ep; c Egy,.

Puisque la norme de Eg;, est plus faible que celle de Eg;, By, est
compact dans Ep,,

En continuant de méme, on construit la suite annoncée.

Posons E = U EBk Muni des semi-normes des limites inductives,
B est un espace de S]:LVA

11 est édivent que, du point de vue des éléments, B = E

D’autre part, les espaces E et B étant bornologiques et possédant
les mémes bornés, leurs semi-normes sont équivalentes (*). Il en
résulte que E est un espace de SILva.

16. Un espace E est un espace de SILVA st et seulement si
a. B est séparable,
b. E est un espace du type (DF), (*).

c. A tout borné A de E; on peut associer un borné absolument convexe fermé B
contenant A tel que A appartienne a un compact de Eg,

d. B} est séparable.

(*) St un espace E est muni de deux systémes de semi-normes tels que, pour
chacun d’eux :

— E est bornologique,

— E posséde les mémes bornés,

ces deux systémes sont équivalents.

Si E posséde les mémes bornés pour chaque systéme de semi-normes, une
semi-boule de 1'un quelconque des systémes absorbant les bornés pour ce
systéme absorbe les bornés pour I'autre.

L’autre systeme rendant E bornologique, une semi- bhoule de 1'un contient
une semi-boule de I’autre.

(*) Pour tout ce qui concerne les espaces du type (DF) consultez [].
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La condition nécessaire est évidente. Démontrons la condition suffisante.
D’aprés la condition ¢, tout borné est métrisable. Un espace du type DF
dans lequel tout borné est métrisable et quasi-tonnelé. L’espace E étant
séparable quasi-tonnelé et semi-réflexif, (tout borné fermé est compact
d’aprés c), il « coincide » avec (By),. De 1a, (E});, est quasi-tonneld, Puisque Ej
est séparable et & s-n dénombrables, (E;); quasi-tonnelé entraine (Ej); borno-
logique. Ainsi E est bornologique.

On est ainsi ramené au critére précédent.

17. Le dual fort d’un espace de ScHWARTZ DE FRECHET est un
espace de SILVA.

Un espace de ScawARTZ DE FRAECHET étant séparable et & s-n
dénombrables, E est séparable. Si E et E} sont séparables, E parfait
— K, parfait. Par conséquent,

~— dans E;, tout borné appartient & un compact

— K est tonnelé.

Puisque E est & s-n dénombrables et séparable, E; tonnelé < E;
bornologique.

1\\0
<b’“<%>>
bornés.

D’autre part, & tout équiborné A’ de E’, on peut associer une semi-
boule b de E centrée sur l’origine telle que dans A’, la norme de
> b° < soit équivalente aux semi-normes uniformes sur les bornés.
De plus, bo > A’.

Puisque, dans E, b-borné entraine équiborné, cette derniére pro-
priété peut encore s’écrire sous la forme suivante :

A tout borné A’ de E;, on peut associer un borné absolument
convexe fermé bo contenant A’ tel que, dans A’, les semi-normes
naturelles soient équivalentes & la norme de E;°.

Toutes les conditions de critére 15 sont donc réalisées.

2

La suite est une suite fondamentale croissante d’équi-

18. Le dual fort d’un espace de SILVA « coincide » avec un espace
de SCHWARTZ DE FRECHET.
Cela résulte de la propositions 14.

19. Un espace de ScHWARTZ DE FRECHET « coincide » avec wun
espace dual de STLVA {Ey, Tii1,5} dont les By, sont de BANACH.

Soit E un espace de ScawArTz DE FrEcHET. Il coincide avec
(E4)p.

D’aprés la proposition 17, E; est un espace de SiLva. Par consé-
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quent, (E;); est un espace dual de SiLva. dont les Ej sont de
BawnacH (proposition 14).

20. Un espace de Silva « coincide » avec le dual fort dun espace de
SorEwARTZ DE FRECHET.
En effet, E « coincide » avee (Ej);,.

21. Une limite inductive stricte d’espaces de SILVA est un espace de
SiLva. '
Toutes les conditions du critére 15 sont trivialement satisfaites.

COMPLEMENTS SUR LES ESPACES DE SCHWARTZ

1. Une limite inductive généralisée d’espaces de SCHWARTZ est un
espace de SCHWARTZ.

-

Soit E = U E, la limite inductive généralisée des espaces de
n=1

ScEWARTZ E,. Si b est une semi-boule de E, centrée sur 1’origine,

I’ensemble b N E, contient une semi-boule b, de E,, centrée sur

Porigine. Puisque E, est un espace de SCHWARTZ, & la semi-boule by,

on peut associer la semi-boule b, également centrée sur l’origine

et telle que

— b cbycbNE, (%)
— b, Cg ba + FSQ) C g(b N E,) + Fsi), Vo > 0, FS?) étant une

union finie d’éléments de E,,.
Considérons la semi-boule 4" de E définie par

n=1

Cette semi-boule est contenue dans l’ensemble abs. convexe

Sb< v oM

{n,)\n,> g}

(*) On dit qu’un espace est de SCHWARTZ si, & toute semi-boule b centrée
sur l'origine, on peut associer une semi-boule b’ qui est centrée sur P'origine
et qui est précompacte pour la semi-boule b.

Dans cette définition, on peut toujours supposer que b’ C b. Il suffit de
remplacer b’ par la semi-boule contenue dans b N b’.

765



De fait,

>

— 8 Ay <

b R

mbycibnBicibcibt < U FO S
{n,}\n>g}

o4
— sl Ay > 5 puisque i, < 1,

Mbucs(bnE) + PP b < U BE s

{n,ln>g}

R

Les nombres 2, supérieurs & 3 étant en nombre fini, 'ensemble

oL
< Vv F52> > est 'enveloppe abs-convexe d’une union finie

{n,)\n>g}

d’éléments de E. Par conséquent, cet ensemble est un précompact
de E et

% o
< u Ty g
{n,)\,pg}
F @ étant une union finie d’éléments de E.

Finalement, nous obtenons que
VeSbt bt FO b+ FO, Vo> 0,
Ce qui revient & dire que b’ est précompacte pour la semi-boule b-

2. Désignons par B . Vespace B muni des semi-normes affaiblies.

Des lors, quel que soit Uespace E linéaire & semi-normes, B, ;. est un
espace de SCHWARTZ,

Nous devons démontrer qu’a toute semi-boule faible
b(fres frse)={f: | < ffi>|<e i= 1,0}

on peut associer une semi-boule faible b(g;,..., g, ; ') qui est précom-
pacte pour la premiére.
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Dans ce cas, il suffit de prendre b(g;,... g, ; ¢') = b(f1se- [y 2).
Considérons I’ensemble de C» défini par

{(<f> f{>""> <f’ f;l>)> fE b(ﬁ."“’ f; 5 3)}

Cet ensemble est un borné de ’espace ¢ normé par H (®1,..., :L,,)H

= sup ] z; |. Par conséquent, on peut toujours le recouvrir
i=1,..,n '
par un nombre fini de boules de C” de diamétre plus petit ou égal & o,

Désignons les par BY, i = 1,..., n,. Alors, si I’on pose

Af = {[, KL 1. < ) € B,

Ny,
b(f1ees fu;e)c U A?‘
i=1
L’élément f; étant fixé dans A% nous obtenons que

R

bifiee fus €) € U (ff 4 b(f1seess fu5 @), Vo > 0.
i=1
En effet, si f et g appartiennent & A% nous savons que

S [{fg, ] <

(3

COROLLAIRE. — Tout borné faible est un précompact faible.

3. Le dual simple B, d’un espace linéaire & semi-normes est un
espace de SCHWARTZ,

La démeonstraction est identique & celle de la proposition 2.

COROLLAIRE. — Tout borné simple est un précompact simple.

4. Le dual fort d’un espace & semi-normes dénombrables séparable
et parfast est un espace de SCHWARTZ.

Nous savons que E; est encore un espace parfait séparable.

D’autre part, puisque (E}); coincide avec E, le dual fort de E; est
a semi-normes dénombrables. En vertu de la proposition 7 de (67,
E; est un espace de ScEwWARTZ. Lorsque le dual fort d’un espace est
a semi-normes dénombrables et quasi-tonnelé, la condition @ de la
proposition 7 est vérifide.

Nous tenons & remercier Monsieur le Professeur GARNTR ainsi que
Monsieur SCHMETS qui se sont intéressés & ce travail.
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