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SUR UNE DEMONSTRATION DU « BANG-BANG PRINCIPLE »
par J. ETIENNE (%)

SUMMARY

A direct proof of classical bang-bang principle in controllability for linear systems
is given.

This one was suggested by a result of Robortson-Kingman [} and generalised by
De Wilde {21

Only elementary notions of functional analysis are required.

1. — Désignons par

La(t)

4

A = Ayt) = | Ly | = (Calt) ... Golt) ... Cult))

Li{t)
une matrice n 3 m donf les éléments Ag{t) sont des Tonctions définies pp sur fa, b)]
A valewrs réelles et intégrables sur [a, b).
Si
U={uely,: a1, 1im}
et
U={uek,:|u|=1,1<i<m}

nous considérons les ensembles % [resp. 57/] des fonetions u(f) = (ut{f), ..., w{})
définies pp sur {a, b], mesurables et & valeurs dans U [resp. ﬁ}.
Théoréme 1.

Ky ={ ‘.b Altyultydt - ut) e U} — { ‘.b AlYu{t)dt - u{f) € "??} =Ky

o (LN

Cette proposition est I'analogue du « bang-bang principle » classiquo dans la
théorie de la contrdlabilité des systémes linéaires.

(*) Présentd par H. . Garnir, le 19 décembre 1968.
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Evidemment, Ky c Ky
Réciproguement, soit

b
J. Altyup{t)dt € Ky,
a
olt up{t) € % et considérons Fensemble

Uy ={ult) e : [b Al)u(tydt = fb Aftheg(t)dt .

Wi a

Comme nous verrons ultérieurement (cf. lemme 3), cet ensemble est convexe
et posséde un élément extrémal #*{¢) pour lequel il ne peut done exister uy{f), usft) ¢ ¥p
et A e 0, If tel que

w*{t) = h(t) + (1 — Ahua(t).

Nous allons montrer que w*(f) € %, ¢’est-a-dire que w*(t) est & valours dans %>
exception faite éventucllement des valeurs prises sur un ensemble négligeable de
[@, B].

11 suffit de prouver que

e=f{tefa,b]:|[u*)J | <1-—¢)}
est négligeable, quels que soient fixés j =1, ..., m et ¢ > 0 arbitrairement petit.

Raisonnons par Pabsurde. Si e n’est pas négligeable, décomposons-le en (n - 1)
sous-ensembies non-négligeables et disjoints ey, ..., ey41. Il existe alors A, ..., Ays1,
non tous nuls, tels que

n+1
9 f (61t = 0.
G
i=1
En posant
| A ] =max |2}
et l
off) = {0, ..., ad(t), ..., 0},
ol
n+l N
EAd
f/.j(f) = Z T 8:‘.51' H
2 % )
=

les fonetions u* 4+ o sont mesurables ef & valeurs dans U et

b b
f A)aft)dt = I ol yOs{h)dt = 0,

=
¢'est-d.dire que #* 4 o & Wp.
Mais alors

.1 L, .
u¥ = 5 {u* 4+ o) + 3 (w* — o)
ne serait plus un élément exirémal de .
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Théoréme 2.

Ky est compact et convexre dans Ey.

La convexité de Ky est évidente et dépend de celle de %,
Cet ensemble est aussi borné car

| fb Aftyult)dt | <C V-Efbi A(t) | dt.

Y

1l reste & prouver que Ky est fermé.
Soit {x, = fbA(t)rgr(i)dt} c Ky telle que lim 2, = a.
a r
Vu des lemmes (1} et (2), il existe une sous-suite {wy,} et v € ¥ tels que
x = h}‘m Frp = !;m fb AffYyu, f8)dt = fb Afyu(h)de,
¢ @ T
d’ol 2 e Ky.
Corollaire : (Théoréme de Lyapounov}.
8i Aty = (AYe), ..., A?()) avee Allye Lya, b], i =1, ..., n, alors

{ [ A{f)dt : e sous-ensemble mesurable de [«, 5]}
v

est compuet convexe dans Ky,

2, — Dans ce qui suit, nous désignons par L, ensemble des fonetions
u(f) = {ul(f), ..., wn({1)) définies pp sur [a, &), & valeurs dans W, et dont les compo-
santes sont de earré sommable sur [g, b].

Le produit scalaire de deux éiéments wu; et ug de Lg est défini par

{11, ue)p, = [b {ux(t), wa{t))g, dt.

O
Evidemment % ¢ Lg et y est borns.

Les lemmes qui suivent restent valables si U est un compact convexe quel.
conque de Ey,.

Lemme 1, — 9 est convexe el faillement comprct dans Lg c'esl-d-dire que de toule
sutte {u,} de U on peul exlraire une sous-suite {up} et trowver we U tels que
b b
lin {orl), wupp )t = f (e{£), u{t))di,
¥ ola Ja

qucel que soit wft) € L.
La convexité de % est immédiate et dépend de celle de 17,

Toute suite {u,} de % étant bornée dans L, est faiblement extractable. 11 reste
4 prouver que % est faibloment fermé. Vu sa convexitd, il suffit de montrer que %
est formé dans Ly co qui est immédiat puisque toute suite convergente dans Lg
contient une sous-suite convergente pp.
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Lemme 2. — 8i la suite {w} de U converge faiblement vers u dans Ly, alors

b b
limJ‘ A(t)ug(t)dt = r Altyu(i)dr,
& o

Ja

Tl suffit évidemment de vérifier que

ﬁm[b@MmeWh:th&umm,
k U

(L)
quel que soit i =1, ..., n.

Le nombre ¢ > 0 étant fixé arbitrairement petit, il existe une fonction «{f) de
composantes étagées sur [a, b], done dans Lg, telle que

i)
f|umﬂmg.
o

e
34/n

+!

Il vient alors

| j (L, ) — (L w3} |
= | fb (L — o, wx) — (L — o, u} A [o, wr) — (o, W]} di |,

_ b b
< 2'\/-72. J' Ly —a | di 4 | J. [(ot, wg) — (x, u)] dt | L e,
a v
& condition de prendre % suffisamment grand pour que
b £
| f [(o ) — (e, )] | < 5,
@
ce qui est possible vu la convergence faible de {u} vers u.

Lemme 3. — S{ uglt) €U est fixd, Vensemble

WU = {wltye¥ : I'b Al (Bydt = r] Af{Eyuo(f)di}

est convexe, faiblenment compact duns Lg el contient un élément extrémal w¥(t),

Po est convexe car, si wy et us e Uy, alors 2y + (1 — Mue e ¥, quel que soit
LE[O, 1] et

N A Pty - (1 — Wua{f)] dt = 2 [b Ayt -+ (1

v v

= fb AfByug(t)dt.

) Ib A{tyuolt)dt

4

WUy est faiblement compact car de toute suite {u,} de #pC ¥ (cf. lemme 1), on
peut extraire une sous.suite {u,,} faiblement convergente vers we% et puisque
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{cf, lemme 2)

b b b

[ Alfyu{t)dt = Tim ‘. A (FUPISTE :f A{Dyugt)dt,
il 3 va [/

il s'ensunit que u € %,.

]

complétion,

Leaistence de Pélément extrémal w* dans %y est alors une application d’un
théoréme de Krein-Milman dont nous donnons une démonstration par souci de

Désignons par {'u,-}, r=20,1,2, ..., une suite d’éldments dense dans Lp ct
considérons les ensembles

Uo,

Uy = {ueWy: (u, up) = sup (v, o)},

tEWg

Uy = {(W€WUr1: (0, ur1) = sup (v, w1},
ey

Les produits scalaires sont pris dans L.

11 est facile de vérifier que ces ensembles non-vides, emboités restent faiblement
o
compacts dans Ly et déterminent ainsi un éément v* €N Uy,

r=0
Cet lément est d’ailleurs unique vu la densité de la suite {u,}.

Montrons que u* est extrémal pour %y, Sinon, il existe », y € %p ot 1€ 70, 1[ tel
que

w* = - (L— Ny
Soit rg le premier indice tel que (v, 4, ) 7 (¥, 4y ). Alors
(¥, ur) = Mz, wn,) + (1 — Wy, wr )y
et
(¥, ur } € o, wr ), (o, e )
ou *)
€ )y, ur), (&, up )l

Si rg = 0, Pappartenance de u* & 4, entraine

. f!f: 'HO)
(#*, up) = sap v, 4o} =

’ z'e—?fla ’ = {w, ug)
ce qui est contraire & {*)

Sirg =1, alors

(®, wp) = (y, uo} = (w*, up} = sup (v, uo),

TEW
done a et y € ¥ et appartenance de u* & %z entraine

(w*, u3) = sup {v, 1) 2% o, )

ved, {¥, w)
ce qui est contraire a (*).

555




On montre ainsi, de proche en proche, que , ye?ﬂflra et puisque u*E@roTl,
il vient

(o, wr)
w¥, ) == sup {v, 4y ) = °
( r‘,) vs?&n( o {w, ‘Itr,)
ce qui est contraire a (*).
L 8lément «* est done extrémal,

Nous remercions Messicurs H. G. Garnir et M. De Wilde qui ont discuté ce
travail avec nous.
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