
CONDITION DE LEVI POUR UN PROBLEME
DE GOURSAT ASSOCIE A DES SYSTEMES

D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
D. GOURDIN et M. SEIFOUDINI ∗

Dans cet article, nous étudions les opérateurs aux dérivées partielles sur
Rn+2, pseudo-di�érentiels par rapport à y ∈ Rn, di�érentiels par rapport à
t ∈ R et x ∈ R, matriciels et faiblement hyperboliques à caractéristiques de
multiplicité constante au plus égale à deux et nous examinons le problème
de Goursat linéaire avec les conditions de Levi dans l'espace des fonctions
indé�niment di�érentiables. Pour démontrer l'existence et l'unicité de ce pro-
blème, nous allons établir des inégalités d'énergie et le domaine de dépen-
dance. Nous nous inspirons des travaux de Mme Y. Hasegawa [8] et [9] qui
ont étudié un problème similaire pour une seule équation dans l'espace des
fonctions indé�niment di�érentiables. Nous proposons d'étendre ces résultats
à des systèmes d'équations aux dérivées partielles dans l'espace des fonctions
indé�niment di�érentiables.

Abstract

In this paper, we study operators with matricial coe�cients in Rn+2

which are pseudo di�erential, with respect to y ∈ Rn, di�erential, with
respect to t ∈ R and x ∈ R and weakly hyperbolic with characteristics of
constant multiplicities equal or less than two. We solve the correspondant
linear Goursat problem with additional Levi conditions in C∞. For existence
and unicity demonstration, we need energy inequalities and dependance
domaine.
We are inspired by Mrs Y. Hasegawa's works ([8] and [9]), who studied
similar problem for one equation in the C∞ space.
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1 Notations et Dé�nitions
Soient N,m ∈ N, le point générique de R × R × Rn, sera noté (t,x,y),

on utilisera les notations habituelles des dérivations, à savoir Dt = −i
∂

∂t
,

Dx = −i
∂

∂x
et Dy =

(
− i

∂

∂y1

, . . . ,− i
∂

∂yn

)
; les variables duales de t, x et y

sont notées τ , ξ et η.
On considère Sm

1,0 = Sm
1,0(R)n × Rn l'espace des symboles des opérateurs

pseudo-di�érentiels classiques d'ordre m de Lm(Rn) dé�ni dans [10].

On notera Et l'espace des fonctions C∞ en t et

H̃∞
x,y =

{
f ∈ C∞

x,y;
∫

|x|<X

∫

Rn

| Dα
xDβ

y f(x,y) |2dxdy < ∞, ∀ α,β,X > 0
}

l'espace des fonctions de classe C∞(R×Rn) dont toutes les dérivées sont de
carré intégrable sur B(0,X)× Rn, pour tout X > 0,
où B(0,X) = {x ∈ R, | x |< X}; on notera également(cf début du sous-
paragraphe 2.2):

‖ f ‖2
k,Ω(t) =

∑

j+|α|≤k

∫

Ω(t)
| Dj

xDα
y f |2dxdy

‖ u ‖k = ‖ u ‖Hk(Rx×Rn
y )

‖ ψ ‖2
x,k =

∑

|α|≤k

∫
| Dα

y ψ |2dy

Rappelons l'expression du polynôme sous-caractéristique d'un opérateur h
(J. Vaillant [16] page 15), en utilisant les notations de sommation d'Einstein:

Kh ≡ [H?A
B − 1

2
∂λ

λ(HA
B )]γAδB +

1
2
HA

B (∂λδB∂λγA − ∂λγA∂λδB) modH ′

où γ et δ représentent des vecteurs propres respectivement à droite et à
gauche de la matrice caractéristique H = (HA

B )A,B (appelée encore matrice
principale de h) pour une racine caractéristique double, zéro du polynôme
H ′ avec detH = (H ′)2H”, et H∗ = (H∗A

B)A,B représente la matrice
sous-principale de h.

On considère H une matrice N×N d'opérateurs di�érentiels par rapport
à t et x et pseudo-di�érentiels par rapport à y d'ordre global l + m. On
suppose que H admet la décomposition suivante:

(1.1) H = hk − r
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où
h(t,x,y; Dt,Dx,Dy) =

∑

0≤i+j≤m

ai,j(t,x,y;Dy)Di
tD

j
x,

k(t,x,y; Dt,Dx,Dy) =
l∑

j=0

bj(t,x,y;Dy)Dj
x

avec les aij(t,x,y; Dy) et bj(t,x,y,Dy), respectivement, dans Lm−(i+j)(Rn)
et Ll−j(Rn), par rapport à y, dépendant d'une façon C∞ des paramètres t
et x; r un opérateur matriciel N ×N admettant des propriétés particulières
que l'on explicitera ultérieurement et d'ordre inférieur ou égal à m + l − 2 .

On supposera que les opérateurs h et k véri�ent les hypothèses suivantes.

Soient hm et kl les matrices principales de h et k, c'est à dire:

hm(τ ; ξ,η) =
∑

0≤j+k≤m

a
◦
jk(t,x,y; η)τ jξk

kl(ξ; η) =
l∑

j=0

b
◦
j (t,x,y; η)ξj

où a
◦
jk(t,x,y; η) et b

◦
j (t,x,y; η) sont homogènes respectivement de dégrés m−

(j + k) et l − j en η. On considère les polynômes caractéristiques de h et k
dé�nis par

Hm = det(hm(τ ; ξ,η)
Kl = det(kl(ξ,η)

On supposera qu'on peut décomposer Hm et Kl sous la forme

Hm =
n”∏

j=1

(τ − τj(t,x,y; ξ,η))ρjKl =
n′∏

j=1

(ξ − ξj(t,x,y; η))νj

et on imposera les hypothèses suivantes

(A-1) ∀j ∈ {1, . . . n”},1 ≤ ρj ≤ 2 et pour tout T, X > 0, il existe δ > 0
tel que: ∀i 6= j, ∀(t,x,y) ∈ [0,T ]× [−X,X]× Rn, ∀(ξ,η) ∈ Rn+1\{0},

| τi(t,x,y; ξ,η)− τj(t,x,y; ξ,η) |≥ δ | (ξ,η) |
(A-1)' ∀j ∈ {1, . . . n′},1 ≤ νj ≤ 2 et pour tout T, X > 0, il existe δ > 0

tel que: ∀i 6= j, ∀(t,x,y) ∈ [0,T ]× [−X,X]× Rn, ∀η ∈ Rn\{0},
| ξi(t,x,y,η)− ξj(t,x,y,η) |≥ δ | η |

(A-2) (voir [16], [1]) On suppose que la matrice réduite de hm dans le
localisé de l'anneau des polynômes R[τ ] par l'idéal premier des polynômes
divisibles par τ − τj est :
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hm ∼




(τ − τj)2 0 0 . . . . . . 0 0 0
0 1 0 . . . . . . 0 0 0
... 0

. . . 0 . . .
... ...

... ... . . . 1 0 0
... ...

... ... . . . . . . 0 1 0 0

... ... . . . . . . 0 1
. . . 0

... ... . . . . . . 0
0 0 0 . . . . . . 0 1




∀ j = 1,...,m1.

(A-2)' (voir [16], [1]) On suppose que la matrice réduite de kl dans le
localisé de l'anneau des polynômes R[ξ] par l'idéal premier des polynômes
divisibles par ξ − ξj est:

kl ∼




(ξ − ξj)2 0 0 . . . . . . 0 0 0
0 1 0 . . . . . . 0 0 0
... 0

. . . 0 . . .
... ...

... ... . . . 1 0 0
... ...

... ... . . . . . . 0 1 0 0

... ... . . . . . . 0 1
. . . 0

... ... . . . . . . 0
0 0 0 . . . . . . 0 1




∀ j = 1,...,l1.

(A-3)
L'opérateur r est d'ordre l + m− 2 et
en désignant par R la matrice principale de r et par R? sa matrice sous-

principale, il existe une matrice A de dimension N ×N homogène de degré
m− 2 telle que:





R = AK

([R? −AK? +
∑

|α|=1

A(α)K(α)]× cof(K)) |
ξ=ξj

= 0 ∀ 1 ≤ j ≤ l1

Ce qui est équivalent à :

rq = B(m− 2)Γl2Γl1 + B(m− 2 + l2 − 1)Γl1 + B(m− 2 + l − 2)IN

où B(j) est un opérateur di�érentiel suivant t et x , pseudo-di�érentiel
suivant y et d'ordre total au plus j . De plus l'ordre de B(j) par rapport à
Dt est au plus m− 2.
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On a désigné aussi par H = hm la matrice principale de h, H? sa matrice
sous- principale, par K = kl la matrice principale de k et K? sa matrice
sous-principale.

Remarque 1.1 Les hypothèses (A-1) et (A-1)' expriment le fait que h et k
sont des opérateurs à caractéristiques de multiplicité constante au plus égale
à 2. On peut écrire alors:

Hm =
m1∏

j=1

(τ − τj(t,x,y; ξ,η))2
m2∏

j=m1+1

(τ − τj(t,x,y; ξ,η)) = (Hm1)
2H ′

m2−m1

Kl =
l1∏

j=1

(ξ − ξj(t,x,y; η))2
l2∏

j=l1+1

(ξ − ξj(t,x,y; η)) = (Kl1)
2K ′

l2−l1

Avec 2l1 + (l2− l1) = l2 + l1 = Nl et 2m1 + (m2 −m1) = m2 + m1 = Nm.

Remarque 1.2 L'hypothèse (A-2) (resp.(A-2)') est équivalente à l'exis-
tence d'un mineur de hm (resp. kl), non divisible par (τ − τj)(resp. (ξ− ξj))
pour tout j = 1, . . . ,m1 (resp. j = 1, . . . ,l1).

Enoncé du Problème

On considère le problème de Goursat suivant :

(1.2)





Hu(t,x,y) = (hk − r)u(t,x,y) = f(t,x,y),
Di

tu |t=0= φi(x,y), 0 ≤ i ≤ m− 1
Dj

xu |x=0= ψj(t,y), 0 ≤ j ≤ l − 1

avec les conditions de compatibilité suivantes :

(C) Dj
xφi(0,y) = Di

tψj(0,y), ∀ 0 ≤ i ≤ m− 1 , 0 ≤ j ≤ l − 1

Dé�nition
On dit que H véri�ent les conditions de Levi L, si (L-1) Le polynôme
sous caractéristique de h est divisible par Hm1 (L-2) Le polynôme sous
caractéristique de k est divisible par Kl1

On obtient le résultat suivant:

Théorème
Si l'opérateur H véri�e les conditions (A.1)(A.1)'(A.2)(A.2)', (A-3) et
celles de Levi L, alors pour tout f ∈ Et(H̃∞

x,y), φi ∈ H̃∞
x,y , 0 ≤ i ≤ m− 1

et ψj ∈ Et(H∞
y ), 0 ≤ j ≤ l − 1, véri�ant les conditions de compatibilité

(C), il existe une unique solution u dans Et(H̃∞
x,y) du problème (1.2).
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2 Preuve du Résultat
Nous allons prouver ce Théorème par induction en se ramenant à des

problèmes de Cauchy pour h et k relativement à des données respectives sur
les hyperplans t = 0 et x = 0.

2.1 Préliminaires
Lemme 2.1 (L-1) est équivalent à:
Il existe p( resp. p′ ) di�érentiel en t et pseudo-di�érentiel en (x,y) de
symbole principal P = cof(hm) d'ordre m1 + m2, ∆m1 (resp. ∆′

m1
) de

symbole principal Hm1 et ∆m2 (resp. ∆′
m2

) de symbole principal H ′
m2−m1

di�érentiels en t et pseudo-di�érentiels en (x,y) tels que :

ph = ∆m2∆m1IN×N + C(m2 − 1)∆m1 + C(m2 + m1 − 2).

( respectivement

hp′ = ∆′(m2)∆′(m1)IN×N + C ′(m2 − 1)∆′(m1) + C ′(m2 + m1 − 2)).

Où C(m2 − 1) (resp. C ′(m2 − 1)) et C(m2 + m1 − 2) ( respectivement
C ′(m2 + m1 − 2)) sont d'ordre respectifs m2 − 1 et m2 + m1 − 2.

Lemme 2.2 (L-2) équivaut à :
Il existe q (resp. q′) di�érentiel en x et pseudo-di�érentiel en y de symbole
principal Q = cof(kl) d'ordre l1 + l2, Γl1 (resp. Γ′l1) de symbole principal Kl1

et Γl2 ( resp. Γ′l2) de symbole principal K ′
l2−l1

di�érentiels en x et pseudo-
di�érentiels en y tels que :

qk = Γl2Γl1IN + C(l2 − 1)Γl1 + C(l2 + l1 − 2).

(resp.
kq′ = Γ′l2Γ

′
l1IN + C ′(l2 − 1)Γ′l1 + C ′(l2 + l1 − 2)).

Où les Cj (resp. C ′
j sont des opérateurs d'ordre inférieurs ou égal à j.

Preuve
Posons

Dx − ξj(t,x,y;Dy) = ∂j

On a : {
∂1∂2 . . . ∂l2IN = Γl2

∂1∂2 . . . ∂l1IN = Γl1

où 1 ≤ l1 ≤ l2, et
{

ξ1,ξ2, . . . ,ξl1 sont des racines doubles

ξl1+1, . . . ,ξl2 sont des racines simples
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L'hypothèse (A-2)' est équivalente à l'hypothèse (A-2)" suivante :

(A-2)" Il existe un opérateur q de symbole principal
Q = cof(kl) = cof(k) tel que :

kq = Γl2Γl1IN×N + A(l2 − 1)Γl1 + A(l1 + l2 − 2)

où A(i) ≡ A(i; t,x,y,Dx,Dy) est un opérateur pseudo-di�érentiel suivant y
et un opérateur di�érentiel suivant x, d'ordre total i et IN est la matrice
identité .

2.2 Domaine de Dépendance pour le Problème de Goursat
et Estimations d'Energie

Soit

(2.1) τmax = max{t ∈[0,T ],|x|≤X,y ∈Rn,|ξ|=1,i=1,...,m2}
| τi(t,x,y; ξ,0) |

(2.2) D(t0,x0) = {(t,x,y); | x− x0 |< τmax(t0 − t)}

Ω(t0,X0) =
⋃

|x0|<X0

D(t0,x0), X0 > 0,t0 ∈ [0,T ]

On �xe un point (t0,X0). Posons :

Ω(t0,X0) ≡ Ω.

Et on note Ω(s) l'intersection de Ω et de l'hyperplan t = s. Soit

Ω(s) = Ω ∩ {(s,x,y)}
Proposition 2.1 On considère le problème suivant:

(2.3)
{

hv = f ∈ Et(H̃∞
x,y)

Di
tv |t=0= φi(x,y) ∈ H̃∞

x,y,0 ≤ i ≤ m− 1

Sous les suppositions (A−1) et (A−2), la solution du problème de Cauchy
2.3 admet l'éstimation suivante :

(2.4)
m−2+p∑

i=0

‖ Di
tv ‖k+m−2+p−i,Ω(t)

≤ C1(k,p)
{m−1∑

i=0

‖ φi ‖
k+m−1+p−i,Ω(0)

+
∫ t

0

p∑

i=0

‖ Di
sf(s) ‖k+p−i,Ω(s)ds

}
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∀p, ∀k , où

‖ f ‖2
k,Ω(t) =

∑

j+|α|≤k

∫

Ω(t)
| Dj

xDα
y f |2dxdy.

et C1(k,p) est une constante dépendante de k,p et Ω(t) mais
indépendante de f et de (φi) .

Preuve de la Proposition 2.1

Pour la preuve, nous allons utiliser les lemmes suivants, grâce auxquels,
on localise les inégalités sur Ω(t),Ω(0) et Ω(s) respectivement, car h n'est
di�érentiel que relativement à t et à x et pas par rapport à y.

Lemme 2.3 On considère le problème (2.3).
On suppose (A− 1), (A− 2) et en plus f ∈ Et(H̃∞

x,y),φi(x,y) ∈ H̃∞
x,y, alors

la solution du problème 2.3 a une estimation suivante:

(2.5)
m−2+p∑

i=0

‖ Di
tv ‖k+m−2+p−i

≤ C1(k,p)
{ m−1∑

i=0

‖ φi ‖k+m−1+p−i +
∫ t

0

p∑

i=0

‖ Di
sf(s) ‖k+p−ids

}
.

où
‖ u ‖k = ‖ u ‖Hk(Rx×Rn

y ).

De plus, dans le problème de Cauchy 2.3, le domaine de dépendance du
point (t0,x0,y) est D(t0,x0). A savoir que si

f ≡ 0 dans D(t0,x0) et φ ≡ 0 dans D(t0,x0)∩{t = 0}, alors v ≡ 0 dans D(t0,x0).

Preuve du lemme 2.3

Pour l'inégalité (2.5), on utilise les résultats de D.Gourdin ([6] et [7]).
Pour montrer que D(t0,x0) est un domaine de dépendance, on commence
par établir un lemme d'unicité et son corollaire.

Lemme d'unicité

Si u(t,x,y) véri�e hu = 0 et u(0,x,y) = 0 dans un voisinage de l'origine
(0,0) du type Wx(0) × Rn

y , alors u(t,x,y) = 0 dans un voisinage de l'origine
(0,0,0) de la forme Vt,x(0,0)× Rn

y .
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Preuve

Soit
Dε = {(t,x,y) ∈ Ω; t + x2 < ε,t ≥ 0}

où ε est su�sament petit pour que Dε|t=0 ⊂ Wx(0)× Rn
y .

Par une transformation de Holmgren,




t′ = t + x2

x′ = x

y′ = y

l'opérateur h se transforme en un opérateur h̃ et u en ũ avec
u(t,x,y) = ũ(t′,x′,y′).

On voit que Dε est transformé en D̃ε qui a pour frontière t′ = x′2 et t′ = ε;
ũ est dé�ni sur D̃ε.

On pose ũ = 0 dans l'extérieur de D̃ε, dans la bande [0,ε]× R× Rn.
On note ũ(t′,x′,y′) cette nouvelle fonction dé�nie dans [0,ε]×R×Rn et qui
a un support dans D̃ε.

L'opérateur h̃ a les même propriétés que celles de h; on l'étend à
Ω′ = [0,ε]× R× Rn ([6]).On a h̃ũ = 0 et ũ(0,x,y) = 0
D'après l'inégalité d'energie (2.5) sur l'opérateur étendu h̃ à Ω′, on a:
ũ(t,x,y) = 0 dans Ω′. D'où u(t,x,y) = 0 dans Dε. cqfd.

Corollaire

Soit S une hypersurface dé�nie par φ(t,x) = 0 passant par (t0,x0,y0) et
satisfaisant (∂φ

∂t )2 > (τmax)2(∂φ
∂x )2

Si u est une fonction dé�nie dans un voisinage de (t0,x0)× Rn, véri�ant
hu = 0 et nulle dans l'itersection du voisinage précédent avec S, alors u = 0
dans un voisinage de (t0,x0)× Rn.

Preuve

On fait la transformation:




t′ = φ(t,x)
x′ = x

y′ = y



18

h se transforme en un opérateur véri�ant les hypothèses d'unicité locale.
D'où le résultat.

A l'aide de ce corollaire, on démontre que D(t0,x0) est un do-
maine de dépendance (cf [6]: Th.2, Déf.4, 4',5, Prop.8,9,10), car
D(t0,x0) est une réunion d'hypersurfaces spatiales d'équations
t = t0 − 1

τmax

√
λ + (x− x0)2,λ ∈]0,(τmaxt0)2[.

Ainsi, la Proposition 2.1 sera déduite de la façon suivante:
Soient {

f ′ = f dans D(t0,x0)
φ′j = φj dans Ω(0)

et posons {
f ′ = 0 dans CD(t0,x0)
φ′j = 0 dans CΩ(0)

Considérons les deux problèmes de Cauchy suivants:

(C1)

{
hv = f

Dj
t v = φj

(C2)

{
hv′ = f ′

Dj
t v
′ = φ′j

En soustrayant les deux systèmes, on obtient:

(C2)− (C1)

{
h(v − v′) = f − f ′

Dj
t (v − v′) = φj − φ′j

On a donc
{

h(v − v′) = 0 dans D(t0,x0)
Dj

t (v − v′) = 0 dans Ω(0)

Ce qui implique que v − v′ = 0 dans D(t0,x0)
En appliquant l'inégalité d'énergie du lemme 2.3 ci-dessus à v′, on a:

m−2+p∑

i=0

‖ Di
tv
′ ‖k+m−2+p−i,Ω(t)

≤ C1(k,p)
{ m−1∑

i=0

‖ φ′i ‖k+m−1+p−i,Ω(0) +
∫ t

0

p∑

i=0

‖ Di
sf
′(s) ‖k+p−i,Ω(s)ds

}
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D'où:
m−2+p∑

i=0

‖ Di
tv
′ ‖k+m−2+p−i,Ω(t)

≤ C1(k,p)
{ m−1∑

i=0

‖ φi ‖k+m−1+p−i,Ω(0) +
∫ t

0

p∑

i=0

‖ Di
sf(s) ‖k+p−i,Ω(s)ds

}
.

Ensuite, on pose u = qu′ .Ainsi,on a :
{

kqu′ = v

hv = rqu′ + f

⇔
{

k′u′ = v

hv = r′u′ + f

On a alors :

Proposition 2.2 On considère le problème suivant:

(2.5)
{

kqu′ = v ∈ Et(H̃∞
x,y)

Dj
xu′ |x=0= ψ′j(t,y) ∈ Et(H̃∞

y ), 0 ≤ j ≤ l2 + l1 − 1 = Nl − 1

Sous les hypothèses (A−2) et (A−2)′, la solution du problème de Cauchy
(2.5) a l'estimation suivante:

(2.6)
p′∑

h=0

‖ Dh
t {Γ(l2−i)Γl1u

′} ‖q′(i)+k+p′−h,Ω(t)

≤ C2(k,p′){
p′∑

h=0

Nl−1∑

j=0

‖ Dh
t ψ′j(t,y) ‖

y,k+p′+l−1−j−h

+
p′∑

h=0

‖ Dh
t v ‖k+p′−h,Ω(t)}

0 ≤ i ≤ l − 1 où q′(i) = Nl − (l1 + l2−i)− i ,

avec ‖ ψ ‖2
y,k =

∑

|α|≤k

∫
| Dα

y ψ |2dy,

C2(k,p′) est une constante dépendante de k,p′ et Ω(t) mais indépendante
de v et de {ψj}.

En particuliers si i = 2 ,l'inégalité (2.6) devient :
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(2.7)
p′∑

h=0

‖ Dh
t u′ ‖Nl−2+k+p′−h,Ω(t)

≤ C2(k,p′){
p′∑

h=0

Nl−1∑

j=0

‖ Dh
t ψ′j(t,y) ‖

y,k+p′−h

+
p′∑

h=0

‖ Dh
t v ‖k+p′−h,Ω(t)}

Preuve de la Proposition 2.2

On considère le problème (2.5)

(2.6)

{
k′ = kqu′ = v ∈ Et(H̃∞

x,y)
Dj

xu′ |x=0= ψ′j(t,y) ∈ Et(H̃∞
y ), 0 ≤ j ≤ l2 + l1 − 1 = Nl − 1

On pose u = qu′.

k′ étant hyperbolique dans la direction de x. On considère t comme
paramètre. Par la théorie des équations hyperboliques, nous avons le lemme
suivant:

Lemme 2.4 Le problème de Cauchy (2.6) admet une solution unique
u ∈ Ex(H∞

y ) et nous avons l'estimation suivante:

(2.8)
q′(i)+p∑

j=0

‖ Dj
x{Γ(l2−i)Γl1u

′} ‖y,k+q′(i)+p−j

≤ C(k,p)
{
‖ ψ(t,y) ‖y,k+p+l−1 +

∫

|x′|≤|x|

p∑

j=0

‖ Dj
x′v(x′) ‖

y,k+p−j
dx′

}

On �xe t et soit X(t) = max(t,x,y) ∈Ω(t) | x |.
De (2.8), posons k = 0, nous avons :

(2.9)
∫

|x|≤X(t)

q′(i)+p∑

j=0

‖ Dj
x{Γ(l2−i)Γl1u

′} ‖2
y,q′(i)+p−jdx

≤ C ′(k,p)
{∫

|x|≤X(t)

Nl−1∑

j=0

‖ ψ′j(t,y) ‖2
y,p+Nl−1−jdx+
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+
∫

|x|≤X(t)

p∑

j=0

(
∫

|x′|≤|x|
‖ Dj

x′v(x′) ‖
y,p−j

dx′)2dx
}

Et on a:

(2.10)
∫

|x|≤X(t)

q′(i)+p∑

j=0

‖ Dj
x{Γ(l2−i)Γl1u} ‖2

y,q′(i)+p−jdx

= ‖ Γ(l2−i)Γl1u ‖2
q′(i)+p,Ω(t)

Et en plus, on a :
∫

|x|≤X(t)

p∑

j=0

(
∫

|x′|≤|x|
‖ Dj

x′v(x′) ‖
y,p−j

dx′)2dx

≤
∫

|x|≤X(t)

p∑

j=0

{
∫

|x′|≤|x|
12dx′

∫

|x′|≤|x|
‖ Dj

x′v(x′) ‖2
y,p−jdx′}dx

≤
∫

|x|≤X(t)

p∑

j=0

{2X(t)
∫

|x′|≤|x|
‖ Dj

x′v(x′) ‖2
y,p−jdx′}dx

≤ (2X(t))2‖ v ‖2
p,Ω(t)

Ainsi,on a :

(2.11) ‖ Γ(l2−i)Γl1u ‖2
q′(i)+p,Ω(t)

≤ C ′(0,p)
{
{2X(t)‖ ψ(t,y) ‖2

y,p+l−1 + (2X(t))2‖ v ‖2
p,Ω(t)

}

Si p′ = 0 dans (2.3), et (2.3) est équivalent à (2.11).

Ensuite on considère les estimées de la dérivée dans la direction de t.
On di�érentie (2.6) par rapport à t. Et de la même manière,on obtient
l'estimation de la dérivée dans la direction de t.

Ainsi on a une proposition analogue à la proposition (2.2) dont la preuve
s'apparente à celle de la proposition 2.2.

Proposition 2.3 Quel que soit k, le problème

(2.12)
{

ku = v ∈ Et(H̃∞
x,y)

Dj
xu |x=0= ψj(t,y) ∈ Et(H̃∞

y ), 0 ≤ j ≤ l − 1
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admet l'éstimation suivante:

(2.13)
m−2∑

h=0

‖ Dh
t u ‖m−2−h,Ω(t) ≤ C

m−2∑

h=0

‖ Dh
t u′ ‖Nl−2+m−2−h,Ω(t)

≤ C
{ m−2∑

h=0

m−1∑

j=0

‖ Dh
t ψj(t,y) ‖

y,m−2−h

+
m−2∑

h=0

‖ Dh
t v ‖m−2−h,Ω(t)

}

Preuve de la Proposition 2.3
On établit la première inégalité par recurrence sur h et la deuxième est

exactement la Proposition 2.2 en prenant i = ν et p′ = m− 2

2.3 Construction de la solution
Soit

(2.14) ku = v

Alors $u = (hk − r)u = f est équivalent à (2.15)

(2.15)
{

ku = v

hv = ru + f

On re-écrit

(2.16) Di
t(ku) |t=0=

i∑

k=0

Cik(x,y; Dx,Dy)φk(x,y) ≡ φ̃′i(x,y)

,où Cik est un opérateur di�érentiel suivant x et pseudo-di�érentiel suivant
y et d'ordre total au plus l.

Soit v1 la solution de :
{

hv1 = f

Dj
xv1 |x=0= φ̃′j(x,y) , 0 ≤ j ≤ m− 1

Et u1 la solution de :
{

ku1 = v1

Dj
xu |x=0= ψj(t,y) , 0 ≤ j ≤ m− 1

En général, pour ρ ≥ 2, vρ est la solution de :
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{
hvρ = ruρ−1

Di
tvρ |t=0= 0 , 0 ≤ i ≤ m− 1

Et uρ est solution de :
{

kuρ = vρ

Dj
xuρ |x=0= 0,0 ≤ j ≤ l − 1

Nous voulons montrer que la série u1 + u2 + . . . converge. Prenons k et p
dans (2.7) et on les �xe . Par la preuve de la Proposition 2.1, nous avons :

(2.17)
m−2+p∑

i=0

‖ Di
tv1 ‖k+m−p−2−i,Ω(t)

≤ C1

{ m−1∑

i=0

‖ φ̃ ‖k+p−1,Ω(0) +
∫ t

0

p∑

i=0

‖ Di
sf(s) ‖k+p−i,Ω(s)ds

}

Et par la proposition (2.2),nous avons l'éstimation de u′1 (u1 = qu′1).
Dans 2.4, soit k comme dans 2.5 et p′ = m− 2 + p. Ainsi, on a:

{
k′u′ = v

hv = r′u′ + f

d'ordre total (m + l − 2)N , avec
{

u = qu′

k′ = kq d′ordre lN

on a :

(2.18)

p′=m−2+p∑

h=0

‖ Dh
t {Γ(l2−i)Γl1u

′
1} ‖q′(i)+k+m−2+p−1−i,Ω(t)

≤ C2

{ m−2+p∑

h=0

lN−1∑

j=1

‖ Dh
t ψ′j(t,y) ‖

y,k+m−2+p+lN−j−h

+

+
m−2+p∑

h=0

‖ Dh
t v1 ‖k+m−2+p−h,Ω(t)

}

Soit
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{
k′u′1 = v1 (k′ = kq , u1 = qu′1)
Dj

xu′1 = ψ′j(t,y), 0 ≤ j ≤ Nl − 1
{

hvρ = r′u′ρ−1 (r′ = rq , uρ = qu′ρ)
Di

tvρ |t=0= 0 (0 ≤ j ≤ Nl − 1)
{

k′u′ρ = vρ (k′ = kq , uρ = qu′ρ)
Dj

xu′ρ = ψ′j(t,y), 0 ≤ j ≤ Nl − 1

Soient

(2.19)
m−1∑

i=0

‖ φ̃i ‖k+m−1+p−i,Ω(0) = M1

(2.20) sup0≤s≤T {
p∑

i=0

‖ Di
sf(s) ‖k+p−i,Ω(s)} = K

(2.21)
m−2+p∑

h=0

Nl−1∑

j=0

‖ Dh
t ψ′j(t,y) ‖

y,k+m−2+p+Nl−1−j−h

= M2

De 2.18 à 2.21,on a :

(2.22)
m−2+p∑

h=0

‖ Dh
t {Γ(l2)Γl1u

′
1} ‖q′(i)+k+m−2+p−i−h,Ω(t)

≤ C2M2 + C2C1M1 + C1C2

∫ t

0
Kds = C2M2 + C2C1M1 + C1C2Kt

Par l'hypothèse (A− 3) et (2.22) , on a :

(2.23)
p∑

h=0

‖ Dh
t (r′u′1) ‖k+p−h,Ω(t) ≤ C ′

3

2∑

i=0

m−2+p∑

h=0

‖ Dh
t {Γ(l2−i)Γl1u

′
1} ‖q′(i)+k+p−1−h,Ω(t)

En posant C3 = 3C ′
3, par 2.22 et 2.23, on a:

(2.24)
p∑

h=0

‖ Dh
t (r′u′1) ‖k+p−h,Ω(t) ≤ C2C3M2 + C1C2C3M1 + C1C2C3Kt.
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Et en général, par induction, on a:
La solution u′ρ du problème

(2.25)
{

k′u′ρ = vρ (k′ = kq , uρ = qu′ρ)
Dj

xu′ρ = ψ′j(t,y), 0 ≤ j ≤ Nl − 1

a l'éstimation suivante:

(2.26)
m−2+p∑

h=0

‖ Dh
t {Γ(l2−i)Γl1u

′
ρ} ‖q′(i)+k+m−2+p,Ω(t)

≤ (C1C2C3)ρ−1{(C2M2 + C1C2M1)
tρ−1

(ρ− 1)!
+ C1C2K

tρ

(ρ)!
}

En particuliers si i = 2, (2.26) devient:

(2.27)
m−2+p∑

h=0

‖ Dh
t u′ρ ‖Nl−2+m−2+p−h,Ω(t)

≤ (C1C2C3)ρ−1{M tρ−1

(ρ− 1)!
+ N

tρ

(ρ)!
}

où M = C2M2 + C1C2M1 ,K̃ = C1C2K.
Par conséquent

∞∑

ρ=1

Dh
t u′ρ

(0 ≤ h ≤ m− 2 + p) est convergente dans HNl−2+m−2+k+p−h(Ω(t)).
En posant

u′ =
∞∑

ρ=1

u′ρ

Alors Dh
t u′ρ ∈ HNl−2+m−2+k+p−h(Ω(t)),0 ≤ h ≤ m − 2 + p, où k et p sont

arbitraires,alors par le Lemme de Sobolev, u′ ∈ C∞(Ω(t)). Il est évident que
u = ru′ est solution du problème de Goursat 1.2.

2.4 Unicité de la solution
Soient u1 et u2 deux solutions du problème (1.2).

Posons w = u1 − u2. Ainsi w satisfait
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(2.28)





$w = (hk − r)w = 0
Di

tw |t=0= 0 0 ≤ i ≤ m− 1
Dj

xw |x=0= 0 0 ≤ j ≤ l − 1

si et seulement si:




kw = v

hv = rw

Di
tw |t=0= 0 0 ≤ i ≤ m− 1

Dj
xw |x=0= 0 0 ≤ j ≤ l − 1

Montrons que le problème 2.28 a pour seule solution w = 0.
Par la Proposition 2.1, nous avons

(2.29)
m−2∑

h=0

‖ Dh
t kw ‖

m−2−h,Ω(t)

≤ C1

∫ t

0
‖ rw ‖Ω(s)ds

Dans la Proposition 2.3, posons p′ = m− 2 et k = 0,nous avons

(2.30)
m−2∑

h=0

‖ Dh
t w ‖m−2−h,Ω(t) ≤ C2

m−2∑

h=0

‖ Dh
t kw ‖m−2−h,Ω(t)

Par l'hypothèse (A− 5), on a :

(2.31) ‖ rw ‖Ω(s) ≤ C3

m−2∑

h=0

‖ Dh
t w ‖m−2−h,Ω(s)

Soit

(2.32) M3(t) ≡
m−2∑

h=0

‖ Dh
t w ‖m−2−h,Ω(t)

Ainsi par de 2.30 à 2.32, nous avons

(2.33) M3(t) ≤ 3C2C1

∫ t

0
‖ rw ‖Ω(s)ds ≤ 3C1C2C3

∫ t

0
M3(s)ds

Posons N3 = sup0≤t≤T M3(t) et 3C1C2C3 = C, nous avons

(2.34) M3(t) ≤ C

∫ t

0
M3(s)ds ≤ CN3t
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Ainsi M3(t) ≤ CN3(t). Par ref2.32, nous avons

(2.35) M3(t) ≤ C

∫ t

0
CN3sds ≤ C2N3

t2

2!

En général pour tout j arbitraire;j ≥ 1, nous avons

(2.36) M3(t) ≤ CjN3
tj

j!

Ainsi M3(t) ≡ 0 =⇒ w ≡ 0

Ceci complète la preuve du Théorème.
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