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CONDITION DE LEVI POUR UN PROBLEME
DE GOURSAT ASSOCIE A DES SYSTEMES
D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

D. GOURDIN et M. SEIFOUDINI*

Dans cet article, nous étudions les opérateurs aux dérivées partielles sur
R™+2_ pseudo-différentiels par rapport & y € R, différentiels par rapport a
t € R et z € R, matriciels et faiblement hyperboliques a caractéristiques de
multiplicité constante au plus égale & deux et nous examinons le probléme
de Goursat linéaire avec les conditions de Levi dans I'espace des fonctions
indéfiniment différentiables. Pour démontrer I’existence et 'unicité de ce pro-
bléme, nous allons établir des inégalités d’énergie et le domaine de dépen-
dance. Nous nous inspirons des travaux de Mme Y. Hasegawa [8] et [9] qui
ont étudié un probléme similaire pour une seule équation dans 'espace des
fonctions indéfiniment différentiables. Nous proposons d’étendre ces résultats
& des systémes d’équations aux dérivées partielles dans ’espace des fonctions
indéfiniment différentiables.

Abstract

In this paper, we study operators with matricial coefficients in R"+2
which are pseudo differential, with respect to y € R", differential, with
respect to t € R and « € R and weakly hyperbolic with characteristics of
constant multiplicities equal or less than two. We solve the correspondant
linear Goursat problem with additional Levi conditions in C°°. For existence
and unicity demonstration, we need energy inequalities and dependance
domaine.

We are inspired by Mrs Y. Hasegawa’s works (|8] and [9]), who studied
similar problem for one equation in the C* space.
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1 Notations et Définitions

Soient Nym € N, le point générique de R x R x R™, sera noté (¢,z,y),

on utilisera les notations habituelles des dérivations, & savoir Dy = —ig,
t
.0 .0 .0 .
D, =—i—etD,= (— T\, — z—) ; les variables duales de ¢, x et y
ax ayl ayn

sont notées 7, £ et .
On considere ST, = STH(R)" x R™ I'espace des symboles des opérateurs
pseudo-différentiels classiques d’ordre m de L™(R"™) défini dans [10].

On notera & 'espace des fonctions C* en t et
i, ={r e ez [ [ 102D}y Prdy < 0. ¥ a8X >0}
lx|<X n

Pespace des fonctions de classe C*°(R x R™) dont toutes les dérivées sont de
carré intégrable sur B(0,X) x R™, pour tout X > 0,

ou B(0,X) = {z € R, | z |[< X}; on notera également(cf début du sous-
paragraphe 2.2):

1 P = /Q | DS Py

jtlal<k
[l =1 u HH'@(szRg)
1 [Pek = | Dy |*dy
y
|| <k

Rappelons 'expression du polynéme sous-caractéristique d’un opérateur h
(J. Vaillant [16] page 15), en utilisant les notations de sommation d’Einstein:

1 1
mzUﬁtixw@mW%iHﬁyW@m—ymmﬁ)mwm

ou v et d représentent des vecteurs propres respectivement a droite et a
gauche de la matrice caractéristique H = (Hp)a,p (appelée encore matrice
principale de h) pour une racine caractéristique double, zéro du polynome
H' avec detH = (H')’H”, et H* = (H%4)ap représente la matrice
sous-principale de h.

On considére H une matrice N x N d’opérateurs différentiels par rapport
a t et x et pseudo-différentiels par rapport a y d’ordre global I + m. On
suppose que H admet la décomposition suivante:

(1.1) H=hk—r
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ou
h(tvx’y;DtvD:mDy) = E ai,j(taxvy; Dy)D;D:]z:’
0<i+j<m

k(t,2,y; Di,Da,Dy) =Y bj(t,m,y; Dy) D

avec les a;(t,z,y; Dy) et b;(t,x,y,D,), respectivement, dans Lm_(”j)(R”)
et L'=J(R™), par rapport a y, dépendant d'une facon C™ des paramétres t
et x; r un opérateur matriciel N x N admettant des propriétés particuliéres
que l'on explicitera ultérieurement et d’ordre inférieur ou égal a m+1—2 .

On supposera que les opérateurs h et k vérifient les hypothéses suivantes.

Soient h,, et k; les matrices principales de h et k, c’est & dire:

h(mi6m) = > ag(tay;n)rieh

0<j+k<m
l
= Dbt ysms
7=0

ol a;k(t,x,y; n) et b; (t,xz,y;n) sont homogenes respectivement de dégrés m —
(j+ k) et I —j en n. On considére les polynomes caractéristiques de h et k
définis par

Hy, = det(hm(T; 5777)

K = det(ki(&n)

On supposera qu’on peut décomposer H,, et K; sous la forme

,n/

H 5 (s Em)P Ky = [ [ (6 = &ty )™

7j=1
et on imposera les hypothéses suivantes

(A-1) Vje{l,...n"},1 < p; <2et pour tout T, X > 0, il existe § > 0
tel que: Vi # j, V(t,y) € [0,7] x [~X,X] x R”, ¥(£,7) € R™1\{0},

| Ti(tvxvy§‘£an) - Tj(t,.’lﬁ,y; 5777) ‘Z 0 ‘ (5777) ‘

(A-1)’ Vje{l,...n'},1 <wv; <2et pour tout T, X > 0, il existe § > 0
tel que: Vi # j, V(t,z,y) € [0,T] x [-X,X] x R", Vn € R"\{0},

| &(trym) —&(taym) =6 0|

(A-2) (voir [16], [1]) On suppose que la matrice réduite de h,, dans le
localisé de l'anneau des polynomes R[7] par 'idéal premier des polynomes
divisibles par 7 — 7; est:
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(r—7)% 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0
1 0 0
hy, ~ Viji=1..m
...... 0O 1 0 O

o 1 .0

: : .0

0 0 0 ... 0 1

(A-2)’ (voir [16], [1]) On suppose que la matrice réduite de k; dans le
localisé de 'anneau des polynomes R[{] par 'idéal premier des polynomes
divisibles par § — §; est:

€E-¢? 0 0 ... ... 0 0 0
0 1 0 0 0 O
0 0
1 0 O
klN \V/j:]., ,ll
...... 0O 1 0 O
0 1 0
0
0 0 0 0 1

(A-3)

L’opérateur r est d’ordre [ +m — 2 et

en désignant par R la matrice principale de r et par R* sa matrice sous-
principale, il existe une matrice A de dimension N x N homogéne de degré
m — 2 telle que:

R=AK
([R* — AK* + > AWK ] x cof (K))

jof=1

Ce qui est équivalent a:

rq=B(m—-2)[',I'y, + Bm—2+1l—1)I'y + Blm—2+1—2)Iy

ot B(j) est un opérateur différentiel suivant ¢ et = , pseudo-différentiel
suivant y et d’ordre total au plus j . De plus l'ordre de B(j) par rapport a
Dy est au plus m — 2.
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On a désigné aussi par H = h,, la matrice principale de h, H* sa matrice
sous- principale, par K = k; la matrice principale de k et K* sa matrice
sous-principale.

Remarque 1.1 Les hypothéses (A-1) et (A-1)’ expriment le fait que h et k
sont des opérateurs & caractéristiques de multiplicité constante au plus égale
a 2. On peut écrire alors:

Hm = H(T - Tj(t7x7y; 5777))2 H (T - Tj(taway; 5777)) = (Hml)QHyan_ml
lj:l lj=m1+1

Kl = H(€ - gj (t,d?,y; 77))2 H (’S - fj(t’xvy; 77)) = (Kll)QKllg—h
j=1 j=h+1

Avec 2l1+<lg—ll) =ly+1li = Nl et 2m1+(m2—m1) =mg+m1 = Nm.

Remarque 1.2 L’hypothése (A-2) (resp.(A-2)’) est équivalente a ['exis-
tence d’un mineur de hy, (resp. ki), non divisible par (T — 7;) (resp. (£ —&;))
pour tout j =1,...,my (resp. j=1,...,11).

Enoncé du Probléme

On consideére le probléme de Goursat suivant :

Hu(t,x,y) = (hk — r)u(t,zy) = f(t,z,y),
<12) Dzzfu |t=0: ¢Z($7y), 0<i<m—-1
Diu|,_=1;(ty), 0<j<l-1

avec les conditions de compatibilité suivantes :

(€)  Digi(0.y) = Divy(0y), VYO0<i<m-1,0<j<Ii-1
Définition
On dit que H vérifient les conditions de Levi £, si (L-1) Le polynéme
sous caractéristique de h est divisible par H,,, (L-2) Le polynéme sous

caractéristique de k est divisible par K,
On obtient le résultat suivant:

Théoréme
Si Uopérateur H wvérifie les conditions (A.1)(A.1)’(A.2)(A.2)’, (A-3) et
celles de Levi L, alors pour tout f € E(H,), ¢i € HYS, , 0<i<m-—1

et ;€ &(H), 0<j <1 -1, vérifiant les conditions de compatibilité
(C), il existe une unique solution u dans St(ﬁlg?y) du probléme (1.2).
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2 Preuve du Résultat

Nous allons prouver ce Théoréme par induction en se ramenant & des
problémes de Cauchy pour h et k relativement & des données respectives sur
les hyperplans t =0 et x = 0.

2.1 Préliminaires

Lemme 2.1 (L-1) est équivalent a:

Il existe p( resp. p' ) différentiel en t et pseudo-différentiel en (x,y) de
symbole principal P = cof(hm) d’ordre my + ma, Ay, (resp. A}, ) de
symbole principal Hpy, et Ay, (resp. A7, ) de symbole principal H),
différentiels en t et pseudo-différentiels en (x,y) tels que:

2—Mm1

ph = Am2Am1[N><N + C(mz — I)Aml + C(m2 +mq — 2)

( respectivement
hp' = A'(ma) A’ (m1) Inxn + C'(mg — 1)A"(my) + C'(mg + m1 — 2)).

Ou C(mg — 1) (resp. C'(mg — 1)) et C(ma + mq — 2) ( respectivement
C'(mg +my — 2)) sont d’ordre respectifs ma — 1 et mo +mq — 2.

Lemme 2.2 (L-2) équivaut a:

Il existe q (resp. ¢') différentiel en x et pseudo-différentiel en y de symbole
principal Q = cof (ki) d’ordre ly+12, Ty, (resp. T} ) de symbole principal Kj,
et I'y, ( resp. FEQ) de symbole principal Kl’g—h différentiels en x et pseudo-
différentiels en y tels que :

qk = FZQFlllN + C(lg — 1)Fl1 + C(lg + 1 — 2).
(resp.
kq’ = F22F;1[N + Cl(lg — 1)F;1 + C/(lg +1h — 2))
Ou les C; (resp. C;» sont des opérateurs d’ordre inférieurs ou égal a j.

Preuve
Posons
Dx - gj(tvxvy, Dy) = aj

On a:
010> .. .al2IN = FlQ
0105 .. .8ZIIN = Fl1

oul <l <l et

{51,52, ...,&, sont des racines doubles

&l 4+1, - - - &1, sont des racines simples
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L’hypothése (A-2)’ est équivalente a 'hypothése (A-2)" suivante:

(A-2)" Tl existe un opérateur g de symbole principal
Q = (k) = cof (k) tel que:

k‘q = FlgrllexN + A(ZQ — 1)1“[1 + A(ll + Iy — 2)

ou A(i) = A(i;t,2,y,D,,Dy) est un opérateur pseudo-différentiel suivant y
et un opérateur différentiel suivant x, d’ordre total ¢ et Iy est la matrice
identité .

2.2 Domaine de Dépendance pour le Probléme de Goursat
et Estimations d’Energie

Soit
(2]-) Tmax - max{t €[0,T],|z|<X,y €R7L,\§|:1,i:1,....,m2} | T@(t,x7y7€,0) ‘
(2.2) D(to,xo) = {(t,x,y);| ¢ — x0 |< Tmaz(to — )}

Q(thXO) = U D(t07$0)7 XO > Oato € [OvT}

|$0|<X0

On fixe un point (to,Xo). Posons:
Q(t07X0) = Q.

Et on note €(s) 'intersection de Q et de ’hyperplan t = s. Soit

Q(s) = 2n{(s,zy)}
Proposition 2.1 On considére le probleme suivant:
h=f € &HX
(23> U f t( x,y) ~ '
Djv|,_o= di(xy) € X0 <i<m—1

Y

Sous les suppositions (A—1) et (A—2), la solution du probleme de Cauchy
2.8 admet Uéstimation suivante :

m—2+p ‘
(2.4) Z | Div lytm—24p—i00)
=0
m—1 t P )
<akn{Y I ol 4 [ S IDIE) hpmiods)
i=0 ktm—14p—i,00) *° =0
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Vp, Vk , ou

I Peom = Z /Q(t) | DIDY f |*dady.

Jt+lel<k

et C1(k,p) est une constante dépendante de k,p et Q(t) mais
indépendante de f et de (¢;) .

Preuve de la Proposition 2.1

Pour la preuve, nous allons utiliser les lemmes suivants, grace auxquels,
on localise les inégalités sur Q(¢),Q2(0) et Q(s) respectivement, car h n’est
différentiel que relativement & ¢ et & x et pas par rapport & .

Lemme 2.3 On considére le probleme (2.3). 5
On suppose (A —1), (A—2) et en plus f € E(H) ¢i(Ty) € Hy,, alors
la solution du probléme 2.3 a une estimation suivante:

m—2+p
(2.5) Z I Div g m—24p—i
i=0
m—1 t p )
< Cl(kap){ > 1 lrmrapi +/ >l Dif(s) ”k+p—id5}‘
i=0 0 =0
ot
[ully=1u HHk(Rxngy

De plus, dans le probléme de Cauchy 2.3, le domaine de dépendance du
point (to,xo,y) est D(to,zo). A savoir que si

f = 0dans D(tg,zg) et ¢ = 0 dans D(tg,xo)N{t = 0}, alors v = 0 dans D(tg,xo).

Preuve du lemme 2.3

Pour l'inégalité (2.5), on utilise les résultats de D.Gourdin ([6] et [7]).
Pour montrer que D(tg,zp) est un domaine de dépendance, on commence
par établir un lemme d’unicité et son corollaire.

Lemme d’unicité

Si u(t,x,y) verifie hu = 0 et u(0,xz,y) = 0 dans un voisinage de l'origine
(0,0) du type Wz (0) x Ry, alors u(t,r,y) = 0 dans un voisinage de 'origine
(0,0,0) de la forme V; .(0,0) x Ry.
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Preuve

Soit
De = {(tz,y) € Yt +2° < et >0}

ol € est suffisament petit pour que De|i—o C W,(0) x R
Par une transformation de Holmgren,

t=t+a?
¥ =ux

!/

Popérateur h se transforme en un opérateur h et w en @ avec
u(t,zy) = a(t' =" y).

On voit que D, est transformé en D, qui a pour frontiére t’ = z'2 et t' = ¢;
u est défini sur D..

On pose i = 0 dans Pextérieur de D, dans la bande [0,¢] x R x R™.
On note u(t',2",y’) cette nouvelle fonction définie dans [0,e] x R x R" et qui
a un support dans D..

L’opérateur h a les méme propriétés que celles de h; on 'étend &
Q' =1[0,e] x R x R” ([6]).0n a hit = 0 et @(0,2,y) = 0
D’apres linégalité d’energie (2.5) sur lopérateur étendu h a €, on a:
a(t,x,y) = 0 dans . D’ou u(t,r,y) = 0 dans D..  cqfd.

Corollaire

Soit S une hypersurface définie par ¢(t,z) = 0 passant par (to,Z0,y0) et
satisfaisant (22)2 > (Tynaz)?(22)?

Si u est une fonction définie dans un voisinage de (tg,xo) x R", vérifiant
hu = 0 et nulle dans l'itersection du voisinage précédent avec S, alors u =0
dans un voisinage de (to,xo) x R".

Preuve

On fait la transformation:
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h se transforme en un opérateur vérifiant les hypothéses d’unicité locale.
D’ou le résultat.

A Taide de ce corollaire, on démontre que D(tg,x9) est un do-
maine de dépendance (cf [6]: Th.2, Déf4, 4’5, Prop.8,9,10), car
D(to,xo) est une réunion d’hypersurfaces spatiales d’équations

t =1t — =/ A+ (& — 20)%,\ €)0,(Tmarto)?[-

Ainsi, la Proposition 2.1 sera déduite de la facon suivante:
Soient

f"'= f dans D(to,x0)
¢’ = ¢; dans Q(0)

et posons

=0 dans Cp(ty,zo)
¢ = 0 dans Cq(0)

Considérons les deux problémes de Cauchy suivants:

(@) {’“’ =/

Dlv = ¢;
hv’ — f/
(02) {Dg r_ qb;

En soustrayant les deux systémes, on obtient:

(Ca) — (Ch) {;l)(;)(v_j?/):fg Ji/ &
t = @5 fi

On a donc

h(v —v") = 0 dans D(to,x0)
D! (v — ') = 0 dans Q(0)

Ce qui implique que v — v = 0 dans D(tg,x0)
En appliquant 'inégalité d’énergie du lemme 2.3 ci-dessus & v/, on a:

m—2+p

Z | D?ﬂ)/ ”k+m—2+p—i,ﬂ(t)
i=0

m—1

t P
< Cl(kvp){ Z H ¢; "k+m—1+p—i,§2(0) +/0 Z || D;f/(s) Hk—&-p—i,ﬂ(s)d‘s}
=0

=0
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D’ou:
m—2+p
Z | D' Hk+m72+p7i,ﬂ(t)
=0

m—1 t D
< 01(7%10){ > 1 ltm14p—i000) +/0 > | Dif(s) Hkerfi,Q(s)ds}‘
i=0 i=0

Ensuite, on pose u = qu’ .Ainsi,on a:

kqu' = v
hv =rqu’ + f

Ko =v
~
hv=7r"u+ f

Proposition 2.2 On considére le probleme suivant:

On a alors:

(25 kv =v e E(H)
' Do |,_y=i(ty) € E(HF®),0<j<lo+1l—1=NIl-1

Sous les hypotheses (A—2) et (A—2), la solution du probleme de Cauchy
(2.5) a lestimation suivante:

/

P

(2.6) DI DT =) T} oy —noe)
h=0

p’ NI-1 /

p
< Colk,p ) Y I Dij(ty) | + > 1 DI sy nam)

h=0 j=0 yhtp/+-1—j—h =0
0<i<l—10uq)=Nl—(1+1p)—i,

avee |6 2n= 3 / | Dy [2dy,

Cs(k,p') est une constante dépendante de k,p' et Q(t) mais indépendante
de v et de {1);}.

En particuliers si i = 2 Uinégalité (2.6) devient :
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/

p
h
(2.7) Z | Dy’ ||Nz—2+k+p’—h,9(t)
h=0
p Ni-1 4
< Co(kp ) D I DivS(ty) | + 3 1 Do sy —now)
h=0 j=0 ykip—h =0

Preuve de la Proposition 2.2
On considére le probléme (2.5)
(2.6) {kl = hqu' =v € E(H,)
Dad |,_y=¥i(ty) € E(HP),0<j<lp+h—-1=Nl—1
On pose u = qu’.
k' étant hyperbolique dans la direction de z. On considére ¢ comme

paramétre. Par la théorie des équations hyperboliques, nous avons le lemme
suivant:

Lemme 2.4 Le probléme de Cauchy (2.6) admet une solution unique
u € & (H;°) et nous avons l'estimation suivante:

q'(i)+p '
(2.8) Z | DIAT (l—i) Ty, u'} ly je+a 5)-+p—s
§=0
p .
< C'(k:,p){H ¢(t,y) ||y,k+p+l—1 + ZH D;/v(as/) Hy,ker*jdx/}

|l2"|<|z] ;0

On fixe t et soit X (t) = maz(; 4, eo) | T |-
De (2.8), posons k = 0, nous avons:

¢ (1)+p '
(2.9) /||<X(t) Z | D2{T(lo—;)Ty,u'} sz,q/(i)+p*jd{£
HARS ]:0

Ni-1

< C’(k,p){ Z | % (ty) 12y ptNi—1—jdz+
| <X (t)

Jj=0
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p
—i—/ (/ | D;,v(a:’) [ _Ada:’)QdJ:
| <X (t )Z |/ |<la| ypd }

Et on a:

(2.10) /|<X Z | DIAT (lo—i)Tyu} |12y 4 (i)+p—i 4T

7=0

= | Dla-i)Ti,w P ) 4p0t)

Et en plus, on a:

/ Z/ | Dl ()|, .da')?de
|z| <X (t) |z | < || vpmI

p
</ » [ v [ D) e’y
|z|<X(t) =g VIz'I<]z] |z’ <[]
X [ Dl s’}
/|$<X Z |z’ < ||

< 2X®)?[l v [p00

Ainsi,on a:

(2.11) I T(2=i)Tow g 6y +p. 0200

< COP{XON ¥(ty) [Pyprio1 + X v P00 |
Si p/ = 0 dans (2.3), et (2.3) est équivalent a (2.11).
Ensuite on considére les estimées de la dérivée dans la direction de ¢.

On différentie (2.6) par rapport a t. Et de la méme maniére,on obtient
I’estimation de la dérivée dans la direction de ¢.

Ainsi on a une proposition analogue a la proposition (2.2) dont la preuve
s’apparente & celle de la proposition 2.2.

Proposition 2.3 Quel que soit k, le probléme

{kzu =v € Et(ﬁgf’y)

(2.12) . i .
Diu|,_y=j(ty) € E(HX),0<j<l—1
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admet l'éstimation suivante:

m— m—2
(2.13) S I Dru g naw <C N Di i m—a-noq
= h=0
m—2m—1 m—2
cf | Dl () | + 31 D lhaonan )
h=0 j=0 iz h=0

Preuve de la Proposition 2.3
On établit la premiére inégalité par recurrence sur h et la deuxiéme est
exactement la Proposition 2.2 en prenant i = v et p’ =m — 2

2.3 Construction de la solution
Soit
(2.14) ku=wv
Alors wu = (hk — r)u = f est équivalent a (2.15)
19 s

On re-écrit

(2.16) Dj(ku) [i=0="Y _ Cin(,y; Do, Dy) b (2,y) = ()
k=0

,ou Cj est un opérateur différentiel suivant x et pseudo-différentiel suivant
y et d’ordre total au plus (.

Soit v1 la solution de:

hvy = f
D31 Jo=0= ¢(z,y) , 0 < j<m—1

Et u; la solution de:

kuyp = vy

En général, pour p > 2, v, est la solution de:
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hv, = ru,_1
Div, [1=0=0,0<i<m—1

Et u, est solution de:

ku‘p =,
Diuy [s—0= 0.0 < j <1—1

Nous voulons montrer que la série u; +ug + . .. converge. Prenons k et p
dans (2.7) et on les fixe . Par la preuve de la Proposition 2.1, nous avons:

m—2+p

(2.17) Y 1D llsm—p-2-i00)
=0

m—1 _ t P A
<X 10 Iy r00+ [ 1D sy sods)
i=0 =0

Et par la proposition (2.2),nous avons Iéstimation de u) (u1 = quj).
Dans 2.4, soit k comme dans 2.5 et p’ = m — 2 + p. Ainsi, on a:

Ku =v
hv=7r"u+ f

d’ordre total (m +1—2)N, avec

u = qu’
k' = kq d'ordre IN

on a:
(2.18)
p'=m—2+p
Z | D?{F(b—i)FhUﬁ} Hq/(i)+k+m72+p717i,ﬂ(t)
h=0
m—2+pIN—1
<o S D (ty) | +
h=0 j=1 y,k+m—2+p+IN—j—h
m—2+p
+ Z | Dfvy ||k+m—2+p—h,Q(t)}
h=0

Soit
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Kuy =v1 (K =kq, u =qu))
Dl = Vi(ty), 0 <j < Nl—1

hv, = r’u;)_l (r'=rq, u,= qu:,)
Div, |1=0=0 (0<j < NI —1)

k:’qi, =v, (K =kq , up, = quj,)
Dy, = 9(ty), 0<j < Nl —1

Soient
m—1 N
(2.19) Z | @i lktm—14p—i0o) = M1
i=0
p .
(2.20) SUPogng{Z | Def(8) lhspiast =K
i=0
m—2+p Ni—1
(2.21) > >0 I Drty) |l =M,
h=0  j=0 yk+m—2+4p+Ni—1—j—h
De 2.18 4221,0n a:
(2.22)
m—2-+p
Z H Dh{r<l2>rllul} Hq '(3)+k+m—2+p—i—h,Q(t)
h=0

t
< Cy9Msy + CoCL M1 + 0102/ Kds = CoMy + CoC1 M1 + C1Cy Kt
0
Par 'hypothése (A — 3) et (2.22) , on a:
(2 23)

2 m—2+p

ZH Dt r'uf) ”k+p hQ(t Z Z | D?{F(b DIYRTY: H i) +k+p—1—h,Q(t)
i=0 h=

En posant C3 = 3C%, par 2.22 et 2.23, on a:

2 24 Z H Dh ’l“ ul Hk—i—p—h,Q(t) < CoC3Ms + C1CoC3M7 + C1CoC3Kt.
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Et en général, par induction, on a:
La solution u), du probléme

(2.25) {k,“/ﬂ = vp (K =ka , up = qu)

Diul, = (ty), 0 < j < Nl —1

a ’éstimation suivante:

m—2+p
(2.26) i;) l D?{P(b—i)rll“/p} Hq/(z‘)+k+m—2+p,ﬂ(t)
. p—1 tP
< (C1C2C3)P~ {(Co M + 0102M1>m + Clc?Kw}
En particuliers si ¢ = 2, (2.26) devient:
m—2+p
h,
(2.27) Z H Dt Uy ||Nl—2+m—2+p—h,Q(t)
h=0
oA Tt A s
< - v o
< (C1C205)7 e (p)!}

ou M = CoMs + C1Cy M, ,f( = (C105K.
Par conséquent

o0
>_ D,
p=1
(0 < h <m —2+p) est convergente dans HN!=2Fm=2+k+p=h(Q(¢)).

En posant
oo
=3,
p=1
Alors D, € HNZ2m=2ktp=h(Q)(1)),0 < h < m — 2+ p, ot k et p sont
arbitraires,alors par le Lemme de Sobolev, u’ € C*°(Q(t)). Il est évident que
u = ru’ est solution du probléme de Goursat 1.2.

2.4 Unicité de la solution

Soient u' et u? deux solutions du probléme (1.2).
Posons w = u' — u?. Ainsi w satisfait
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ww = (hk —r)w =0
(2.28) Diw |4—o=00<i<m-—1
Diw |pm0=00<j<1—1

si et seulement si:

kw =wv
hv = rw
Diw|,_,=0 0<i<m-—1
Diw|,_,=0 0<j<Il-1

Montrons que le probléme 2.28 a pour seule solution w = 0.
Par la Proposition 2.1, nous avons

m—2 t
(2.29) S | Dl | <o /0 7w g ds
h=0 )

m—2—h,Q(t

Dans la Proposition 2.3, posons p’ = m — 2 et k = 0,nous avons

m—2 m—2
(2.30) Z | wa Hm727h,Q(t) < Cy Z [ D?kw Hm727h,ﬂ(t)
h=0 h=0

Par I'hypothese (A —5), on a:

m—2
(2.31) 7w gy < Cs Y Il DFw g nae)
h=0
Soit
m—2
(2.32) Ms(t) = > | D w o noq
h=0

Ainsi par de 2.30 & 2.32, nous avons

t t
(2.33) M;(t) < 30201/ | rw [|oeqds < 3C10203/ Ms(s)ds
0 0
Posons N3 = supo<i<7M3(t) et 3C1C2C3 = C, nous avons

(2.34) Ms(t) < C / " My(s)ds < CNt
0
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Ainsi M3(t) < CN3(t). Par ref2.32, nous avons

t t2

(2.35) Ms(t) < C/ CN3sds < CQNg,E

O .

En général pour tout j arbitraire;j > 1, nous avons
o
(2.36) M;(t) < CJNg,—'
4!

Ainsi M3(t) =0= w =0

Ceci compléte la preuve du Théoréme.
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