CHAPITRE I

RESEAUX DANS LES ESPACES LINEAIRES A SEMI-NORMES

On introduit dans ce chapitre les réseaux de type @. On en donne quelques exemples
simples et on examine leurs propriétés de permanence.

1. Espaces linéaires a semi-normes

Dans I’ensemble du travail, nous nous plagons dans le cadre des espaces linéasres
& semi-normes, ou espaces vectoriels topologiques localement convexes séparés. L’étude
autonome de ces espaces & partir de leur systéme de semi-normes peut étre trouvée
dans [17]. Le lecteur qui adopte le point de vue des espaces topologiques généraux
trouvera dans les définitions qui suivent le raccord avec les notions topologiques
usuelles.

DiriniTions. — Nous appelons espace linéaire & semi-normes un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé. Nous caractérisons sa topologie par un
systéme de semi-normes, ¢’est-a-dire un ensemble filtrant et séparant de semi-normes.

Chaque fois que nous considérons un espace linéaire & semi-normes, nous le
supposons muni dun tel systéme.

La comparaison des topologies d’un espace s’exprime simplement en termes
d’inégalités, au moyen des systémes de semi-normes associés : si f,,, est la topologie
associée & {p}, on dit que {p} est plus fort que {q} dans E et on note {p} > {q}
si fy,, est plus fin que t,.

On a {p} = {q} i et seulement si, & tout q € {q}, il correspond C > 0 et pe {p}
tels que

q(f) < Cp(f), Vie E.

En outre {p} est plus faible que {q} dans E si {q} = {p} et {p} est équivalent &
{g} dans B si {p} = {g} = {p}.

Si p est une semi-norme dans E, on appelle semi-boule ouverte (resp. fermée)
de centre f € B, de rayon r > 0 et de semi-norme p 'ensemble

o) = {ge B p(f—g) < (vesp. <)}
Quand 7 = 0, on emploie la notation by(r) pour b,(0, ).
Les semi-boules bp(0,7), p € {p}, » > 0, constituent une base de voisinages
de 0 dans E pour la topologie ;.
Quand on parlera de semi-normes ow de semi-boules dans E, il s'agira, sauf men-
tion ewplicite, de semi-normes et de sems-boules relatives aw systéme de semi-normes

fivé dans E.

Pour les diverses autres notions dont on fera usage dans ce travail, nous suivons
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la terminologie généralement admise. Pour prévenir toute confusion, nous les pré-
ciserons chaque fois que ce sera utile.

Signalons dés & présent que nous appelons sg-complet ou complet pour les suites
un ensemble e dont les suites de Cauchy convergent vers un élément de e. Un
ensemble est dit sg-fermé ou fermé pour les suites s’il contient les limites de ses suites
convergentes dans E. Ainsi, tout ensemble sg-complet est sg-fermé.

2. Réseaux de type %

Dirinirions, — Soit E un espace lindaire & semi-normes. On appelle réseau
de E et on désigne par # une famille d’ensembles de E,

enl,...,nk, ]C, N1y veey N € IN)

caractérisés par un nombre fini variable d’indices entiers positifs, tels que

o
E = U en
1
=1
et
o3
en eyt = Y Cn . ngs
1 Pp—y =1 R

quels que soient & > 1 et ny, ..., ng—1 € N.

On dit que le résean Z est fermé, absolument convexe, ..., si les différents ensem-
bles qui le constituent sont fermés, absolument convexes, ... .

Il est immédiat que

6”1’“"”10—1 c eny,....my

quels que soient £ > 1, 7y, ..., np € N.

S’1l existe dans E une famille d’ensembles e/

ng tels que

Nyyeees
N ’
E= U e,
Ny=1 1
et
’ © '
eniwwnk*]‘c?%k:l en],---a”]p

quels que soient k > 1 et ng, ..., ng—1 € N, on en déduit sans peine un réseau, constitué
par les ensembles

’ ! ’
€nyyiny = €ny N €npomg () oo O €y

Un réseau # de E est de type € s'il satisfait & la condition suivante.

Pour toute suite d’indices ng, ke, il existe une suite de A; > 0 tels que,
quels que soient fkeeﬂ],,,_,nk et wx e [0, Ax), la série

i (Jalcflc

k=1

converge dans E.
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Cette condition sera mentionnée plus loin sous le nom de condition (%)

La suite g, ke N, sera appelée « suite associée auw ny dans % »
Enfin, quand on parlera d’une suite d’ensembles de %, on entendra toujours

une suite €y, kelN.
On peut souvent substituer & la condition % une condition plus simple & vérifier.

LeMME. — 8¢ B est absolument convewe, borné et sq-complet, pour toute suite

fn €B et toute suite de nombres cp € C tels que

z]on}<oo,

la série
o

converge dans E
La suite des sommes partielles > cufn est de Cauchy, car, pour toute semi-
n=1

norme p,
8 S

QJ(ZCnfn / lcnlpfn

n=r

n=
.,
Z en | sup p(f) >0

si inf (7, 8)— co.
Or, si
ow

N,
Z Cnfn € ¢B, VN,

n=1

comme B est absolument convexe, on a

ol ¢B est sg-complet, d’olt la convergence de la série
ProrosITION 1. — Un réseau X de B est de type € st, pour toute swite ny, ke N

1l existe A, > 0 tels que, quels que soient fy € €y, s la suite hify sott contenue dans

un borné absolument convexe et sq-complet de E
En particulier, st B est sq-complet, il suffit que cette suite soit bornée
1oy et Wi € [O» )\;c]y

De fait, si on pose Aj, = 27%)g, quels que soient frp€e,

on a
wife = cxhifrs
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avec

w0
—-
I Cr i < O,
k=1
o
3 A ) I
d’ott, vu le lemme, la série Z Wifx converge.
k=1
Si E est sg-complet et si la suite Axfy est bornée, on note qu’elle est contenue
dans son enveloppe absolument convexe fermée, qui est sq-compléte.

Voici encore quelques résultats utiles.

Prorosrrion 2. — 8¢ X est un réseau de type € dans B, on peut lui associer
un réseau B’ de type €, formé d’ensembles efnl,_..,nk radiauz, c’est-a-dire tels que

7\621,1,...,11,6 Cep,omy VAE[O, 1],

121)‘

Il suffit de substituer aux en,.. les ensembles

.,nk

’

Chprrngy = U Aep . inp.
1° k o<l 1"k

En effet, on a

et

[vel
€ U 7\6711,‘..,9%

7
Npreens My U
vt 001 ng=1

«© !

U en yerey e
np=1 1 k
quels que soient £ > 1 et ng, ..., ng—1 € N.

De plus, si, quand fkeenl,,,_,nk et 0 < pr << Mg, la série Zp.kfk converge,

k=1
c’est encore vrai quand on substitue aux €ny,..my 168 e;ll,,,,,nk, car fkee;,l,,,_m,k

s’éerit vygy, avec vy € [0, 1] et g € €y, g d’olt prfr = (Lave)gx, avee wpvg € [0, Ax]
et grp€ enl,“.,nk'

ProrosiTion 3. — Si # est un réseau de type € dans B, on peut lui associer
un réseau

’
P — {enpmﬂ% tkyng, ., np e NG,

de type € et tel que toul ensemble e absorbé par une suite d’ensembles de X soit contenu
dans une swite d’ensembles de R'. Aubrement dit, s'il existe vy > 0 et ny € N tels que

€ CVEen . mpp VkeN,
1l ewiste ny, €N tels que

7
eCenl,..,nf VEEN.

16



Vu la proposition précédente, on peut supposer que & est formé d’ensembles
radiaux.

Le réseau %' est alors constitué de la fagon suivante.

On appelle ¢,/ les ensembles

mien , M1, M1 € N,

renumérotés avec un seul indice n; € N.

Les e;,l/,n; g’obtiennent en renumérotant avec un seul indice n, les ensembles

mien, N Men,nys M2, T € N,

ot (ma1, n1) est le couple d’indices associé a 7.

De méme, quel que soit k, les e;li yerym, SODG les ensembles

e N MEeny,...,ng My Mk € N,

!y ’
NyseesPfp—g
. . . A ! 7

ou nq, ..., ni—1 sont les indices correspondant & ny, ..., %31

Les ensembles e;ﬂv-':“% constituent visiblement un réseau de E.

Vérifions que ce réseau est de type %.

TFixons une suite n}, &€ N et notons (myg, ng) les couples d’indices correspon-
dant aux ny.

Comme % est de type €, aux ny correspondent 2y tels que

oo
fx € €onyseni g —*
= > prfr converge.
0 pr < e ot
=

On pose alors Aj, = Ag/myp. Comme visiblement
’
€y © MkERy,.y s VkeNN,
on a

fr€enl,..nf 2
1 ) = 3 urfr converge.
o< <M &
Enfin, soit e tel que
eC Vkenl""’nk’ V]c € N.

Fixons mye N tel que vi < my. Comme les €y, sont radiaux, on a alors
k
eC N Mien,...,np VEkeN,
i=1

ott les ensembles du second membre forment une suite e;wiw-»nfc de Z'.

PROPOSITION 4. — Supposons & de type €. Pour toute suite ny fivée, il existe
une suite de nombres Ay tels que, quels que soient p€ {p} et e > 0,

}\Icenl,...,nk C by(e)

pour k assez grand.
Prenons pour A; la suite associée aux ny dans Z. Elle répond a la question.

17



En effet, si ce n’est pas le cas pour p et ¢, il existe une suite fr;» avec k; f oo,
telle que

fki € enl""’nk‘ et )\Icifki ¢ bp(E)

Si k £ k; quel que soit 4, choisissons f; arbitrairement dans €,y et posons
pr = 0. Pour & = k;, posons iy = iy
Vu la définition du réseau, la série

Vs

[

N

oed
B=1

converge dans B, donc son terme général tend vers 0 et, en particulier, A, i, € bp(e)
dés que ¢ est assez grand, ce qui est absurde.

3. Exemples

Les espaces usuels de I'analyse fonctionnelle admettent un réseau de type %.
Avant d’en donner des exemples, précisons quelques définitions.

DirmNiTions. — Si le systéme de semi-normes de E est dénombrable, on dit
Y )

que E est & semi-normes dénombrables. Il revient au méme de dire qu’il est métrisable.

On peut alors supposer que ses semi-normes sont croissantes :

nf) <pef) < ..., Vie E.

Les semi-boules by, (1/n) forment alors une suite fondamentale de voisinages de 0.
Un espace & semi-normes dénombrables et sg-complet est un espace de Fréchet.
Soit T une fonctionnelle linéaire dans E. Elle est continue s’il existe p e {p}
et C > 0 tels que
RIGEES VieE.

Cela. revient & dire qu’elle est continue par rappmt a la topologie f,,. Elle est
sq-continue si C(fm)— T(f) quand fp,— f dans E.

Un ensemble .o/ de fonctionnelles lindaires dans E est équicontinu s'il existe
pe{p} et C > 0 tels que

sup | T(f) | < Cp(f), Vi€ E.
Tes/

Le dual de E est ’ensemble des fonctionnelles lindaires continues dans E. On
le note BE*. On y définit des systémes de semi-normes de la maniére suivante.

Soit # un ensemble de bornés de E tel que
— quels que soient NelN et By, ..., By €%, il existe BEF ot C > 0 tels que
B;, ..., Bxc CB.
— E= U B

Bes#

Les expressions

sup | T(f) |, Be &#,
feB
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constituent un systéme de semi-normes de E*. On note Eg I'espace E* muni de ce
systéme de semi-normes. Voici les exemples usuels d’ensembles # et les notations
correspondantes pour Ej :

— E! : & = {ensembles finis de E}.

— Bj : & = {bornés de E}.

— E;, : & = {précompacts de E}.

— B; : % = {compacts de E}.

— Ei, : # = {compacts absolument convexes de E}.

— E! . % = {compacts faibles absolument convexes de E}.

Soient E et F deux espaces linéaires munis respectivement des systémes de
semi-normes {p} et {q} et soit T un opérateur linéaire de B dans F.

L’opérateur T est continu si, & toute semi-norme ¢ de F, il correspond une
semi-norme p de E et une constante positive C telles que

q(Tf) < Cp(f), Vi e E.

11 est sq-continu si Tfyp— Tf dans F quand fp— f dans E.

Un ensemble 4 d’opérateurs linéaires de E dans F est éguicontinu si, pour tout
g€ {q}, il existe pe {p} et C > 0 tels que

sup ¢(Tf) < Cp(f), Vi € E.
Te#

L’ensemble des opérateurs linéaires continus de E dans I est un espace linéaire,
noté Z(E, F). On y définit des systémes de semi-normes de la méme maniere que
dans E* : soit & la famille de bornés de E considérée ci-dessus. Les expressions

sup ¢(Tf),

feB
ot B parcourt # et ¢ I’ensemble {g} des semi-normes de F, constituent un systéme
de semi-normes de .Z(E, F). Muni de ces semi-normes, il est noté & (E, F).

Par analogie avec les conventions relatives & Ej, & %, ensemble des ensembles
finis de B, correspond Z(E, F); & &, ensemble des bornés de E, correspond
ZL(E, F) ; ete.

ExeMPLE 1. — Tout espace de Fréchet admet un réseau de type €.
Soit {pn : neN}, le systéme de semi-normes de E. Considérons les ensembles
Cnyyenngy = bpl(nl) N...N bpk(nk), k, ny, ..., np € N.

Ils constituent visiblement un réseau de B. De plus, pour toute suite ny fixée,
[re]

si 0 < pr << 1/(2%ng) et si fkeenl,,,,,nk, la série zpk/‘k est absolument conver-

gente, done convergente dans I.

ExEMPLE 2. — §i E est & semi-normes dénombrables et F de Fréchet, & (B, F)
admet un réseau de type € quel que sott F .

On en déduit immédiatement le

COROLLATRE. — Si B est & semi-normes dénombrables, By admet un résean de
type € quel que soit F .
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Soient E et F munis respectivement des systémes de semi-normes {p; : 7 €N}
et {g;:j€ N}, ot I'on peut supposer que p;(f) < pia(f) pour tout ¢ et tout fe K.
Posons

ef) = {Te L(E, F) : qx(Tf) < n palf), Vi€ B}
Les ensembles

=eVn .. .Nne® kong, ..., npeN,

€nyyany = Epy o
constituent un réseau de Z(E, F) car, si T est continu de E dans F, pour tout £,
il existe nx tel que T € eff).

Soit ng, k€N, une suite fixée arbitrairement.
Si TkEenl,..‘,nk pour tout k€N, la suite Ty est équicontinue.
En effet, soit ko fixé. On a, pour tout k > ky,

Tlcf N pnk (1), Vi € E.
De plus, pour k < ko, il existe C; > 0 et vy €N tels que
9x,(Tar) < Capoy (1), Vi€ E.
Il existe alors C et p tels que

Olpvl(f), cees Ck‘o'lpvko..l(f)’ nkopko(f) < C p(f)’ Vf € E;

done tels que
£ (TH)) < Cp(), V/ € E, VkeN.
Or tout ensemble équicontinu de la forme
{Te Z(E, F): (T < Cipy(f), Vi€ E, Vi}
est absolument convexe et sg-complet dans ¥ 4(E, F), ol la conclusion, par la
proposition 1, p. 15.

ReEMARQUE. — Dans le corollaire, pour obtenir la forme explicite du réseau
de By, il suffit, dans ce qui précede, de remplacer g(Tf) par | T(f) |. En fait, le
résultat obtenu est inutilement compliqué et le réseau suivant est de type ¢ dans B} :

en, = {TeBL:|TH|< nipy, (), Vi€ E}, meN,

en = en,, E>1,m,...,npeN.

10y

ExempLe 3. — Si E est limite inductive d’une suite d’espaces & semi-normes
dénombrables By, B admet wn réseau de type € quel que soit F .
Soit {p{? : m e N} le systéme de semi-normes de chaque E;. Posons

ef) = {TeB*: | Tf) | < npf), Vie B}
Les ensembles
3721’“_’:)2]{: = 65211)(-\ oo nl)k My, ovey ’nke"\],

constituent visiblement un réseaun de E3.
Montrons que ce réseau est de type %. Il suffit pour cela de prouver que, pour
toute suite ny, k€N, fixée, si Ty € €y, la suite Ty est équicontinue. En effet,
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son enveloppe absolument convexe est alors sg-compléte dans E3 et on conclut
par la proposition 1, p. 15.

Pour que I’ensemble des Ty soit équicontinu dans E, il suffit qu’il le soit dans
chaque E;. Or, pour k > 4, les Ty, sont équicontinus dans E;. De méme, {T, ..., Ti1}s
ensemble fini, y est équicontinu. D’oll la conclusion.

ExeMPLE 4. — Si E est sq-complet et s1l est souslinien ou K-souslinien, il admet
un résean de type €.
Supposons d’abord E souslinien (cf. p. 100). Il admet alors un réseau

B — {87"1""!“76 vk, mq, ..., g € [N},

tel que, pour toute suite 7y fixée, si fy€ 2T fr converge vers une limite qui
ne dépend que des ny. Cette suite f est donc bornée et on conclut par la proposi-
tion 1, p. 15.

Supposons & présent E K-souslinien.

Cela signifie (¢f. Martineau [32] ou [33]), qu’il existe un espace Ko souslinien
(qui n’est pas nécessairement un espace vectoriel topologique) et une application ¢
définie de Eg dans I’ensemble des compacts de E, tels que

E= U o)

feB,

et que, pour tout fo € Ko, tout p € {p} et tout ¢ > 0, il existe un voisinage V de fo
tel que

1€V = o) C o(fo) + by(e).

On vérifie aisément que I'image par ¢ d’'une suite convergente de Eq est bornée
dans E.
En effet, soit f,— fo. Pour n assez grand, soit n > ng, on a f eV, d’ott

O alfwc O slf) U o) + bylel] < botr)

n
pour 7 assez grand.

Soit

R = {6”1:---”% sk, ma, ., e NG
le crible de Eq (cf. p. 100).

Les ensembles o(en,...,nz) forment un réseau de E, puisque

E = o(Eo) = Ul (P(enl)~

Ny=

De plus, pour toute suite ny fixée, si gx € ‘P(e”yw"k)’ il existe fi € €ny,en tel
que g € o(fx). La suite f; converge dans Eg, donc son image par ¢ est bornée. De
14, la suite gy est bornée et on conclut par la proposition 1, p. 15.

REMARQUE. — La liste d’exemples donnée ici est loin d’étre exhaustive et vise
seulement 3 illustrer, dans quelques cas essentiels, la notion de réseau. Les propriétés
de permanence permettent d’en déduire un certain nombre d’autres. En outre, le
cas des espaces d’opérateurs et des produits tensoriels est étudié en détails au
chapitre IV.
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UN CONTRE-EXEMPLE. — En utilisant Paxiome de Zorn et en recourant antici-
pativement au théoreme du graphe fermé, on peut donner un exemple d’espace
& semi-normes dénombrables qui n’admet pas de réseau de type %.

Soit E un espace de Fréchet et soit T une fonctionnelle linéaire non continue
dans E. On peut affirmer Iexistence d'une telle fonctionnelle en s’appuyant sur
Vaxiome de Zorn.

En effet, on sait alors qu'’il existe une base de Hamel f,, « € .#, de E. Si {pi:ieN}
désigne le systéme de semi-normes de E, on définit T par

Clfoy) = 7 [1 + pilfa,)],
pour une suite fixée «; d’indices o, et
C(f oc) =0

sl o 7% oy, pour tout 4.
Considérons les expressions

2u(f) = sup (pr(h), | T(f) |), ke N.

Il est immédiat que ce sont des semi-normes. Elles sont filtrantes : si les semi-
normes py, sont croissantes, les pj, le sont aussi. Enfin,

{pr:keN} = {pr:keN}.
L’opérateur identité J de E{”k} dans E“’i} est & graphe fermé, puisque son
inverse est continu.
Si Eg,/, admettait un réseau de type %, comme E{pk} est de Fréchet, vu le
théoréme 1, p. 28, J serait continu et, dés lors, T serait continu dans E”’k}’ ce qui
est absurde.

4. Propriétés de permanence

La propriété d’avoir un réseau de type & est stable pour les opérations usuelles
entre espaces.

Examinons d’abord les opérations sur un seul espace.
Dirrnirrons. — Nous désignons par Ej l'espace E muni du systéme de semi-

\

normes associé & ses ensembles absolument convexes fermés et bornivores.

L’espace E est évaluable si les systémes de semi-normes de E et de E; sont
équivalents, done si tout tonneau bornivore de E est d’intérieur non vide.

L’espace E, désigne E muni du systéme de semi-normes affaiblies
sup | Ty(f) [,
SN

ou NeN, Cy, ..., Txe E*,

L’espace E est & semi-normes représentables si toute semi-boule fermée b,(),
p€{p}, r > 0, est fermée dans E,. Si on utilise ’axiome de Zorn, on sait qu’il en
est toujours ainsi. Si on le rejette, on doit le vérifier, ce qui, dans les espaces usuels,
ne présente aucune difficulté.

L’espace B est séparable par semi-norme si, pour tout p € {p}, il contient un
ensemble dénombrable D tel que, pour tout feE, il existe fn,eD tel que
P(f — fm)— 0.
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L’espace I, est toujours séparable par semi-norme.

En outre, [si E est séparable par semi-norme], tout ensemble fermé et absolu-
ment convexe dans E est fermé dans B, et, en particulier, E est & semi-normes
représentables.

Ainsi, [si E est séparable par semi-norme], on a Ey = (Eg)7.

En effet, par le théoréme de Mackey, tout ensemble borné dans E, est borné
dans B, donc dans Ej.

TakoREME 1. — Supposons que B admette un résean de type €,
R = {enl,‘_,,nk ckymg, ..., npe NG
a) St L est un sous-espace lindaire sq-fermé de E,
K1, = {e”r“-’”lc NL:k n, ..., 0 elN}
est de type € dans L munt du systéme de semi-normes induit par E.
b) 87 T est sq-continu de E dans F,
TA = {Tenl,m,n,c tkyma, .., e NG
est de type € dans TE muni du systeme de semi-normes induit par F.
c) X est de type € dans Ej.

Signalons immédiatement les principaux corollaires.

CoroLLARE 1. — 8@ {p} < {q} dans B, tout réseau de type € dans B, est de
type € dans E,,.

CoroLLATRE 2. — 81 E admet un réseaw de type €, tout quotient séparé de E
admet un réseau de type .

CorOLLATRE 3. — Tout réseau de type € dans By est de type €

— dans E [si E est a semi-normes représentables],

— dans Ej [si E est o semi-normes représentables].

CorOLLAIRE 4. — St B est tonnelé, quel que soit F,
— tout véseau de type € dans Ej est de type € dans B,
— tout résean de type € dans Fs(B, F) est de type € dans L 4(E, F).

En effet, tout ensemble borné dans E; (resp. dans Z5(E, F)) est équicontinu,
donc borné dans E% (resp. dans & 4 (E, F)) et les semi-boules fermées relatives aux
semi-normes

sup | T(f) | (resp. sup ¢(Tf))
feB feB
sont visiblement fermées dans E; (resp. Z5(E, T)).

Démonstration dw théoréme 1. — Les points a) et b) sont immédiats.
Passons a c).
Soit ng, ke N, une suite fixée et soit Ay la suite qui lui correspond dans Z.

23



Si A, = 2-%), prouvons que la série Z&kak converge dans Ej, quels que

k=1
soient pr € [0, 1] eb fx € en . mye

On sait que cette série converge dans E. Soit f sa limite.
La série converge aussi vers f dans Kj. De fait, comme
=]
N 2y,
kl'k
L,
k=1
converge dans E, la suite 2%uzf; est bornée dans E. Elle est alors bornée dans Ej.
De 1a, pour toute semi-norme 7 de Ey,

s
i (} pafe) < Z 27k sup m(2Mupfm) <
Be==r

n.
k=7

pour r, s > N(g). Comme br(c) = {f : =(f) < e} est fermé dans E, en passant & la
limite sur s, il vient

1

(> wile— 1) = Tc(z pafe) <

k=1 k=r

X
d’ott S\ urfr converge vers f dans Ej.

i1

Passons aux opérations portant sur une suite d’espaces.

THEOREME 2. — St B est Punion d’une sutte d’espaces, images par des opérateurs
sq-continus d’espaces & réseau de type €, B admel un réseau de type €.

Soit B = 6 Epn. Vu le théoréme 1, b), chaque E, est muni d’un réseau de
t,ype (g, n=1
= {ef . u, 1 kom, o mpeNY
L’espace B admet lui-méme un réseau Z, formé des ensembles
en, = Enl, n1 €N,
et
en g = 512,‘)”_, g E>1, N1, ..., N €N

Ce réseau est visiblement de type %, puisque les séries considérées dans # ne
différent de celles considérées dans les %, que par addition d’un élément.

COROLLATRE. — Toute limite tnductive dénombrable d’espaces & réseaw de type €
admet un réseau de type €.

TatorEME 3. — Sotent E, une sutte d’espaces emboités en décroissant et tels
que, pour tout n, Uopérateur identité de Eypqq dans By soit sq-continu.
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Si chaque B, admet wn résean de type €, la limvite projective des By, admet un
réseau de type €. :

Rappelons que, si chaque Ej est muni d’un systéme de semi-normes &,, on
définit un systéme de semi-normes de la limite projective E des B, en restreignant
3 T les semi-normes des différents &, et en filtrant les semi-normes obtenues. On
voit immédiatement quune suite f, tend vers f dans B si elle tend vers { dans
chaque I,.

Soit

Rn = {V g 1y B € N}

un réseau de type ¥ dans chaque .
Considérons les ensembles

5’7,1 =N E nmeN,
puis les ensembles

“ (1 2 '
Enyynyn)) = €5 w0 e2 N E, n1, ne, np €N,
\ 7 ! : 3 e
ol on renumérote les couples (ng, ny) avec un seul indice parcourant N, puis

. 1 PA 3 I ’ "
g)nl,(nz,nl'),('nyné,n;) = 651,1), s, g N e'z(z;),n; M 6514), n1, N2, N3, MNq, Mg, N1 € N,

ot on numérote (ng, ng, ny) avec un seul indice parcourant N, et ainsi de suite.
Cles ensembles constituent visiblement un réseau # de E.
Démontrons que % est de type € dans E.
Soient ny, (n2, n), (23, ng, n7), ... fixés. Aux ng correspondent A, > 0 tels que,
N

si freelV . et 0 < pr << My Z wifr converge dans Ep. De méme, aux N} COT-

by e 1Y
k=1

wifr converge dans Ko,

e

respondent 1}, > 0 tels que, si free . et0 < pgp < A,
k

"
-t

et ainsi de suite.
Posons alors
Vi1 = 7\1, Vg — inf (7\2, 7\1), Vg = inf (7\3, 7\&, 7\’1), cee s
X
Si heé’nl, fgeoﬁnl,(nz,ni), w.oebosi 0 < g K vg, la suite ZWJ}C converge

'n,_—l N k=1
dans B, quel que soit n, car > pifr € Bc By et Z pifr converge dans K.
I.:‘l k=n
Soit /) sa limite dans ehl?que E,. Comme lopérateur identité de Eyi1 dans B,
est sg-continu, pour tout =, Z wifr converge dans K, a la fois vers fm et flutb),

k=1
dott f0) = f(e+1) i f est la valeur commune des f®, on a

@
fe n E, =1
n=1
N
et Z wrfr tend vers f dans E, d’ot la conclusion.
k=1



REMARQUE. — On notera qu’au lieu de supposer que l'opérateur identité de
En+ dans By, soit sg-continu, il suffit de le supposer & graphe sg-fermsé.

En effet, cela suffit pour que

N

S wfi— f® dans E,
A:l

N

z wifi— 1) dans By
k=1

= f(n) — f(n+1).

TrkoriME 4. — Tout produit dénombrable d’espaces & réseau de type € admet
un réseau de type €.

Soient K, les espaces et
Rn = {e? . w bom, .., np € N}

un réseau de type ¥ dans chacun d’eux.
Les ensembles

(g’nl = 35111) X Eg X B3 X ...,meN,

2 ’
Enyyngny = e, X eR X By X ..., m1, mg, nj €N,

ol (ng, ny) sont numérotés par un seul indice parcourant N,
— (1 2) 3) ’ ron
@ﬂnl,(ﬂzyﬂ{),(ﬂy?lé,ﬁ/{) = 6§11),712,713 X e%{,né X ‘35:,‘ X By X oym, N2, 13, Ny, Ny, N1 € N,
ol (mg, ny, n7) sont numérotés par un seul indice parcourant N, et ainsi de suite,
constituent visiblement un réseau Z de

E:ﬁEﬂ.

n=1

Démontrons que # est de type %.
Soient n1, (ng, ny), (ng, ng, 7}), ... fixés. Il existe A > 0 tels que, si 0 < pp < Mg

fve]
o
et /e el L 1 série Z piftD converge dans Ey. Il existe aussi Aj > 0 tels

Ny
k=1
[ee]

ue i 0 < pp < Apetsi fPee® #/\? converge dans Es, et ainsi de suite.
q XUk X A k (TN Wrl g g
F=1
Soient alors

V1 = A, Ve = Inf (g, A7), v = inf (Ag, Ay, ), ... .
Si 0 < pp < vi et si

fk = (f%:l)’ f;Q), ) e éanl,(nz,ni),...,(nk,n’_1,...),
la série f

Z chflc
k=1

el
converge dans E puisque chaque série > pif/) converge dans E;.
k=1
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COROLLATRE. — Toute somme directe dénombrable d’espaces & réseau de type €
admet un réseau de type F. :

n
11 suffit de noter que c’est la limite inductive des produits finis H E;,nelN,

i=1
des espaces E; considérés et d’appliquer le théoréme 4 et le corollaire du théoreme 2,
p. 24.





