CHAPITRE II

THEOREMES DU GRAPHE FERME
DANS LES ESPACES A RESEAU

On développe dans ce chapitre les améliorations que la notion de réseau de type €
permet d’apporter au théoréme du graphe fermé et aux théorémes analogues (théoréme
de l'opérateur ouvert, ...). L’introduction des relations linéaires fournit un essai d’unifi-
cation des divers résultats obtenus. Enfin, on examine quelques variantes de la définition
des réseaux et on établit les théorémes qui leur correspondent.

Théorémes du graphe fermé

Rappelons quelques définitions et quelques faits élémentaires utilisés plus loin.

DiriniTIONs. — Un ensemble e Cc E est maigre dans E il est contenu dans
une union dénombrable de fermés d’intérieur vide dans E.
11 est immédiat que toute union dénombrable d’ensembles maigres est maigre.

o0

Done, si U ey n'est pas maigre, un des e, n’est pas maigre.

n=1

Si e n’est pas maigre, Uintériewr de & n’est pas vide.

En effet, e est contenu dans le fermé é.

L’espace E est de Buire si tout ouvert non vide de E est non maigre.

On sait que tout espace de Fréchet est de Baire.

L’espace E est bornologique si tout ensemble absolument convexe bornivore
de E est d’intérieur non vide. Il est wltrabornologique $’il est limite inductive d’une
famille d’espaces de Banach. Notons que fout espace bornologique sq-complet est
ultrabornologique.

Soit d’autre part T un opérateur linéaire de E dans F. On a défini p. 19 sa con-
tinuité. 11 est ouvert si, pour tout ouvert o de E, Tw est ouvert dans F. Kividemment,
on a alors TE = F. C’est un homomorphisme s’il est & la fois continu et ouvert.
Enfin, on désignera par %(T) le graphe de T.

Passons maintenant aux théorémes annoncés.

TrREOREME 1. — Si E est de Fréchet et si F admet un réseau de type €, tout opérateur
linéaire & graphe sq-fermé de B dans F est continu.

COROLLAIRE 1. — Si E est wltrabornologique et si B admet un résean de type €,
tout opératewr linéaive & graphe sq-fermé de E dans F est continu.

Le corollaire se déduit facilement du théoreme : si E est limite inductive des
espaces de Banach E,, pour que T soit continu de E dans F, il suffit que sa restriction
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T, & chaque E, soit continue de E, dans F. Or il est trivial que T, est & graphe
sq-fermé dans E, x F, donc il vérifie le théoréme 1.

COROLLAIRE 2. — Si B est ultrabornologique et si F admet un réseau de type %,
tout opératewr T continu de F sur B est un homomorphisme.

Soit N(T) = {f e F: Tf = 0} le noyau de T. Il est fermé dans F, donc F/N(T)
est séparé et admet un résean de type €. Si T est opérateur de F/N(T) sur E déduit
de T, T est continu, done & graphe sg-fermé. Dés lors, T-1 est aussi & graphe sq-fermé
et, par le corollaire 1, il est continu.

REMARQUES. — a) Ces deux corollaires constituent, du point de vue des appli-
cations, les résultats essentiels de ce chapitre.

b) Une condition usuelle pour que E soit ultrabornologique est qu’il soit borno-
logique et sg-complet.

Dans ce cas, on peut donner des corollaires une démonstration élémentaire en
ce sens qu'elle évite le concept de limite inductive. En effet, si B est bornologique,
pour que T soit continu de E dans F, il suffit que, pour toute suite bornée {f, : n € N},
I’ensemble {Tf,:n €N} soit borné dans F.

Soient B Ienveloppe absolument convexe fermée de la suite et Eg I'enveloppe
linéaire de B normée par la morme associée & B. Comme E est sqg-complet, B est
sg-complet et Ep est de Banach. Or, si le graphe de T est sq-fermé dans B x F,
le graphe de sa restriction & Eg est sg-fermé dans Ep X F. Done, par le théoréme 1,
la restriction de T & Eg est continue de Ep dans F et {Tf, : n € N} est borné dans F,
ce qui prouve le corollaire 1.

La démonstration du corollaire 2 reste inchangée.

Démonstration du théoréme 1. — Soit T lindaire et & graphe sg-fermé de E dans F
et soit

AR = {enl,._,,n,c ck,ma, ..., npe NG

un réseau de type € de F.
Comme E = T F, on a visiblement

o0
E=uU T._lenl.

ny=1

De plus, quels que soient k > 1, ny, ..., np-1€ N,

o
= U T_le"p“'»"']c'

T—lewl,
np=1

...,nk,_l

Comme E est de Baire, on peut choisir #; tel que T_je, ne soit pas maigre
) 1 q 1€n, s
puis, pour cet m1, on peut choisir ng tel que T~18n1,n2 ne soit pas maigre et ainsi
de suite.
Soit n; la suite ainsi déterminée.
Soit £ une semi-boule fermée centrée en 0 dans F. Pour tout k,

@
Ten,on, C Y Toalea ..,y O mPB),
1 k m=1 1 k

donc il existe my tel que
T~1(eoz1,...,nk N mP)

ne soit pas maigre.
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Aux nyg, associons Az > 0 tels que toute série de la forme

Wkdx Jr € eny,esmpp 0L Lk < Mg

[\/Js

B
il
-

converge dans F. Soient alors vi € [0, Az] tels que

Z vEME X €,

=1
ol & > 0 est fixé arbitrairement.
Les ensembles

€ = viTaleny,....np N M) = T [(Vien,,...,np,) O (vim))

ne sont pas maigres. Leur adhérence contient donc un point intérieur : &5 > fr + br,
ol by est une semi-boule de B, de centre 0.

On peut sans restriction supposer que f; € &. De fait, comme f; € &, on a
1
et, si f;, appartient & cette intersection,
' 1 ©
i+ 5 by C &%.

De plus, si on désigne par py, k€N, les semi-normes de E, on peut supposer
que by C by, (1/k) pour tout k, de sorte que, si gg € by pour tout &, on a gg— 0 dans E.

Soit done
Erote + br,
ou fr€ &k et by C by, (1/k) pour tout k.

Démontrons que

T8 c (1 + 26) TP

el JRS—
Comme B = U mT 4B, T_1f n’est pas maigre et T_4f contient une semi-boule b
m=1
de centre 0 dans E. On aura donc ainsi établi que T est continu,

Soit feT:E. 11 existe g, € T4f, tel que f— g1 € &1. On a done
peTap; f—gqieb; f—g + heér
Il existe alors go € &1 tel que f— g1 + f1 — ga € by, ot

goe€&1; f—gr1+ h—gac€be; f—g+h—gs + fr€ba

De proche en proche, on détermine ainsi une suite gy telle que

k k—1 I k
g€ ra: [— > gi + ZfiEblc; f— g+ Zfink-
i=1 i=1 i=1 i=1
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Par construction, on a
T e Vilny

pour tout ¢, done

%
Z Tt

converge dans F. De méme
Tg; € Vi-1€ny, . ny_y

pour tout ¢ > 1, d’olt

i Tg,
i=1

converge également dans F. Enfin, on a
TereB; Tgi€viamiaP, Vi > 15 TfievemP, Vi > 1

d’oli, comme on a supposé {3 fermé,

k—1

k
ST TTfﬁge (1 4 2)p.
Lo
i=1 z:l
k B—1
Vu le choix des by, z gi — 3\ fi converge vers [ dans B, d’ot, comme T
i=1 =
est a graphe sg-fermé, L "
® —1
2,06 > h=
i=1 i=1
k B— = Ti=y
ng Tfi—g
i=1

Il en résulte que Tf e (1 + 2)B et fe (1 + 2e)T4f, ce qu’il fallait démontrer.

REMARQUE. — Si on suppose que les ensembles qui constituent le réseau de I
sont absolument convexes, ce qui est toujours le cas en pratique, la démonstration
se simplifie de fagon importante et se réduit, & des variantes mineures pres, & la
démonstration de la proposition 4, p. 44, dans le cas des réseaux de type &

L’hypothése que E soit de Fréchet a été utilisée de deux maniéres : on a utilisé
le fait qu’il est alors de Baire, puis le fait qu’il est & semi-normes dénombrables.

On peut éviter cette derniére hypotheése et on est conduit au théoréme suivant.

TakorREME 2. — Soit T un opératewr linéaire défini d’une partie de E dans F,
D(T) son ensemble de définition.

Si D(T) west pas maigre dans B et si T est & graphe fermé et F & résean de type F,
alors D(T) = E et T est continu.
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Si B est & semi-normes dénombrables, il suffit méme que le graphe de T soit sq-fermé
aw liew d’étre fermé.

Ainsi, on voit que 'hypothése sur le graphe de T est lié au caractére dénombrable
ou non des semi-normes de E.

On procéde comme dans la démonstration précédente.

Iei, si
R = {e”lv-w’% ik, ma, ., np e NG
désigne encore un réseau de type € dans F, on a
«©
D(T) = U Taeq,
ny=1

d’oti, comme Z(T) n’est pas maigre, un des T_je, n’est pas maigre. On peut done
de nouveau déterminer une suite de 7y tels que les T_lenl,,,,,n 5 e soient pas maigres,
puis, si  est une semi-boule fermée de centre 0 dans F, des my tels que

Tfl(enl,,,,,nk N mP)

ne soit maigre pour aucun k.
Si E est & semi-normes dénombrables, la fin de la démonstration est inchangée.
S’il ne Pest pas, on fixe vi, &g, fr, by comme dans la démonstration précédente,
& cette différence prés que la précision by C by, (1/k) disparait.
On en arrive ainsi & démontrer que

TP c (1 + 22)T4.

Cela prouve non sewlement que T est continu, mais aussi que Z(T) = E, car,
si T—48 est d’intérieur non vide, c’est aussi le cas pour 2(T) d’oli, comme il est
linéaire, Z(T) = E.

Soit fe T-1f3. On détermine de proche en proche gy tels que

peTaB; f—agiebi; f—g +hedr

et
P2 i—1 : P2
gr €1 | — gi—f—ZfiEbk;f—wgiJerzG(o@k,
=1 iZ1 -1 i=1

pour tout £ > 1.
La suite

L3 bl
> Tgi— > Ty
i=1 i=1

converge encore dans F et sa limite g est contenue dans (1 4 2¢)B.

I h—1
21 gi — Z Ti
=

i=1

Par contre, on ignore si

converge vers f.
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Montrons que néanmoins
(f, 9) € 9(T) = (T).

On en déduira que Tf = ¢ et fe (1 + &)T4p.
Soient b et b’ des semi-boules de centre 0 dans E et F respectivement. On a

f_igi’f‘
i=1

done il existe by € &%, tel que

12

k
fieErcEx + b, VheN,
=1

k k

f—> g+ > fi—heeb, VkeN.
p=1

i=1 1=

Or
B 1
Z Tgi— > Tfi—~>y¢
i1 =1
et
Thy, Tfr— 0

dans F si k—co puisque les séries
0 (2]
Z Thi et Z T/
k=1 =1
convergent dans F. Donc, pour k assez grand,

g—T(

i

gi— > fi+lhx)el

-
M-

i=1

et
[(f: 9) + (b, )N Y (T) £ 3.

Comme b et b’ sont arbitraires, il en résulte que (f, g) € %(T), d’our la conclusion.

REMARQUE. — On pourrait formuler ici des corollaires analogues & ceux du
théoréme 1. Tls trouveront leur place dans les propositions qui suivent.

2. Relations linéaires et variantes des théorémes du graphe fermé

Les théorémes du paragraphe précédent généralisent le théoréme du graphe
fermé dans sa forme habituelle, ¢’est-a-dire en supposant I’opérateur & graphe fermé
ou sg-fermé et en imposant aux espaces E et F des conditions convenables.

On a toutefois des résultats plus généraux comme celui-ci : si E est de Fréchet,
T linéaire de B dans F et G(T) & réseaw de type €, alors T est borné de K dans F.

Il n’y a plus d’hypothéses sur F mais seulement sur E et F(T). Ce théoréme
est plus général que le théoréme 1, p. 28. En effet, E, de Fréchet, admet un réseaul
de type €, donc aussi E x F et enfin (T), s'il est sg-fermé dans E X F.
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Toutefois, si on formule ’énoncé correspondant en supposant Z(T) non maigre,
on n’obtient pas une généralisation du théoréme 2, p. 31, car on ne peut pas affirmer,
sous ses hypothéses, que E X F admette un réseau de type %.

L’introduction des relations lindaires va permettre de formuler un énoncé assez
général pour contenir I'un et I'autre cas. On verra plus loin qu’il a un intérét propre,
en dehors de ces deux cas particuliers.

Dirinirions. — Soient E et F deux espaces lindaires & semi-normes. Une rela-
tion linéavre de E dans F est une relation R telle que

{99 E X F:fRyg}
soit un sous-espace lindaire de E X F. On note #(R) ce sous-espace et on I’appelle
graphe de R.
On pose

R(f) = {g: Ry}, R(e) = fLngR(f)’ RYg) = {/: [Rg}

et
R-1(¢') = U R1(g).

gee’
La relation R est linéaire st et seulement si

n n

GeC, fRgi i =1 .on = (O af)R (> o)
i=1 i=1
De fait, la condition se traduit par
n n
G€C, (f g €FR), i=1,..n = (> af, > g eG(R),
i=1 i=1
ce qui signifie que Z(R) est linéaire.
La relation R est continue si, pour tout ouvert w ¢ F, R-Yw) est un ouvert de E.
Elle est sg-continue si, pour toute suite f,— f dans E, il existe g,, g€ F tels
que g,— g avec f,Rg, pour tout n et fRg.
On appelle relation inverse de R et on note R~1 la relation définie de F dans E
par
gR1f <= fRyg.

Soient R une relation linéaire de B dans F, R’ une relation linéaire de F dans G.
On appelle composée R’ o R de R et R’ la relation définie par

fR" o Rk <= fRyg, gR'h pour au moins un ge F.

C’est visiblement une relation linéaire : si on a f;R’ o Rhy, il existe g; tels qu’on
ait f;Rg; et ¢;R'hy;, d’onr

=

i3 n n

¢ifi) et (Z cigi)R’ (z cihy),

i=1 i=1

O afR (

i=1 i

LM
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soit
n n
(Zl af)R o R (z ciha),
i= i=1

quels que soient ¢y, ..., ¢, € C.
Les opérateurs linéaires définis d’une partie de E dans F ou d’une partie de F
dans B sont des relations linéaires particuliéres :

a) Si T est lindaire de B dans F, la relation Ry définie par
fRrg <= Tf=yg

est linéaire ; son graphe est celui de T ; elle est continue de E dans F si et seule-
ment si ¢’est le cas pour T.

b) Si T est linéaire de F dans E, la relation Rr définie par

[Rrg <= Ty = |

est linéaire ; son graphe est celui de T, & I'ordre des facteurs prés. Elle est continue
de E dans F si et seulement si T est ouvert.

¢) Si R est une relation linéaire de E dans F et T un opérateur linéaire de F
dans G, T o R est un opérateur linéaire de E dans G si R(0) c T_;(0) et R4(F) = E.

Puisque R1(F) = E, & tout fe E correspond au moins un élément & de G.
Il reste & vérifier que

fToRh et fToRA = h =F1.

Or, on a 0T o R(h — &'), d’out il existe g tel que ORg et Ty = h — &', ce qui entraine
geT_4(0), dot b — A" = Tg = 0.

Prorosrrion 1. — Soient E, F, G trois espaces linéaires & semi-normes, R une
relation linéaire de G dans B, 1 un opérateur linéaire de G dans F.

Supposons vérifides les hypothéses suivantes, résumées dans le schéma ci-dessous :
— B est de Fréchet, G & réseau de type €,
— R est & graphe sq-fermé, t sg-continu,
— R(G) = E.

Alors © o R1 est continu de E dans F,

G
o réseaw de type €

e N\

R(G) \
/ © T sq-continu
G (R) sq-fermé ;
¥ N
E F
de Fréchet quelconque
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Supposons que G soit muni du réseaun
R = {enl,_,,n,c ckyona, ., np e NG
Visiblement, comme R(G) = E, on a

E = U Ren
ny=1
et
@
Riey,,... )= U Rlen,...,n;)
nl, ,nk_l 71,k=1 7L1 ,nk 2
pour tous k > 1, ny, ..., nx € N.
On peut done ﬁxer une suite de ny telle que Ren,..,n;) ne soit maigre pour

aucun ke N.
Soit B une semi-boule fermée de centre 0 dans F. Comme v ;F = G, on a
E—R(G) = U R(1p).
m=1
Il existe donec my tels que R(enl,_,,,nk N myT-13) ne soit maigre pour aucun
keN.
Soit ¢ > 0 fixé. On détermine vy > 0 tels que

Z vpmyg < €
E=1
et que toute série de G de la forme
z BEgEs I € eny,mpy O <<k <vi,
r=1
converge dans G.
Les ensembles

=R [(Vkenl,...,nk) N T—lvkm/]cﬁ]

n’étant pas maigres, leur adhérence contient une semi-boule fy + by, olt on peut
supposer que fr€ &k et by C by, (1/k), {pr:keN} désignant le systéme de semi-
normes de K.

Démontrons que

R(vf) € (1 + 2e)R(7p).
On en déduit immédiatement que © o R~1 est continu.
Soit feR(vaP). Il existe f;eR(raf) tel que f—f;€b;, donec tel que

I—fi+he &1. 11 existe alors fye &1 tel que f— f1+ f1 — 5 € ba. De proche en
proche, on fixe ainsi une suite f3, telle que

freR(rap); fim €8x Vi > 1,
et

n—1

}:fk \fk»»f

1
dans E.
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Soient gy et g} € G tels que gpRfx et g3 Rfy ot que
ks G € (ke ... omzy) O T-1VEMED.

Vu le choix des v, la suite

converge dans G. Soit g sa limite.
Comme %(R) est sg-fermé, on a gRf. De plus, comme 7 est sqg-continu,

n n—1

, =
zTgk”‘“ZTgk
=1 k=1

converge dans F. On voit immédiatement que sa limite g est dans (1 + 2¢)B, d’olt
fe(l 4 2)R(rB).

Voici quelques corollaires de la pfoposition 1.

COROLLAIRE 1. — Le théoréme 1, p. 28, en est un cas particulier.

De fait, soit T linéaire et & graphe sg-fermé de E de Fréchet dans F & réseau
de type %.

Posons G = F, désignons par v lopérateur identité de F dans Iui-méme et

définissons R par
gRf <= g = Tf.
Visiblement, © est sg-continu, Z(R) = %(T) est sq-fermé et R(F) = T4 F = E.

On se trouve donc dans les conditions de la proposition 1 et T = 7 o R~1 est continu.

COROLLAIRE 2. — Si E est de Fréchet et si T est un opérateur linéaire de B dans ¥,
tel que G(T) admette un réseau de type €, alors T est continu.
Posons ici G = #(T). Soit 7 la projection de #(T) dans K :
«(f, Tf) = Tf, Vf e E.
(Vest visiblement un opérateur sg-continu. Définissons la relation R par
gRf <> g = (1, ).
La relation R (qui est en fait la projection de %(T) sur E) est telle que R(G) = E
et que Z(R) soit sg-fermé. Done T = 7o R est continu.

COROLLATRE 3. — Soient B de Fréchet et T muni d’un réseaw de type €. 81 T est
un opératewr linéaire défini d'une partie de F sur E, & graphe sq-fermé dans ¥ X E,
T est ouvert.

Posons G = F; définissons R de F dans E par

gRf < Tg = I.

On a R(G) = E et Z(R) = %(T) est sqg-fermé dans F X H.
Enfin, soit t Popérateur identité de F dans lui-méme. Vu la proposition 1,
7 0o R1 est continu, donc T est ouvert.
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CorOLLAIRE 4. — Soit E de Fréchet et soit T un opératewr linéatre défini d’une
partie de B sur B, tel que G(T) admette un réseau de type €. L’ opérateur T est owvert.

Posons G = %(T) et définissons R de G dans E par
gRf <= g = (1, Tf).

Comme TF = E, on a R(G) = E. De plus, Z(R) est sqg-fermé puisque la projection
de Z(T) sur E est continue. Enfin, on désigne par < la projection de Z(T) sur F,
qui est un opérateur continu. Il résulte de la proposition 1 que T o R~1 est continu,
done que T est ouvert.

Comme dans le théoréme 2, on peut améliorer ’hypothése que E soit de Fréchet.
On obtient la

ProrositioN 2. — Soient B, F, G trois espaces linéaires & semi-normes, R une
relation lindatre de G dans E, © un opératewr linéasre de & dans F.

Supposons vérifiées les conditions suivantes :
— @ est o résean de type E,
— R est a graphe fermé, v sq-continu,
— R(B) w’est pas maigre dans K.
Alors = 0o R1 est continu de E dans F et R(G) = E.

Si E est a semi-normes dénombrables, on peut supposer G(R) sq-fermé au len
de fermé.

G

& réseau de type €

N

G(R) fermé T 8q-continu

¥ N

E quelconque F
R(G) non maigre quelconque

La démonstration est analogue & celle de la proposition 1, dont nous conservons
les notations.

Tei,

R(G) = U R(en,).

=1

Comme R(G) n’est pas maigre, un des R(enl) n’est pas maigre et, de proche en
proche, il existe une suite de ny tels que Rlen,,...,n;) ne soit maigre pour aucun

kelN.

On poursuit alors comme dans la démonstration de la proposition 1, & cette
différence pres que la condition by C by, (1/k) disparait si E n’est pas & semi-normes
dénombrables.

A f fixé dans R(7_f3), on associe ainsi fg, [} tels que
fi € R(’r_lf)) ; f;cH’ freR [(V}ceﬂ,l,_,,,nk) N TavpmiBl, Ve > 1,
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et

I3 I
f—= D fit+ D 1€ ROk m) O i,

Si gk, g3 sont tels que Lon ait gpRfx, g RS} et
Iit1s G € (Vkny,...,ng) N T-1vpmaf3,

il existe ¢ tel que

k. k1

7
S N
D =D gy
i=1 i=1

et on voit que g e (1 + 2¢)71B, vu la continuité de .
Soient alors b et b’ des voisinages de 0 dans E et G respectivement. Quel que
soit k, il existe f’l’:eR(vkenr,,,,nk) tel que

& k
Z zfi—f{eb VieN.
i=1 =

!

g3 convergent,

‘I[\AS

E
it
i

[ce]
Soit gy € Vien,...,ny tel que gzRfy. Comme les séries z

gr et gy tendent vers 0 dans G, done

k k
g—zgﬁr*F Z%——%Eb'
i=1 i=1

deés que k est assez grand.
Done, quels que soient b et 0,

[(g; ) + (0", )N F(R) %= 5,

d’oli, comme Z(R) est fermé, (g, f) € Z(R), soit fe R(g) c (1 4+ 2)R (7).
Enongons encore les principaux corollaires de la proposition 2.

CorOLLATRE 1. — Si F admet un réseau de type €,
— st T est linéaire de D(T)C E dans F et si D(T) est non maigre dans E et G(T)
fermé dans E X F, on a D(T) = E et T est continu.
— st T est lindaire d’une partie de F dans E, tel que TF soit non maigre dans E et
T) fermé dans ¥ X E, on a TF = E et T est ouvert.
Si B est ¢ semi-normes dénombrables, dans les deux cas, on peut supposer G(T)
sq-fermé aw liew de le supposer fermé.
COROLLAIRE 2. — Quels que sotent B et F,
— st T est lindaire de D(T)c B dans ¥, D(T) non maigre dans B et G(T) a réseau
de type €, on a D(T) = E et T est continu.

— s1 T est linéasre d'une partie de F dans B, TF non maigre dans E et G(T) a réseau
de type €, on a TF = E et T est ouvert.
Les démonstrations sont analogues & celles des corollaires de la proposition 1.
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REMARQUES. — Dans le corollaire 2, il n’intervient plus d’hypothése sur E et F.
Cette généralité est un peu illusoire, au moins en ce qui concerne E, car si Z(T) y
est non maigre, B n’est pas maigre dans lui-méme, done il est de Baire.

On notera d’ailleurs qu'un espace peut étre de Baire et & semi-normes dénom-
brables sans étre de Fréchet.

(Z) Ainsi, soit B de Fréchet et soit {5, « €.#, une base de Hamel dans E. Fixons
une suite «; €. et posons

B = Yo o £ wil

(¢’est-a-dire 'enveloppe linéaire des f, autres que fg,).
On a évidemment

lve}
E =UE,,
i=1
done, comme E n’est pas maigre, un des E; n’est pas maigre dans E.
Cet I; est dense dans E.

En effet, son adhérence contient un point intérieur done, comme c’est un espace
linéaire, elle est identique & E.

Comme E; différe de E, il n’est donc pas fermé et par conséquent il n’est pas
de Fréchet.

Enfin, il est de Baire.
De fait, soit

E, =UF,,

n=1

ot les F;, sont fermés dans E;. On a alors, FE désignant adhérence de ¥, dans E,
o j—
Ei cUF ,]? N
n=1
donc un FE est d’intérieur non vide. Supposons qu’il contienne b, semi-boule ouverte

de E. On peut sans restriction supposer b centré dans E;, puisque E; est dense dans E.
11 vient alors

F,=FENEobNE

ot b N E; est une semi-boule de E;, d’ot Fy, est d’intérieur non vide dans E;, ce qu’il
fallait démontrer.

3. Nouveaux types de réseaux et applications a des théorémes du
graphe fermé

On peut améliorer les théorémes précédents en affaiblissant les conditions
imposées aux réseaux.

DirInITioNs. — Un ensemble e ¢ B est extractable si, de toute suite d’éléments
de ¢, on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de e. Il est
relativement extractable si, de toute suite d’éléments de e, on peut extraire une sous-
suite qui converge dans E, mais pas nécessairement vers un élément de e. Bvidem-
ment, tout ensemble sg-fermé eb relativement extractable est extractable.
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Un ensemble e est compact si chaque fois qu’il est contenu dans une union
d’ouverts, il est contenu dans 'union d’un nombre fini de ces ouverts. Il est relati-
vement compact si son adhérence est compacte ou, ce qui revient au méme, s’il est
contenu dans un compact.

Introduisons une premiére variante de la condition (%) pour les réseaux.
Un réseau

R = {eﬂly,_,,nk ik, m, ., mp €N}

est de type A (vesp. de type &) dans E &'il vérifie la condition suivante.

Pour toute suite ng, k€N, il existe une suite de nombres Ay > 0 tels que, si
€ €n,,...,ny ©b Pk € [0, Ax] pour tout kelN,

N
{ > wife: NeN)
k=1

est relativement compact (resp. relativement extractable) dans E.
1l est immédiat que tout réseau de type € de B est de type A et &.
La proposition 1 se généralise comme suit.
PrROPOSITION 3. — Soient B, T, G trois espaces lindaires ¢ semi-normes, R une
relation linéaire de G dans B, © un opérateur linéaire de G dans F.
Supposons vérifides les conditions suivantes :
— E est de Fréchet, G & réseaw de type A (resp. &),
— R est & graphe fermé (vesp. sq-fermé), t est continu (vesp. sg-continu),
— R(G) = E.
Alors 7o R™1 est continu de E dans F.

C’est encore vrai si on remplace les hypothéses « B de Fréchet et R(G) = E» par
«E & semi-normes dénombrables et R(G) non maigre dans Ev». On a alors en outre
R(G) = E.

G

a réseanu

de type A~ (resp. &)
AN

Z(R) T
fermé continu
(vesp. sq-rermé) (vesp. sq-continu)
¥ N
E de Fréchet F
R(G)=E quelcongue

On reprend point par point la démonstration de la proposition 1 jusqu’a associer
& 1 € R(z-p),

fr€ R(v-aP), [ frt1 € Ens
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tels que

N
s
‘ ES)
M
=

tende vers f dans E.
On fixe alors gy, g5, € G vérifiant gxRfy, g}Bf} et

Gks Git1 € (Vkeny,...,ng) O T-2Vpmef.

L
Vu I'hypothése sur le réseau de @, les ensembles {Z gi :keN} et
=1
k

{Z g;:keN} sont relativement compacts (vesp. relativement extractables).
i=1
Leur différence 1’est aussi. Or elle contient la suite

& h—1
Z%——Zgi,kew.
i i=1

i=1

Dans le cas de I’extractabilité, on peut extraire de cette suite une sous-suite
convergente : il vient, pour cette sous-suite,

kn kp—1
i= i=

Rf.
kn kp—1 =9 f
> di— Z gi—9g S
i=1 i=1

Or, comme T est sg-continu,
kn kp—1
Y — Z TG —> Y,
i=1 i=1
d’oltt tge (1 + 26)B et fe (1 + 2)R(tf).
Dans le cas de la compacité, la suite

I —1
’
9: — gi
Lend
=1 i=1

admet un élément adhérent (c’est-a-dire un élément tel que toute semi-boule centrée
sur lui contienne une infinité d’éléments de la suite). Soit g cet élément adhérent.
On voit immédiatement que (f, ¢) est alors adhérent & la suite

k
(2=

donc il appartient a I’adhérence du graphe de R et, comme ce dernier est fermé,
on a gRf.

LR

i=1 =1

.T—
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De plus, comme 1 est continu, tg est adhérent & la suite

k A—1
!
z L1 Z i,
i=1 i=1

d’oli, comme [ est fermé, tg e (1 + 2¢)B et fe (1 + 2e)R(v-1f).
Signalons quelques corollaires de la proposition 3.

COROLLAIRE 1. — 81 B est de Fréchet et F & réseaw de type A (vesp. &),
— tout opérateur lindairve & graphe fermé (vesp. sq-fermé) de E dans F est continu.
— tout opératewr linéaire défini d’une partie de F swr B, & graphe fermé (resp. sq-fermé)
dans F X E est ouvert.
CoROLLAIRE 2. — St B est de Fréchet,
— tout opératewr T linéaire de B dans F et tel que G(T) admette un réseau de type A
ou & est contina.

— tout opérateur T lindasre défini d’une partie de F sur B et tel que G(T) admette
un réseaw de type A ou & est ouvert.

On obtient des variantes de ces corollaires en supposant F & semi-normes
dénombrables et Z(T) ou TF non maigre dans E.

Les démonstrations de ces résultats sont analogues & celles des corollaires de
la proposition 1.

REMARQUE. — On pourrait se proposer d’étendre encore la proposition 3 au
cas ott E n’est pas & semi-normes dénombrables, comme on 1’a fait dans le cas des
réseaux de type ¥. Dans ce dernier cas, (cf. théoréme 2, p. 31), extension repose
sur le fait que, si fr € €y, ny> POUT UN choix convenable des Ax, Axfx tend vers O
comme terme général d’une série convergente. Cette propriété se perd pour les
réseaux de type J ou & et 'extension ne paraft pas possible.

On peut encore chercher & affaiblir la condition imposée aux réseaux de type 4
ou & en supposant, par exemple, que les suites de sommes partielles
N
Z wrfx
k=1
admettent un élément adhérent ou une sous-suite convergente.
On rencontre alors la difficulté que la différence de deux telles suites n’a pas
nécessairement la propriété correspondante.
On obtient toutefois un résultat satisfaisant en adoptant la définition suivante.
DermviTION. — Un réseau
R = {enl,m,nk stk .., np e NG

est de type F A (resp. de type S &) dans E si, pour toute suite ny fixée, il existe
x> 0 tels que, quels que soient f dans ’enveloppe absolument convexe <en],“,,nk>
de A et pr € [0, Ax], la suite des sommes partielles

N
Z wilk
k=1

admette un élément adhérent (resp. une sous-suite convergente) dans E.
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Pour de tels espaces, le théoréme du graphe fermé s’énonce de la maniére
suivante.

ProrositioNn 4. — St E est de Fréchet et si F admet un réseaw de type S A~
(resp. L&), tout opérateur linéaire de B dans F, & graphe fermé (vesp. sq-fermé) est
contini.

La démonstration est analogue & celle du théoréme 1, p. 28, mais I'intervention
des enveloppes absolument convexes des ensembles du réseau de F y apporte des
simplifications importantes. C’est pour bien les mettre en évidence que nous donnons
cette démonstration avant de passer & des cas plus généraux.

Soit
R = {e"]w-»ﬂk ck,m, ..., npeNY

le réseau de F et soit T l'opérateur.

On détermine d’abord une suite de ny telle que T-ien,..,n;, ne soit maigre
pour aucun ke N.

Si B est une semi-boule fermée de centre 0 dans F, on détermine ensuite my
tels que les

T~1(e')1,1, g N 777,“3)

ne soient pas maigres.
Enfin, on fixe vy > 0 tels que

vy < &,

i

&
ot ¢ > 0 est fixé arbitrairement, et que toute série de la forme

[co]

Z Hkglc,
k=1

ou gr € <en1,_,,,nk> et wg € [0, Ai], admette un élément adhérent (resp. une sous-suite
convergente) dans F.
Posons
Er =T, [(Vlc<en1,~-.,'nk>) N myvEPl.

Les & ne sont pas maigres, done leur adhérence contient un point intérieur. De
plus, ils sont absolument convexes, done leur adhérence contient une semi-boule
de centre 0. Soit by cette semi-boule. On peut sans restriction supposer que
bx C by,(1/k), ot py désignent les semi-normes dénombrables de F.

Soit alors fe T_4B. On lui associe successivement

— fo tel que
foe TP ; /—~foeb1cezl,

— f1 tel que
e f—fo—hebsc &,
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et ainsi de suite. La suite f; ainsi déterminée est telle que
N
D he1
k=0
dans K.
De plus, si Z est de type S A", comme Tfy € vielen,,...,np)»
N
Z Tf k

k=0

admet un élément adhérent g. On voit immédiatement que ge (1 + 2¢)B. Or (f, g)

est adhérent a
N N
(> fen > The),
E=0 k=0

done il appartient & l'adhérence de %(T) et, si ce dernier est fermé, Tf = ¢, ce qui
entraine que fe (1 4 &)T_4f.
Si Z est de type F&, la suite
N
>, Th
%=0
admet une sous-suite convergeant vers g € F. Ce g appartient encore & (1 + )P et,
si Z(T) est sqg-fermé, Tf = ¢, d’ott la conclusion.
On peut encore généraliser la proposition 4 comme suit.

ProrosiTioN 5. — Sotent B, F, G trots espaces lindaires & semi-normes, R une
relation linéaire de G dans E, v un opérateur linéaire de G dans F.
Supposons vérifiées les conditions sutvantes :
— E est de Fréchet, G & réseau de type S (vesp. S &),
— R est a graphe fermé (resp. sq-fermé), © est continu (resp. sq-continu),
— R(G) =E.

Alors v o R1 est continu de E dans F.

(’est encore vrai si on remplace les hypotheses « E de Fréchet, R(G) = E» par
« E a semi-normes dénombrables et R(G) non maigre dans E». On a alors en outre
R(G) = E.

La démonstration est analogue & la précédente.

Parmi les corollaires de la proposition 5, citons les suivants :

CoROLLATRE 1. — 81 E est de Fréchet, F & réseau de type S A (vesp. L&), tout
opératewr T linédaire défini d'une partie de F sur E, & graphe fermé (resp. sq-fermé)
dans F x E, est ouvert.

COROLLAIRE 2. — Si E est de Fréchet,

— T lLinéasre de B dans F, tel que G(T) admette un réseaw de type S A ou FE est
continu.
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— T linéaire défini dune partie de ¥ sur E et tel que G(T) admette un résean de type
LA ou FE est owvert.

ReMARQUE. — Notons enfin que la proposition 5 ne s’étend pas au cas ou E
n’est pas & semi-normes dénombrables, parce qu’'on ne peut affirmer que, si une
série admet un élément adhérent ou une sous-suite convergente, le terme général
de la série tend vers 0.

4. Relations entre les différents types de réseaux

Pour étre complet, examinons encore briévement les relations entre les diffé-
rents types de réseaux introduits et leurs propriétés de permanence.

ProrositioN 6. — a) Tout réseau de type € est de type A et &.

b) Tout résean absolument convexe de type A~ (vesp. &) est de type F A" (resp.
FE).

c) Si E est sq-complet, tout résean. de B de type A ou & est de type €.

Pour ¢), on applique la proposition 1, p. 15, en notant que tout ensemble rela-
tivement extractable ou relativement compact, est borné.

Prorosition 7. — a) St B admet un réseau de type A ou S A (resp. & ou
FE) et si'T est un opérateur linéaire continu (vesp. sq-continu) de E dans F, TE admet
un réseau de méme type.

De méme, tout sous-espace linéaire fermé (vesp. sq-fermé) de B admet un réseau
de méme type.

b) St E est union d’une suite d’espaces E,, admettant un réseau de type A (vesp.
E, LA ou FE), il admet un réseau de méme type.

c) Soit By une suite d’espaces emboités en décroissant et tels que, pour tout n,
Vopérateur identité de By dans B, soit sq-continu et soit B leur limite projective.
St les By, admettent un réseau de type &, il en est de méme pour E.

\

d) Tout produit dénombrable d’espaces & réseaw de type & admet un réseau de
type &.

Tout produst fine d’espaces & réseau de type A admet un réseaw de bype A .

(Z) Tout prodwit dénombrable d’espaces & réseau de type A~ admet un réseau
de type A .

Pour le dernier point de d), il faut savoir qu’un produit dénombrable de com-
pacts est compact, ce qui, & notre connaissance, exige qu’on fasse usage de 'axiome
de Zorn.

CoROLLAIRES. — a) Tout quotient séparé d’un espace & réseau de type A, S A,
& ou FE admet un réseau de méme type.

b) Toute somme directe dénombrable d’espaces a réseaw de type H (resp. &)
admet un réseaw de type A (rvesp. &).

Les démonstrations sont analogues & celles des propriétés correspondantes du
chapitre I.
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5. Extension a des limites inductives

A Texception du théoréme 1 et de ses corollaires dont on a donné d’emblée
la meilleure forme utilisable, on s’est limité, dans ce chapitre, & supposer E de
Fréchet ou de Baire.

On peut étendre les propositions 1 & 5 au cas out E est limite inductive de tels
espaces, & partir des quelques remarques suivantes.

Supposons E limite inductive d’espaces K.
Soit T linéaire de B dans I et soit T, sa restriction & E,. Alors,
— T est continu de E dans F si et seulement si chaque Ty est continu de B, dans F,
— si T est & graphe fermé (resp. sg-fermé) dans E x F, chaque T, est & graphe
fermé (rvesp. sg-fermé) dans E, x F.
Par contre, il ne suffit pas que Z(T) ne soit pas maigre dans E pour que son
intersection avec E, ne soit pas maigre dans Eg.
De méme, si T' est linéaire de F sur B et si T, est la restriction de T' & T 1By,
— T est ouvert de ' dans E si et seulement si chaque T, est ouvert de F dans He,
— si T' est & graphe fermé (resp. s¢-fermé) dans F x E, chaque T, est & graphe
fermé (resp. sg-fermé) dans F X E,.
Ce qui précéde est encore vrai quand on remplace T et T’ par des relations
lindaires R et R’, si on dit que R’ est ouvert quand R'-1 est continu.

Formulons les résultats qu’on obtient dans le cas des opérateurs, pour E ultra-
bornologique.

PROPOSITION 8. — St B est ultrabornologique, chacune des conditions «, B, Y
suivantes est suffisante pour que T, linéaire de B dans ¥, soit continu :
o. G(T) est sq-fermé, F admet un réseau de type €, & ou L&,
B. H(T) est fermé, F admet un réseau de type A ouw LA,
v. 9(T) admet un réseav. de type €, A, S A, & ou FE.

Si T est linéaire et défini d’une partie de F sur E, sous les mémes hypotheses,
1l est ouvert.
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