CHAPITRE IV

RESEAUX DANS LES ESPACES D’OPERATEURS

Les propriétés de localisation du chapitre précédent permettent d’apporter d’impor-
tants compléments aux propriétés de permanence des espaces & réseaux.

On démontre ici I'existence de réseaux dans divers espaces d’opérateurs et dans
des produits tensoriels de type e.

1. Espaces d’opérateurs

TaRoREME 1. Si B est de Banach ou limite inductive d'une suite d’espaces
de Banach et F & réseau strict, LB, F) admet un réseaw strict.

a) Supposons d’abord E de Banach.
Soit B la boule unité de E et soit

R = {enl,,,,,nk ck,my, ..., npE NG
un réseau strict dans F.
Si T est continu de E dans F, en vertu du théoréme 3, chap. III, p. 53, il existe
my et np €N tels que
TBc Mmien,.
De plus, si

TBc Mken,,...,np

il existe mp1 et nyp+1 €N tels que

TBc ME+1En,, ..., np 4

En appliquant la proposition 3, chap. I, p. 16, on voit qu’on peut supposer
que my, my, M+ sont égaux a 1, quitte 3 modifier le réseau.

Posons
@mnl,.‘.,nk = {Te Z(E, F): TBc enl,..‘,nk},

quels que soient k, ng, ..., nxz € N.

Les & My constituent un réseau ' de L(E, F), puisque tout T € L(E, F)
appartient & un & ny et que, §’il appartient & & Byt il appartient & un & My

Le véseau %' est de type F.

Soit mj une suite fixée et soient Ay les constantes associées aux ny dans X.
Posons Ay, = 27,

Démontrons que, si

Tr e g“v“'*”k es 0 < pr <A



la série

Z welr (%)
k=1
converge dans (B, F).
La suite ATy est équicontinue. De fait, si {¢} désigne le systéme de semi-
normes de F, pour tout ¢ € {g},

AkaB C 7\756”1!""77‘]6 c bq(l)

dés que k est assez grand, soit k£ > ko. Cela résulte de la proposition 4, chap. I, p. 17.
Or l’ensemble fini {MTy, ..., )‘koT"o} est équicontinu, donc il existe C tel que

aTrf) < CI| T, Vi€ E, Vi < ko,
et, au total,
g Trf) <sup (1, 0) || f|], Ve B, VEe N.

Cela étant, la série (*) est de Cauchy dans Zu(E, F) et y est équicontinue,

car elle s’écrit
03\
Z AT,
k=1
’

ou la suite ATy est équicontinue et ot la série des ), converge, puisque 0 < w), << 2%,

La série (*) converge dans Zs(E, F).

On voit alors sans peine qu’elle converge dans Z»(E, F) vers la méme limite,
ou bien on applique le corollaire 4, chap. I, p. 23, le réseau %’ étant de type € dans
Zs(B, F).

Soit f fixé dans E, tel que || /| < C.

La série

.

> wxTrf
o
r=1
converge dans F, puisque Tyfe C eny,..ony €6 0 < pg << A pour tout ke lN.

Appelons Tf sa limite. On définit ainsi un opérateur de E dans F. I1 est immédiat
que T est linéaire et il est continu puisque la série (*) est équicontinue. D’ol la
conclusion.

I1 reste enfin & vérifier que %’ est strict.
Or,si||f|]|<1, ona

fve]

d’olt

66




et

Z (—Lka € @@nl,...,nku,
k=ky
quel que soit ke N.

b) Soit & présent E limite inductive d'une suite d’espaces de Banach E;. L’espace
ZLs(E, F) peut étre assimilé au sous-espace de

RELLED
i=1

formé des
(Ty, Ty, ...)
tels que
Tif = Tisaf, Vi€ By, Vie N.

(Yest visiblement un sous-espace fermé du produit et le systéme de semi-normes
de Zs(B, F) est équivalent au systéme de semi-normes induit dans le sous-espace
par le produit. En vertu de a) et des propriétés de permanence (prop. 1, a) et 2, ¢),
chap. 111, p. 51 et 53), Zs(E, F) admet un réseau strict. On passe alors & LB, F)
en appliquant le troisiéme corollaire de la proposition 1, chap. ILL, p. 52.

Variante de b). — Voici une autre démonstration, plus technique, qui consiste
3 exhiber directement le réseau de Zy(E, F).
Soit B; la boule unité de chaque E; et soit Z le réseau strict de F considéré en a).

Posons
&0 r = {TeZ(E,F): TB;c eﬂ»la“'"”/c}'

Ny R
Les ensembles
— 20
& ny = & 7(L1),
;o 2 2
éanl,(nz,nl) = é";l{nz N éa,)(li),

_ 1 2) (3)
éanl,(nz,ni),(ny%;,n;') = éogz,f,nz,n:; N édgzi,n’z N @mn'lw

ol les indices groupés entre parenthéses sont renumérotés par un seul indice par-
courant N, constituent un réseau Z' de E.

Fixons une suite 1, (na, n}), (N, ng, ny), ... . Soient Ag, A, Ay, ... les suites
associées respectivement aux g, 7y, %y, ... dans la définition de Z.
Posons

vy = 7\1, Vg = inf ()\2, ?\i), Vg — inf (7\3, 7\&, )\g{), P
Si
T, e é”nl, Tee (g]n],(n?ni), Ty e (fnl,(nz,ni),(ng,nfz,nl'), e

la suite vy Ty est équicontinue.
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En effet, on a vu en a) qu’elle est équicontinue de chaque E; dans F.
Alors, en procédant comme en a), on voit, si 0 < pp << 2752y, la série

i wrTr
=1

est de Cauchy dans (B, F) et converge dans Zs(E, F), donc converge dans & »(E,F),
ce qui établit que %’ est un réseau de type %.

On prouve comme en a) qu’il est strict.

THEOREME 2. — 81 les conditions sutvantes sont vérifides, Lu(E, F) admet un
réseaw de type €

(a) E est de Fréchet ou limite tnductive d’une suite d’espaces de Fréchet,

(b) F est sq-complet et & réseau de type €, ou F est limite inductive d’une suite d’espaces
F; sq-complets et & réseau strict.

En outre, st le réseau de F (vesp. des Fy) peut étre supposé formé d’ensembles
absolument convexes et sq-fermés, Lp(E, F) est & résean strict.

a) Supposons d’abord E de Fréchet et F sg-complet et & réseau de type €.

Désignons par p;, © € N, les semi-normes dénombrables de E et par b; les semi-
boules bp,(1/3).
Soit d’autre part
R = {enl,,,,,nk tk,ng, ..., mpeNY
le réseau de type € de F.
Si T est continu de E dans F, en vertu du théoréeme 1, chap. III, p. 48,

— il existe n; tel que T_lenl ne soit pas maigre et i; tel que

Tbi] C <6n1>,

— si Toqeq,,...,n;, nest pas maigre, il existe ngi1 tel que T-ey .
maigre et 1541 tel que

gy, DO SOIb pas

Tbik+1 C <enl,...,nk+1>4

Appelons &'(i,,n)),...,(iy,ny) Vensemble des T e Z(E, F) tels que T iy, ,...,n;, ne

soit pas maigre et que

k

Tbi1 C <en1>, ciey Tbik C <3n1,...,nk>
et renumérotons les couples d’indices entre parenthéses par un seul indice par-
courant IN.
En vertu de la remarque précédente, ces ensembles forment un réseau %' de
Zy(E, F).
Démontrons que #’' est de type %.

Fixons une suite (ix, nx), k¥ € N. Associons aux ny la suite Az qui leur correspond
dans Z. On peut sans restriction supposer les A décroissants.

Si
Tre é‘)(il,nl),“.,(ik,nk)
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pour tout k€ N, la suite 2T est équicontinue. De fait, quel que soit ¢, vu la pro-
position 4, chap. I, p. 17, on a

Aken,,....nz; C bal1)
dés que k est assez grand, soit k > ko. Il vient alors
WeTrbiy, C My Cenyomgyy C bal1), VE > ko,
si on prend b, fermé, soit
a0 Trf) < 1y, pig, (), VIEE, Vi > ko.
D’autre part, MTy, ..., lkoTkO sont équicontinus et il existe ip = i’“o tel que
q(Trf) < topi(f), Vi€ E,

pour tout k& < ko, donc pour tout ke N.

Or, comme E est de Fréchet, si F est sg-complet, Z,(E, F) est sq-complet.
11 résulte done de la proposition 1, chap. 1, p. 15, que %’ est de type %.

Si les ey, ...,n;, sont absolument convexes et sq-fermés pour les suites, on peut
remplacer {en,,...,n;) PAT €n,..ny dans ce qui précéde et on voit immédiatement
que les ensembles

g(il’nl)"“'(ik'nk‘)
sont absolument convexes et s¢-fermés dans Z(E, F), d’ott #’ est strict.

b) Soient B de Fréchet et F limite inductive d’une suite d’espaces Fj, & réseau
strict et sg-complets.

On ne sait pas si F est sg-complet, donc ce n’est pas un cas particulier de a).
Si

{egzw,,% ik, my, ., e NG
est un réseaun strict dans chaque Fj, les ensembles
en, = F”l’ n1 €N,
engyeny = € o B > Lo, o, mp €N,

forment un réseau strict dans F.
On construit encore les ensembles

E (tum) e (i)

: e ? x . N A
con31de1.es ci-dessus en gubs’oﬂ:uant aux <e”1r"»"’k> les en,,...,nj, GUX-mémes et on
reproduit la démonstration de a).

Si Ty et Ax sont déterminés comme ci-dessus, on voit que les AxTy sont des
opérateurs linéaires de E dans F,, et que la suite ATy est équicontinue de E dans
cet F,,l. Or Z(E, F”l) est sg-complet, done les séries

i prAe T,
=1

olt pi € [0, 27%], convergent dans Zp(B, F"l) et a fortiori dans Zp(E, F).
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¢) Supposons enfin E limite inductive d’une suite d’espaces de Fréchet E;,
F vérifiant I'une ou l'autre forme de (b).

En vertu du corollaire 4 du théoréme 1, chap. I, p. 23, il suffit de démontrer
que Zs(E, F) admet un réseau de type &. Or Z5(E, F) peut étre assimilé au sous-
espace de

<@

[ 2@ m
i=1
formé des éléments
(T1, Tg, ...)

tels que
Tif = Ty1af, Vi€ By, VieN,

et son systéme de semi-normes est celui que le produit y induit. Or il est visiblement
fermé dans le produit, d’oti la conclusion en appliquant a) ou b) et les théorémes
1, a) et 4, chap. I, p. 23 et 26.

TuEOREME 3. — St E est & semi-normes dénombrables [et séparable] et si F
admet un réseau strict (resp. st F est sq-complet et admet un réseau de type €), espace
Lo(E;, F) admet un réseaw strict (vesp. un résean de type €).

Cest encore vras st B est limite inductive stricte d’une swite d’espaces & semi-normes
dénombrables [et séparables], si en outre X est muni d’un systéme de semi-normes {q}
tel qu’a toute suite qn € {q}, il corresponde q € {q} et C,, > O tels que

gn(g) < Cnqlg), VgeF, VneN.

On discute dans la proposition 1, p. 74, ’hypothése supplémentaire sur F.

a) Soit E muni d’un systéme dénombrable de semi-normes {p,:meN}.
Posons by, = by, (1/m). Soit d’autre part

R = {enl,,,,,nk tkymy, ., e NG

un réseau de F.

A

Désignons par b5

le polaire de by, et par B Tenveloppe linaire de b2, munie
de la norme

m?

1 Cllp,, = sup [T |
Pin(f)<1
C’est un espace de Banach. De 14, si T est continu de E; dans P, sa restriction &

* N N . * . * EN
E,,, est & graphe fermé dans E;, X F, donc continue de E,,, dans F, d’ott

— il existe n; € N tel que la restriction de T-sen, & E,, ne soit pas maigre dans
E; et C; > 0 tel que

Pm

Tb4, C1 Ceny,

n’y est pas maigre, il existe ng4 € N tel que ce
et Cpqe1 > 0 tel que

1 s, ra] Y *
— sl T_lenl,_‘_,nk, restreint & Ewm’

soit encore vrai pour Ten,,...,ny,,
A — <
Tby, € Cria {eny,...ompyy -
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On peut méme, quitte & changer & (cf. prop. 3, chap. I, p. 16), supposer que les
constantes Oy sont toutes égales & 1.

Appelons & . Tensemble des TeZ(E,, F) tels que la restriction de
T_lenly a B ne soit pas maigre dans cet espace et que

Tbp, € {eny,...ong)-
Compte tenu de ce qui précéde, les ensembles
= 59,
C”@”r(”z’”l) &Y g’g;)

g Pm

ny,Mg

2 3
5"1»(”2»751):("3’"' nf) = (”@57,1 g,y N 6‘)1(11))12 N g)( ')a

constituent un résean #' de L (B}, ¥), si on y renumérote les indices (ng, n7) (resp.
(n3, ng, n7), ...) par un seul indice parcourant N.

Notons que si le réseau de F est strict, on peut remplacer les conditions

. X P A

«Tsep,,...,n; non maigre dans B et TbSC Ceny,ooimgy » AT « Th Ceny,my .

Démontrons que %' est de type %.

Supposons d’abord Z strict.

Soient n1, (ng, ny), (n3, 7y, 77), ... fixés et soient g, Aj, Ay, ... les suites de
nombres associés respectivement & ng, ny, ny, ... dans Z%. Posons

. . ’ "
V1 = 7\1, Vo — inf ()\2, 7\1), Vg = inf (7\3, 7\2, 7\1),
Pour tout T e E*, il existe m tel que T e bs. Dés lors, si
T, e g)n Ty e 6mnl,(n n/)s

et si 0 < pp << 2 kv, la série

> WiTiT (%)
k=1

converge dans F. Appelons TT sa limite. On définit ainsi un opérateur T linéaire
de E; dans F.

Vérifions que T est continu. Soit ¢ une semi-norme de F. Pour que ¢(TT) soit
majoré par une semi-norme de E}, il suffit, en vertu du théoréme de Banach-Dieu-
donné, (cf. [17], p. 234), que, pour toute suite équicontinue T; € E*, tendant vers 0
dans Ey, ¢(TT;) tende vers 0. Or, si Tye by, pour tout ieN et si les Ty sont tels
que

T](;b Ceal’“,’ak, V]CEN,

)TIO
il existe %y tel que
V]ge(y.l,,“’akc bq(l)

pour tout k == ko et, quel que soit ¢ > 0 fixé,

q ( Z e TrCe) < Z 27k L ¢f2
=Ty li=To

pour ky assez grand, quel que soit Tj.
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D’autre part, comme les T} sont continus de E; dans F,
ke—1
q( Z prTrCi) < ef2
k=1
et, de 1&, ¢(TT;) < e, dés que i est assez grand.
Le réseau Z' est donc de type € et il est immédiat qu’il est strict.
Supposons & présent # de type € et F sq-complet.

Adoptons les notations du cas précédent et montrons cette fois que la série (*)
est de Cauchy dans F.

Si Tebs et si

m
b € Leay, oy VEEN,
on a
Vieay, ..o C be(1)

pour k assez grand et, si on prend b,(1) fermé,

VkT]gC (SR <ey_1,_”’(/_k> C b:l(l),

d’ont

q (z uaTHT) < Z 2% > ()
k=r 7

=
si inf (7, s) = co.
Comme F est sq-complet, la série (*) converge donc dans F.
On poursuit alors la démonstration comme dans le cas précédent.
b) Soit & présent E limite inductive stricte des E,.
On démontre que

LE,T) = O 0 [(B), F],

n=1

*

ol les 7, sont des opérateurs linéaires continus de &y [(E,),, F] dans &y(E], F),
quel que soit 7.

On conclut alors en appliquant a).

Définissons les 7.

Soit T e.Z [(Ey);, F]. On appelle 7, T opérateur qui, & tout T e E*, associe
Pimage par T de sa restriction & H,, qui est une fonctionnelle lindaire continue
dans E,. L'opérateur 7,T est visiblement linéaire et continu et il est immédiat que
T, est un opérateur lindaire de &y [(E,);, F] dans Zy(E, F). Montrons qu’il est
continu. Tout borné &Z de E; est équicontinu, donc P'ensemble %, des restrictions
& B, des T e est équicontinu dans (E,)* et a fortiori borné dans (E,);. De la,
pour toute semi-norme g de F,

sup ¢(t,TT) = sup ¢(TT)
Teh TeBn

ol le second membre est une semi-norme de % [(E,);, F].
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11 reste & voir que

LB, F) = Ulfnf [(En) F.
n=

Soit T continu de E; dans F.

Tl existe ng tel que T s’annule dans le polaire Eﬁo de By .

En effet, si ce n’est pas le cas, il existe, pour tout n, Ty € Ky, tel que TT, 0.
Il existe alors une semi-norme g, de F telle que ¢,(TT,) 7 0. Si ¢ est une semi-
norme qui majore la suite ¢, ainsi déterminée, on a encore ¢(TT,) 7 0 pour tout n
et, quitte & multiplier les T, par des constantes convenables, on peut supposer
que ¢(TT,) = 1 pour tout n.

La suite T, est équicontinue dans E. En effet, elle est équicontinue dans chaque
B, puisque seuls T1, ..., Cp1 ¥ différent de 0. De plus, elle tend vers 0 dans E;:
pour tout f, Tp(f) = 0 des que E,, contient f. Donc elle tend vers 0 dans E;, ce qui
exige que q(TCn) tende vers 0. (*)

Définissons alors T”o de la fagon suivante. Soit Ce E*0 Il existe une semi-
norme pn, de Ey qui majore T. Comme la limite inductive est stricte, il existe
alors une semi- norme p de E qui majore T dans E, . Donc, en vertu du théoréme
de Hahn-Banach, on peut prolonger T par une fonctionnelle T’ e E*. On pose

T,,C = TT".

La définition a un sens, car la valeur de TT’ ne dépend pas du choix de T : si T’
et T prolongent T, T'—T” e By et TT =TT

L’opérateur T’lo ainsi défini est visiblement lindaire. Il est continu de (En Vo
dans F. En effet, soit ¢ une semi-norme de F. En vertu du théoréme de Banach-
Dieudonné, pour que ¢(Ty, T) soit majoré par une semi-norme de K, il suffit que
q(Ty, Ti) tende vers 0 pour toute suite T; équicontinue et convergeant vers 0 dans
()

Prolongeons les T; par T}, équicontinus dans E*. Si

q(Tn Ti) = g(TT;) + 0
‘quand {— oo, il existe ¢ > 0 et une sous-suite T}, tels que
q(TT;,) =<, VEeN.

Comme les T, sont équicontinus, on peut en extraire une sous-suite Ty, conver-
gente dans E. Soit T’ sa limite. On a T' € Eg,

T'(f) = lim Ty, (f) = lim f%,(]‘ =0, V/ € By,
Or Te ZE,, F), dou
q(TTj,)—¢(TT') = 0,
ce qui est absurde.

On a donc bien T = 1, T,, , avec T,Z e [(E, )c, F], d’ott la conclusion.

Commentons brlevement I hypothese sur F:a toute suite qn € {q}, il correspond
ge {q} et Cp > 0 tels que

gn(g) < Cr q(g), Vg F, VneN.

(*) Cette partie de la démonstration s’inspire d’'un lemme de Grothendieck ([*°],
lemme 5, p. 85).
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ProrositioN 1. — Elle est vérifide
a) st F est normé,

b) st T est de type (DF) et, en particulier, st F = B;, oo E est & semi-normes
dénombrables,

¢) st ¥ = E}, on E est & semi-normes dénombrables ou si ¥ = B, ou E est de Fréchet,
d) si I est limite inductive d’une suite d’espaces qui la vérifient.

a) C’est trivial.

b) Cest le lemme 2, p. 64, [18], de Grothendieck.

¢) Siles K; sont compacts dans E et si p;, 2 €N, sont les semi-normes dénom-
brables de E, fixons A; > 0 tels que

7\;I§z C bpi(l/i), VieN.

On voit facilement que

est compact dans E.
On a alors

1 .
sup | T() | < 3-sup | TG) |, Vie N,
feKy i fek

Si les K; sont faiblement compacts, K est faiblement compact. Si, en outre,
E est de Fréchet, (K> est faiblement compact avec K, ce qui régle le deuxiéme cas.

d) Soit E limite inductive des B, et soit 3; une suite de semi-boules ouvertes
de centre 0 dans B :

w
B =0 o,
n=1

ou les b?l) sont des semi-boules ouvertes de centre 0 dans E,,.
Pour tout n €N, il existe une semi-boule b et des A > 0 tels que

b 5 A Mpm Fie N,
12 1
Posons

vy = inf (M

i<n

et soit

B = (U vb™>,

n=1
Quel que soit ¢, 8; absorbe B. De fait, d’une part,
b 5 NMHM 5 v, 5™, Vi == 4.
D’autre part, il existe A > 0 tel que
b 5 hvy, b,
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pour © =1, ...,7—1. Done
o . w° .
B; = (U bM> oinf (1, 1) (U v b®) = inf (1, A)B,
n=1 ' n=1
ce qui démontre la proposition.
Voici encore quelques remarques simples sur les espaces d’opérateurs qui per-
mettent de compléter les résultats précédents.
DfrmrrioN. — Désignons par Fg ’espace F muni des semi-normes

sup | 2(g) |, (*)
2¢%

ot # parcourt Pensemble des bornés de .

On voit facilement que, [si F est séparable par semi-norme], ¢’est l'espace F7
introduit p. 22. De fait, si @ est absolument convexe, fermé et bornivore, son polaire
®2 est borné dans Ej et la semi-norme associée & ® est ’expression

sup | T(f) |-

Teol

Inversement, (*) est visiblement une semi-norme de Kj.

Levme 1. — L'opérateur J, défint par
JT = T*,
est liméaire et continu
— de Ls(B, F) dans Ls(F;, EY),
— de Lu(E, Fg) dans Lu(F}, E}),
— de Z (B, F) dans L(F:, EY), si I' est Pensemble des parties équicontinues de F*.
On note d’abord que, si Te Z(E, F), T* est continu
— de F; dans Ej,
— de F} dans Ej,
— de F; dans E}.
De plus, Z (B, Fg) c Z (B, F).
De 13, il est immédiat que J est un opérateur linéaire entre les espaces indiqués.

11 reste & s’assurer qu’il est continu.
Soient 2, ..., 2 € F*. 1l existe une semi-norme ¢ de F et C > 0 tels que

| 2i(9) | < Cqlg), Vge F, Vi < m.

De 13, quels que soient fi, ..., fr€ B,
sup sup | (T*2y)(f;)) | = sup  sup | 2(Tfy) |
j=1,...,n i=1,...,m j=1,..,n i=1,..,m

<C sup q(Th),

J=L, ..,n

ce qui régle le premier cas.
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Soient & un borné de Fj et B un borné de E. On a

sup sup | (T*2)(f) | = sup sup | 2(T)) |,
2e% feB feB  2ex
ol le second membre est une semi-norme de Z,(E, Fg), d’ott le second cas.

Le dernier cas est immédiat.

LeMME 2. — 81 F est sq-complet ouw s'il est tonmelé, Uopérateur J est continu
— de L5(E, Fg) dans Ly(F;, E;)
— de L (B, Fg) dans Lp(F, E).

1l suffit de noter que tout borné # de F; ou de F: est alors borné dans Fj.
Si F est tonnelé, ¢’est immédiat puisque & est équicontinu.

Si F est sg-complet, on note que

{geF sup | 2() | <1}
2eR
est un tonneau de F. Il absorbe donc les bornés de F et, de 1a, & est borné dans F}.

LevumEe 3. — 81 E est évaluable [et F @ semi-normes représentables], on a

LELE) =FLFLE) e LE,T) =L, Fp)

8

et J est défini de L (B, F) sur L (¥, E;).
Si, en outre, (F})* =F, on a aussi

L(F;, Bp) = Z(F}, E})

et J est défini de £ (E, F) sur L(F}, E}).

Démontrons d’abord que J est défini de £ (E, F) sur Z(F;, E}). SiT' € Z (¥}, E}),
pour tout fe E, la loi qui, & 2 e F*, associe (T'2)(f) est une fonctionnelle linéaire
continue dans Fj, donc elle a la forme 2(gy) out gr est déterminé univoquement
dans F. Posons Tf = gy. L’opérateur T est linéaire de E dans F et a pour adjoint
T* = T'. Comme E est évaluable et que T" € L (F;, E}), T est continu de E dans F.
Done T = JT, avec T Z(E, F).

C’est un fait général que F(F;, E)) = L(FL, EI) : on a L(FL E) > ZL[(Flas
(ENa] = Z(F;, B). Réciproquement, si T’ € Z(F;, E}), il s'éerit T = T*, avec
T e ZX(Eq, Fy). Comme I'image par T de tout compact absolument convexe de B,
est un compact absolument convexe de F,, on a alors T' € £ (FL, EI).

Enfin, on a Z(E, F) = Z(E, Fp). De fait, si Te L(E, F) et si & est borné
dans F}, 'ensemble

{f:sup | 2(Tf)| <1}
2e%B

est absolument convexe, bornivore et fermé dans E, donec il est d’intérieur non
vide et T est continu de E dans Fy.

Supposons & présent que (Fj)* = F. Démontrons que J est défini de .Z(E, Fg)
sur Z(F;, B}). Soit T’ € L(F}, E}). La loi qui, & 2e T, associe (T'2)(f) est une
fonctionnelle linéaire continue dans Fj, donc elle s’écrit (T'2)(f) = 2(gy), ol gr est
univoquement déterminé. Posons Tf = gr. Comme E est évaluable, T appartient
a Z(E, F) = Z(E, Fg), d’ot la conclusion.

76



Ces lemmes permettent de déduire des théorémes qu’on vient de voir les énoncés
suivants.

PROPOSITION 2. — Soit B de Banach ow limite inductive d’une suite de tels espaces
[et soit B & semi-normes représentables].

a) Si F est o réseau strict, Ls(Fy, By) et Lp(F;, ) sont & réseaw strict.

b) Si F est sq-complet et & réseau strict, Lp(Fy, Ey) et &£ o(F2, BL) sont a réseaw
strict.

c) Si F est & réseau strict et si (Fy)" = F, Lp(Fy, By) est @ réseau strict.

En appliquant les lemmes, comme E est évaluable, on voit que chacun des
espaces considérés est image par 'opérateur continu J de Zu(E, F), qui est & résean
strict en vertu du théoréme 1, p. 65.

PropositIoN 3. — Supposons
— T de Fréchet ou limite inductive d’une sutte d’espaces de Fréchet,

— F sq-complet et & réseaw de type € ou tonnelé et limite inductive d’une suite d’espaces
sq-complets et & réseaw strict [et soit, en outre, F & semi-normes représentables).

Alors Lo(F:, EL) et Lyp(F% BL) admettent un résean de type €.
Si, en outre, (F})* = F, Ly(F;, B}) admet un réseaw de type €.
Enfin, si F admet un réseau, constitué d’ensembles absolument convexes et sq-fermés,
les espaces d’opérateurs considérés sont & réseaw strict.

On part ici du théoréme 2 et des lemmes précédents.

2. Produits tensoriels

Les produits tensoriels s’interprétent comme des espaces d’opérateurs linéaires.
Ceci fournit une voie d’approche pour y déterminer I’existence des réseaux.

Rappelons d’abord comment EQ.F peut étre assimilé & un espace d’opérateurs.

Nous ne mentionnons que les résultats essentiels. On se référera par exemple
& L. Schwartz [46], exposé n° 8, pour une étude détaillée de la question.

PROPOSITION 4. — Le produit tensoriel EQF peut éirve interprété comme un
sous-espace de Lp(BL, F), muni du systéme de semi-normes indutt par cet espace,
T désignant Vensemble des parites équicontinues de E*.

PrROPOSITION 5. — L'espace L (B, F) est complet (vesp. sg-complet) si E et F
sont complets (resp. sq-complets) [et séparables par semr-norme).

Supposons E et F sq-complets et soit T, une suite de Cauchy dans Zr(EL F).
Pour tout T e B*, la suite T,,C est de Cauchy dans F. Appelons TT sa limite.
L’opérateur T est visiblement linéaire de E; dans F.

Pour qu’il soit continu, il suffit qu’il soit continu de E dans F,. En effet, son
adjoint T* est alors défini et continu de T} dans E,, done il transforme les polaires
des semi-boules de F, compacts absolument convexes de Fy, en compacts absolu-
ment convexes de E,. Il suffit done d’établir que la fonctionnelle linéaire dans BE*,

T(T) = 2(T7T), 2 € F*,
est du type T(f), avec fe B.
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*

Powr tout m, fy, =T,

9 est tel que
D(TpT) = T(fy), VT e E*,
La suite f est de Cauchy dans E, car, si 2 C b5(1),
pfr—fs) = sup | 2 (T, — Ts)(T)] | < Csup g [(Tr — Ts)(T)].
Tebl Tebly
Soit f sa limite. On a
2(TT) = lim 2(T,T) = lim T(f,,) = T(f), VT € E*.

d’olt la conclusion.
Si E et F sont complets, on procéde de fagon analogue (cf. [48]).

Prorosirion 6. — [Soient E et F séparables par semi-norme).

Lespace £ (E,,, F) est fermé dans Lp(E:, F).

De la, il est complet (resp. sq-complet) si E et F sont complets (vesp. sq-complets).
Soit T appartenant & 'adhérence dans Zn(EZ, F) de L(EX, F).

Pour qu’il soit dans Z(E;,, F), il suffit que T*, défini de F* dans E, transforme
les polaires des semi-boules de F en compacts de E.

Soient ¢ une semi-norme donnée dans F et b2 le polaire de b,(1). Pour p et
e > 0 fixés, il existe T, , € L (B, F) tel que

4724

sup sup | 2 [(T — Te,5)T] | = sup ¢ [(T — Te,,)(T)] < /2. (*)

A A A
Cebp 2eb 7 Cebp

Pour ce T.,p, T;,, est continu de F}, dans E. En effet, T, , transforme tout b3,
compact absolument convexe de E;, en compact absolument convexe de F.

Soit
p(T;,2) < Cn(2), V2 € F*,
ot © est une semi-norme de F},. Il vient alors
P(T*2) < p [(T* — T2, )(2)] + p(T%,2)
<e/2+Cr(2) <L
si 2 e b et m(2) < £/(20).

De la, T* est continu de 62 muni de la topologie induite par F;, dans E et,
comme by est compact dans Fy,, T*b2 est compact dans E.

ProrosiTION 7. St E et F sont complets [et séparables par semi-norme], le
produit tensoriel complété BQF peut étre assimilé & wn sous-espace linéaire fermé
de L1(B;, F) et de LL(EL F).

Cest immédiat puisque ces espaces sont complets.

REMARQUE. — Si on suppose seulement E et T sq-complets, on ne peut plus
affirmer que EQ.F est contenu dans Zr(B;, F) ou Zp(EL T).

Toutefois, les exemples usuels d’espaces qui admettent un sous-espace dense
de type EQ.F vérifient cette propriété.

Ainsi, si B est sq-complet [et séparable par semi-norme], Cr(Q ; E), espace
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des fonctions % fois continfiment dérivables de 'ouvert Q dans E, est un sous-espace
fermé pour les suites de . [Er,, Cx(Q)].

La propriété analogue pour Dy(K ; E) et Si(E, ; E) est également vraie (cf. [12],
p. 167 et 168).

A partir des propositions précédentes, on obtient facilement des exemples de
produits tensoriels munis de réseaux de type € ou de réseaux stricts.

TrEOREME 4. — [Soient E et F séparables par semi-norme].

a) 81 K est de Fréchet et si F est complet et admet un réseaw de type € (vesp. strict),
le produst tensoriel EQF admet un réseau de type € (vesp. strict).

b) C’est encore vrai si B est limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet
et si F est complet, admet un réseaw de type € (vesp. strict) et est muni d’un systéme

de semi-normes {q} tel qu'a toute suite gy € {q} correspondent g€ {q} et C, >0
tels que

gn(9) < Cpn q(g), Vg F, Vne N.

Si E est de Fréchet ou limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet,
Penveloppe absolument convexe fermée d’un compact de B est compacte, donc
E, =E,,.

Or, vu le théoréme 3, p. 70, Z»(E;, F) admet un résean de type ¥ (resp. strict),

b . : *
done c’est vrai aussi pour Zn(E,, F).

En outre, E et F sont complets, donc EQ.F est un sous-espace fermé de
ZL(E;,, F) et il admet par conséquent un réseau de type % (resp. strict).

THEOREME 5. — St E est de Fréchet [et séparable] ou limite inductive d’une suite
de tels espaces et si ¥ est complet et & réseau de type €, les produits tensoriels BE,QF
et EZ@EF admettent un réseau de type €.

Pour qu’ils admettent un réseaw strict, il suffit

— st B est de Banach ouw limite inductive d’une swite d’espaces de Banach, que F
admette un réseaw strict.

— dans le cas général, que F admette un réseau formé d’ensembles absolument convexes
et sq-fermés.

*
ca

Comme E est bornologique, E,, est complet et, de plus, (E,,);, = E. Puisque F
est aussi complet, c’est encore le cas pour &, (E, F) et E:wésF est un sous-espace
fermé de &, (E, F).

Or, par le théoréme 2, p. 68, (B, F) admet un réseau du type indiqué dans
énoncé, done aussi EX,Q.F.

D’autre part, comme I est complet et E bornologique, 'espace £y(E, F) est
complet. De la, E;@EF est un sous-espace linéaire fermé de Zy(E, F), d’ott la con-
clusion, en procédant comme pour E:[L®5F.

REMARQUE. — Compte tenu de la remarque p. 78, on peut améliorer les résultats
précédents en supposant seulement les espaces sg-complets plutét que complets.

Nous ne connaissons pas d’énoncé général qui rende compte de ce fait. Toutefois,
, C . . p . " A
Iexamen des cas particuliers conduit sans difficulté au résultat souhaité. Il est méme
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souvent plus facile de déterminer d’emblée un réseau dans le produit tensoriel
étudié que d’exploiter les mécanismes développés ci-dessus.

Traitons un exemple concret.
Prorosrrion 10. — 81 K est sq-complet et admet un réseau de type € (resp. strict),
Vespace Cp(Q ; B) admet un réseaw de type € (vesp. strict).
Soit
A = {enl,.,,,nk tkyong, ., npeNG

un réseau de E. Supposons-le strict et soit, par exemple, p infini.

Désignons par K, une suite de compacts d’intérieur non vide croissants vers Q.
Les semi-normes de Cp(€2; E) sont alors les expressions

sup sup p [D¥(x)],neN,pe {p},

€Ky |a|Sn
ou {p} désigne I'ensemble des semi-normes de E et |« | I'ordre de la dérivée D,

Pour tout nelN et tout f(x)e Cy(Q); E), I'enveloppe absolument convexe
fermée B,(f) de

{Dif(x) e Ky, |a| < n}
est sg-compléte dans I5. Dés lors, par le corollaire 2, chap. ITI, p. 54,
— il existe n1 €N et C; > 0 tels que
Bu(f) c Cren,,
— 81 By(f) c Cy €,y il existe ng €N et Cpia > 0 tels que
Bu(f) € Cra1 en,.ony-
On peut méme supposer que les Gy sont tous égaux & 1, quitte & modifier # (of
proposition 3, chap. 1, p. 16).
11 est alors immédiat que les ensembles

Cf)@n = {{(x) e Cp(Q; E): B (f)cenl}’
g = D0 D) Bt Bl o),

avec la renumérotation habituelle des indices, constituent un réseau Z' de Cp(Q2 ; E).
Ce réseau est de type ¥.
De fait, soient

fx) e g’ﬂl: fa(x) € gnl,(nz,n{),
et soient
Vi = 7\1, Vg = inf (7\2, 7\1), caey

ol Mg, Ay ... sont les suites associées respectivement & nyg, ny, ... dans Z.

Comme Cpy(€2; E) est sqg-complet, il suffit de prouver que la suite vgpfxp(x) est
bornée dans Cp(2; E).
Or, quel que soit n, vu le choix des fg, il existe une suite mz e N telle que

Bn(flc) C VECm,,...omy;
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dés que k est assez grand. Quitte & augmenter encore k, on a aussi, pour p donné,
Ve, ...,my C bp(1).
Done, au total,

sup  sup p [Dvefe(@)] <1

weky |a|<n
pour k > k(p, n) et, comme P'ensemble {vifr(®): %k < k(p, n)} est fini, donc borné,

sup sup p [Divifr(z)] < C, VekeN.

zeKy |o|<n

On vérifie sans difficulté que %’ est un réseaun strict.

Si le réseau # est seulement de type ¥, il faut remplacer les conditions
« Bn(.f)cenlw,nk » par « ].E.l; re\stnctlon de Cnyeneynyy & Penveloppe linéaire de By(f)
munie de la norme associde & B,(f) n’est pas maigre dans cet espace et

Bulf) c Leny,.ccmpe)

en utilisant le théoréme 1, chap. III, p. 48.
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