APPENDICE

LIMITES INDUCTIVES
D’ESPACES LINEAIRES A SEMI-NORMES

On développe ici une théorie des limites inductives dénombrables assez générale
pour unifier les limites inductives strictes de J. Dieudonné et L. Schwartz (['*]), les limites
inductives de J. S. BE. Silva ([**]) et les généralisations de celles-ci ([*], [22], [?°], [%°]).
On démontre quelques propriétés des bornés qui échappent & ces différents cas et qui
unifient et précisent certains résultats obtenus dans les chapitres précédents.

1. — Soient E, une suite d’espaces linéaires & semi-normes [séparables par
semi-norme] et tels que, pour tout n,

— E, soit un sous-espace linéaire de Ky,
— T’opérateur identité de E, dans E soit continu,
'3 n+l
Appelons E T'union des E,. Cest visiblement un espace linéaire.
Soit 7 une suite formée en choisissant une semi-norme dans chaque B,
T = (1)17 D2, ):

et v une suite de constantes positices cy.

ProrosiTION 1. — a) L’expression
Prolf) = inf > upalfa)
‘ f_(n)fn (n)
fn€Bn

est une semi-norme de E, si la borne inférieure porte sur toutes les décompositions
finies de £ en éléments appartenant aux différents By, (*)

b) Les semi-normes pr,y associées & toutes les suites w et vy forment un ensemble
Sfiltrant de semi-normes.

¢) La semi-boule ouverte de centre 0, de semi-norme pr~ et de rayon 1 est Uen-
semble

<,§1 by, (1/en),

ou les semi-boules by, (1[cy) sont prises ouvertes.

d) Soient T une fonctionnelle linéaire dans B, T® sa restriction & chaque BE,.

(*) Nous indiquons que les sommes considérées sont finies en plagant I'indice sous ¥
entre parenthéses.
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On a
LT | < prylf), VI€E,
81 et seulement st
| TO(f) | < cupuly), Vi€ By, Ve N.
De plus,

1
1T oy = sup =[] T g,

La démonstration des points a), b) et c) est facile et ne sera pas reprise ici (cf.
par exemple [17], chap. VIII).

Démontrons d). La condition est évidemment nécessaire :
[T | < Prylh) < cupalf), Vi€ By, Vne N.
Elle est suffisante. De fait, quelle que soit la décomposition f = Z fn, de

. (n)
| TO(fn) | < capalfn), VREN,

on déduit

[C() 1< D cupalfa)
()
et, comme la décomposition choisie de f est arbitraire,

| T | < prlf)
Enfin, pour établir 1'égalité proposée, on note que

TN 1< D 1T | < D1 E Iy, palfa)

(n) (n)
1 —
< (sup — || T™ Hp Z CnPu(fn)
n Cn )

quel que soit [ = N fn, d’ont
&

1
| T | < (sup — 1| TW 1) prsl), ¥ € B,
n n
et
1
1€ [l < sup [ T |Ip,.
n (3
Inversement,
| SO | <1 Ty el < I € g apald), Vf € B
d’ont

1
— 11 T [|, < || Tllp, ,, VnEN,
7
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2. — DfrNTION. On appelle limite inductive des E,, Lespace E muni des
semi-normes pr ,, pour autant que celles-ci constituent un systéme de semi-normes
de E.

Pour cela, il faut que ces semi-normes séparent K.

Voici une condition suffisante pour qu’il en soit ainsi.

(Yest une amélioration des lemmes 3, p. 450 et 4, p. 453 de [1].

PROPOSITION 2. — 81l existe une suite d’ensembles absolument convexes By C By,
croissants avec n, tels que

— By contienne une semi-boule de R,
— By soit fermé dans Hyio,
— dans By, Vopérateur identité de Eyio dans (Ep41)g soit continu,

alors la limite inductive des B, est séparée.

Etablissons d’abord un

LemME. — L’intersection avec Bp d'un fermé absolument convexe de By est
fermée dans By quel que soit ¢ > n - 1.

Soit B = F' N By, out F’ est fermé dans By

Comme B’ est absolument convexe, il est faiblement fermé dans Ej,y1.

Vu Phypothése, F est alors fermé dans 3, pour les semi-normes induites par Ey .
Comme B, est fermé dans Eyie, F est fermé dans Eyo.

On passe de proche en proche au cas général : I est maintenant fermé dans
Epie et contenu dans Buaa, car By, C Bpir. 11 est done fermé dans Ej,.3, et ainsi de
suite.

Passons & la démonstration de la proposition 2.

Soit g £ 0 dans E. Il existe une suite d’ensembles Fy, n > 1, absolument
convexes et fermés dans E,+1, emboités en croissant et tels que
— g¢ ¥
— T, c Baus

— Fu 0 by, semi-boule de Ey,.

On les construit de proche en proche.
Déterminons Fy. Tl existe une semi-boule bg de Eg telle que ¢ ¢ bz. On peut
la supposer fermée dans Eg. Alors
Fo=baN Bl

est fermé dans Es, vu le lemme. Il contient une semi-boule de E;. De fait, la restric-
tion de bg & Ey contient une semi-boule B; de Ej. Il existe alors b1 contenu dans
B1 N By done tel que by C Fa.

Supposons F,, déterminé. Comme il est fermé dans E,4 et ne contient pas g,
il existe une semi-boule by+; de By telle que

g ¢ Fn + 2bn+1

d’out
g¢ T+ by ™
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A fortiori

9¢ Fp £ bprn) "1 O B

Appelons F,41 U'ensemble du second membre. Il est fermé dans E,i9, vu le
lemme. Il est absolument convexe et contient F,, car F,cCf,. Il contient une
semi-boule b, de E, : il suffit de choisir b, C by M B

@D
Comme les F,, sont emboités, U F,, est absolument convexe. Or il contient b,
n=1
pour tout %, done il contient

<U b’)l>,
n=1
semi-boule de E si on prend les semi-boules b, ouvertes (cf. ¢), p. 130).

Cette semi-boule ne contient pas g, done il existe une semi-norme p, . telle
que Pry(g) 7 0 et les pr,, séparent E.

ProrosiTION 3. — Sous les hypothéses de la proposition 2, pour tout borné B
de B, il existe A > 0 et ne N tels que B C A\By.

Si ce n’est pas le cas, quel que soit n, il existe g, € B tel que g, ¢ np,. Comme
B est borné, la suite g,/n tend vers 0 dans E.

On va montrer qu’il existe une semi-boule § de E, de centre 0 et ne contenant
aueun ¢g,/n. C’est absurde, donc il faudra que B c nf, pour au moins un .

Posons f,, = ga/n.
On détermine de proche en proche une suite d’ensembles F,, n > 1, absolu-
ment convexes et fermés dans H, 41, emboités en croissant et tels que

— fi ¢ Fy, Vi< m,
— Fy B,
— F; 0 bp—1, semi-boule de E, ;.

On pose Ty = £4.

Soit F,, déterminé. Il est fermé dans K, 41 et ne contient pas fi, ..., fp—1. Comme
il est contenu dans B, il ne contient pas f,. Il existe done une semi-boule b,4; de
Ep4 telle que

fl> (ER fn ¢ Fn + an%—l
et

fl; LRRE) f1z §é Fn + bn+1En+l~

Pour les f; € Eyq1, cela résulte de la fermeture de F,, pour les autres, du fait
que

1 1 Ept1
Fyp 4 bpr " € Epar

On a encore

T 1 7 . \En
fis coos fu @ (B + b)) ™00 B
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Appelons ¥, Pensemble du second membre.
Il contient ¥, puisque F, C .
Il est fermé dans E,.e vu le lemme.

Il est absolument convexe; il est contenu dans (3,49 et enfin, il contient une
semi-boule b, de E,. Il suffit de prendre b, C bps1 M By.

Les I, étant déterminés, posons
W
F= uU F,
n=1

L’ensemble F ne contient aucun f,. Or il contient une semi-boule b, de chaque
E, et, comme il est absolument convexe, il contient

[ee]
(U by,
n=1
semi-boule de E si on prend les b, ouverts.
REMARQUE. — Les hypothéses de la proposition 2 sont satisfaites s'il existe une
suite d’ensembles absolument convexes Py C By1, croissants avec n, tels que
— Pn contienne une semi-boule de Ey,

— By soit fermé dans By,

— dans By, Vopératewr identité est continu de Ey,1q dans (Ey)q.

D’une part, comme 3, C fy+1, opérateur identité y est continu de E,42 dans
(En+1)a~

D’autre part, 8, est fermé donc faiblement fermé dans E, ;. Or il est contenu
dans B4, ol lidentité est continue de E,ip dans (Epy1)e, done il est fermé dans

B n+2.

3. — La proposition 3 précédente n’apporte que peu de renseignements sur
les bornés de E. Pour obtenir une caractérisation plus précise, il faut introduire
une hypotheése supplémentaire.

ProrosiTioN 4. — 8’6l existe une suite d’ensembles absolument convexes By C Epy1,
croissants avec n, tels que, pour tout n,
— Byn contienne une semi-boule de By,
— By soit fermé dans By,
— dans By, Vopérateur identité soit continu de E dans (Epi1)a,
alors B posséde les propriéiés sutvantes :

a) un ensemble B C B est borné dans B si et seulement st il est contenu dans un Ey,
et y est borné.

b) toute suite convergente dans E est contenue dans un B, et y converge faible-
ment.

¢) toute suite de Cauchy dans E est contenue dans un Ey et y est faiblement de
Cauchy.

d) tout ensemble compact, précompact ou extractable dans E est contenwu dans un E,
et y est faiblement compact, précompact ou extractable.
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e) toule suite trés convergente dans B est contenu dans un B, et y est trés con-
vergente.

f) tout ensemble trés compact dans E est contenu dans un By, et y est trés compact.

Démontrons a).

Comme I'opérateur identité de E, dans E est visiblement continu quel que
soit n, les hypothéses de la proposition 3 sont vérifiées, donc B est contenu dans
un nfy.

Dans nf,, lopérateur identité est continu de E dans (Ep41)a. Alors B est borné
dans (Ep1)q.

De fait, pour toute semi-norme p de (y41), et tout € > 0, il existe une semi-
norme 7 de E et % > 0 tels que

() < fenBy > p(f) <.

Soit
sup n(f) < C.
feB
Si C<,
sup p(f) <e.
feB
SiC >,
fe.gB = n(f) <, fenRn = p(f) <e,
d’ott
c
sup p(f) < - e.
feB n

Par le théoréeme de Mackey, B est alors borné dans E,.;, d’ott la conclusion.

Démontrons & présent b), ¢) et d).

Toute suite convergente et sa limite, toute suite de Cauchy, tout compact,
extractable ou précompact de B sont bornés dans E.

Deés lors, ils sont contenus dans un E, et y sont bornés. Ils sont done contenus
dans un nf3,. Dans celui-ci, 'identité de T dans (E,.1)s est continue et méme uni-
formément continue.

De la, la propriété de la suite et de I’ensemble vis-&-vis des semi-normes de E
est encore vraie vis-a-vis des semi-normes de (Ej.11)g.

Démontrons enfin e) et f).

Si la suite f;, est trés convergente ou si K est trés compact dans E, il existe
un compact absolument convexe Ky de E tel que fy (vesp. K) converge (resp. soit
compact) dans EKo'

Or Ky, compact de E, est contenu dans un E, et y est faiblement compact,
donc borné. Dés lors, 'opérateur identité de Ex dans E,, est continu et, comme B K,
est de Banach, la suite f,, (resp. I’ensemble K) est trés convergente (resp. trés com-
pact) dans cet K.
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4, — On peut encore renforcer hypothése sur les K.
Voici d’abord une remarque utile.

LeMME. — L'opératewr identité de (Ey)q dans By est continu quel que soit n.

En effet, il résulte de la proposition 1, d), p. 130, que la restriction & K, d'une
fonctionnelle linéaire continue dans B est une fonctionnelle linéaire continue dans
cet K.

PROPOSITION 5. — 81l ewiste une suite d’ensembles absolument convexes By C Hp41,
croissants avec n, tels que, pour tout n,

— By contienne une semi-boule de By,
— By soit fermé dans Kpya,

— dans chague By, Vopératewr identité de B dans Byt (vesp. de By dans (Ep+41)a) sout
contin,

Vespace E posséde les propriétés sutvantes :

a) une suite converge dans E (resp. dans By) st et seulement si elle est contenue
dans un B, et y converge (resp. y converge faiblement).

b) une suite est de Cauchy dans E (vesp. dans Bq) st et seulement si elle est con-
tenue dans un By, et y est de Cauchy (resp. faiblement de Cauchy).

c) un ensemble est compact, extractable ou précompact dans B (rvesp. dans Eq)
si et seulement si il est contenu dans un B, et est compact, extractable ou précompact
dans By (vesp. dans (Ey)a).

Les conditions nécessaires se démontrent comme dans la proposition 4.

Pour les conditions suffisantes, il suffit d’appliquer le lemme ci-dessus.

5. — Examinons quelques exemples de limites inductives et d’abord, traitons
le cas des limites inductives hyperstrictes.

DEFINITION. — On dit qu'une limite inductive est stricte si, pour tout =, le
systéme de semi-normes induit par E,; dans E, est équivalent & celui de E,.
Elle est hyperstricte si elle est stricte et si chaque E, est fermé dans Ep4.

ProrostTioN 6. — St la limite inductive est stricte, quel que soit n, le systéme
de semi-normes induit par E dans By, est équivalent & celui de By.

Soit b, une semi-boule arbitraire de E,.

On détermine de proche en proche une suite de semi-boules b; de E;, 7 > n,
telles que by 5 byt N By eb by o bya N Ey, pour tout ¢ > n.

D’autre part, pour tout ¢ < n, il existe une semi-boule b; de E; telle que b; C by,.

On a alors

oo
(U by N By = by,
=1

De fait,

< U bi> = <U bi>
i=1 t=n
P

P
={Zeifi:fiebi,e@o,Zei:1,p>n}.

i=n =N
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V4
Soit Z 0;/; un élément de cet ensemble et supposons qu’il appartienne a E,.

i=n

Alors

p—1

Opfp = i 0ifs — Z 0if; € Ep—1

i=n i=n
et
fp€bp N Ep1C by
De méme,
Opfp + Op-1fp-1C (Bpa + 0p)bp1 N Ep2C (051 + 0p)bp-2.
En poursuivant le méme raisonnement, de proche en proche, on arrive a

EX v,
Z 0:f: € ( Z 0:)bn = ba.

P=n =0

COROLLAIRE. Les limates inductives hyperstrictes satisfont aux hypothéses de
la proposition 5. D’ow lewrs propriétés.

6. — Soit E la limite inductive d’une suite d’espaces de Banach E, tels que,
pour tout n, la boule unité b, de E, soit contenue dans un compact de E,1.

DfFmnrrioN. — Une telle limite inductive est appelée limite inductive de Silva.

ProposITION 7. — Une limite inductive de Silva vérifie les hypothéses de la pro-
position 5. D’ow ses propriétés.

De fait, soit B, l'adhérence de b, dans E,.1.

C’est un compact absolument convexe de Ky Il est encore compact dans
Ej 42, done il y est fermé. Comme il est compact dans E,4q, 'identité de E,yo dans
E,+1 y est continue. De 14, vu la proposition 2, p. 132, E est séparé et les pr v y
forment un systéme de semi-normes. Dés lors, dans 8, I'identité est aussi continue
de E dans E;4;.

Les B, répondent donc aux conditions de la proposition 5.

La limite inductive de Silva posséde des propriétés supplémentaires, lides a sa
nature trés spéeiale. Pour celles-ci, nous renvoyons a [48], [34] ou [17].

Prorosrrion 8. — Soit E la limite inductive d’une suite d’espaces Ey, tels que,
pour tout n, Uopérateur identité de B, dans By soit faiblement compact.

Cette limite inductive vérifie les hypotheses de la proposition 5. D’ow ses propriétés.

Pour tout #, il existe une semi-boule b, de E, et un compact faible absolument
convexe K, de H, tels que b, c K,.

Les ensembles $, = K, vérifient les conditions de la proposition 2, p. 132, si
on les emboite en croissant.

De fait, (3, est faiblement compact done fermé dans E,ys.

L’identité est continue de (Ep41)q dans (Ep40), puisqu’elle est continue de Eyq
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dans Eyi2. De 13, comme K, est compact dans (E,i1), dans K, elle est aussi
continue de (Epis), dans (E,41)q et a fortiori de Epyo dans (Byi1)g.

Dongc la limite inductive de E est séparée.

On note alors que, dans K, I'identité est continue de E, dans (Ey41)q, d’ott la
conclusion.

7. — Si on suppose a priori que la limite inductive des K, est séparée, voici
une autre voie d’approche de ’étude de ses bornés, qui fournit des résultats plus
généraux.

ProrosirioN 9. — Soit E la limite inductive des E,, et supposons-la séparée.

Soit By une suile croissamte de semi-boules des B, successifs. Quel que soit le
borné B de E, il existe C > 0 et n €N tels que

BcCB,"
Si ce n’est pas le cas, il existe, pour tout =, f, appartenant & B et n’appartenant
e 1 . . .
pas & anE. Posons gy = - f,. La suite g, tend vers 0 dans E, puisque la suite
7

fn est bornée.
Pour tout n, il existe T, e E*, tel que .

Calgn) > 1 ot sup [ Talf) | <

€Bn
La suite T, est équicontinue dans E. Il suffit pour cela qu’elle le soit dans
chaque E;, vu la proposition 1, d), p. 130. Or

sup sup | Ty(f) | <sup sup | Ty(f) [ < 1,

n=t  fefy n=t  fefn
d’ott, comme {Ty, ..., Ty } est équicontinu, il existe b; c B; tel que

sup sup | Cp(f) | < sup sup]Cnf | +1 < co.

neN feb; n<i febg

11 existe donc une semi-norme 7 de E telle que
[Tul) | < =(f), VIEE, Ve N,
Dot
< | Calgn) | < 7(g);

ce qui est absurde puisque ¢,— 0 dans E.

Signalons un corollaire utile. C’est un cas particulier d’un théoréme de Kothe
([26], p. 405).

CoroLLATRE. — St E est limite inductive d’une suite d’espaces normés By, et est
séparé, tout borné de B est dans 'adhérence dans B de la boule unité B, d’un Ej,.

De la, le systéme de semi-normes de Ej est équivalent au systéme de semi-normes
dénombrables

sup | T(f) |, ne N.
feBy,

Ainsi, By est limite projective des ()} et 1l est de Fréchet.

138



Si, dans la proposition 9, on prend pour 3, les By, qu’on peut évidemment
supposer emboités en croissant, il vient, pour tout borné B de E,

=T
Bc(CB,"
pour au moins un C > 0 et un n € N. De 14,

sup | T(f) | < O sup | T() |.
feB v ey

Comme les B, sont eux-mémes bornés dans E, ’équivalence annoncée est
démontrée.

Ainsi, Ej est & semi-normes dénombrables et, comme E est bornologique, il est
complet, donc il est de Fréchet.

On peut étendre le corollaire & des espaces & semi-normes dénombrables mais
sous des conditions assez restrictives.

Démontrons d’abord une version un peu généralisée d’un théoréme de Grothen-
dieck ([11], théoréeme 10, p. 85).

ProrosirioN 10. — Soit E la limite inductive stricte d’une suste d’espaces évalua-
bles Ey.

St (Ey), est bornologique powr tout ne N, il en est de méme pour E*, muni du
systéme de semi-normes

sup | T(f) |,
feB

ot B parcowrt Uensemble des bornés des différents Ey,.

Soit B P'espace E* muni de ce systéme de semi-normes et soit ® un ensemble
B : 7 *
absolument convexe qui absorbe les bornés de .

11 existe no tel que Ej c ©.

De fait, sinon, pour tout n, on peut trouver T, ¢ ® tel que T,(E,) = 0. La
suite nTy tend vers 0 dans Eg. En effet, pour tout borné B c E;, nTp(B) = 0 dés
que n > 1. C’est absurde, car ® absorbe les bornés, done notamment la suite Ty, et

{nCTp:neN}cCO = Cnegﬁ)C@

deés que n dépasse C.
Soit alors ®, l'ensemble des T, € E;, qui ont un prolongement Te®.

C’est évidemment un ensemble absolument convexe. Il absorbe les bornés B
de (E, );. En effet, un tel borné est équicontinu puisque En est évaluable. Soit
BcC bA Comme la limite inductive est stricte, il existe une semi-norme 7 de E

telle que
Puylh) < (f), Vf€ By

Alors, par le théoreme de Hahn-Banach, tout T, e C by, ., S¢ prolonge par
TeCba. Or, pour ) bien choisi, Ab2 est contenu dans O, d’ou

A
CB bﬁn C@n
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Comme les (Ej), sont bornologiques, ®n contient une semi-boule de (En, Y
il existe un borné de En tel que

{C%GEW sup ICn <e}c .n *)

On a alors

{TeE*: sup | T | <e}c2o,

ce qui établit la proposition. En effet, si T appartient au premier membre, sa restric-
tion Ty & En appartient au premier membre de (*), done & ®n0.

i ex1ste alms T’ €0, tel que Cn = ‘Cn Cela signifie que T'— T est nul
dans En , ce qui entraine

T—Te®et T=70 -+ (T—CT)e20.

ProrostTioN 11. — Soit B la limite inductive stricte d’espaces By évaluables et
& dual (E,); bornologique. Tout borné B de E est dans Uadhérence dans E d’un borné
d’un Ey.

De la, E; est limite projective des (Ey),, et il est bornologique.

Notons Ej l'espace E* muni des semi-normes associées aux bornés des diffé-
rents K.

Pour établir la proposition, il suffit de prouver que lidentité de E; dans Fj
est un opérateur continu. En effet, pour tout borné B de E, il existera alors B,
borné dans un certain E,, tel que ‘

sup | T(f) | < sup | T(f) |, VT e B,
jeB feB,

soit B ¢ BA, ce qui entraine
=5
Bc B‘L)\V = BO %,

si on prend By absolument convexe.

Or, par la proposition précédente, on sait que Eg est bornologique. Il suffit
done que tout borné de Ej soit borné dans Ej. Si # est borné dans Eg, I'ensemble
des restrictions & E,, des fonctionnelles T € & est borné dans (Ey)j;, done eqmcontmu
dans B, Par conséquent, % est équicontinu dans E* et a fortiori borné dans Ej.

8. — Signalons enfin que les théorémes de localisation du chapitre 111 four-
nissent d’autres critéres de bornation dans le cas oll on sait que B est séparé :

— si E est sg-complet et si les B, sont & réseau strict, tout borné de E est con-
tenu dans un K, et y est borné.

— i les B, sont & réseau strict, tout borné absolument convexe et sg-complet de E
est contenu dans un E, et y est borné, tout ensemble trés compact dans E est
contenu dans un E, et y est trés compact, toute suite trés convergente de B
est contenue dans un E, et y est trés convergente.
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