Collection in-8° Année 1969
Cinquieme série Tome XVIII — Fasc. 2

RESEAUX
DANS LES ESPACES LINEAIRES
A SEMI-NORMES

PAR

Marc DE WILDE
Docteur en Sciences

Nec temere, nec timide

u

Publié avec le concours de la Fondation Universitaire de Belgique,
du Patrimoine de I’ Université de Lidge et
du Ministére de UEducation Nationale et de la Culture



MEMOIRES
DE LA

SOCIETE ROYALE DEs SCIENCES

DE LIEGE

CINQUIEME SERIE
TOME XVITI
FASCICULE 2

RESEAUX
DANS LES ESPACES LINEAIRES
A SEMI-NORMES

par

Marc DE WILDE
Docteur en Sciences

PUBLIE AVEC LE CONCOURS DE LA FONDATION UNIVERSITATRE DE BELGIQUE,
puv PATRIMOINE DE L'UNIVERSITE DE LIEGE mr
pU MINISTERE DE L’EDUCATION NATIONALE ET DE LA CULTURE

SIEGE DE LA SOCIETE :
UNIVERSITE
7, PLACE DU XX AOUT
LIEGE, BELGIQUE



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION

#s—w.m»—'

TUH W bO =

Ot WO DO et

Q0 DO

CHAPITRE 1

Réseaux dans les espaces linéaires 4 semi-normes

. Espaces linéaires & semi-normes

Réseaux de type ¥

. Exemples .
. Propriétés de pelmanence .

CaaPITRE II

Théorémes du graphe fermé dans les espaces a réseau

Théorémes du graphe fermé

. Relations linéaires et variantes des theowmes du graphe fermé
. Nouveaux types de réseaux et apphcatlons
. Relations entre les différents types de réseaux
. Extension & des limites inductives .

N

des théorémes du glaphe formé

CraPITRE III

Théoréemes de localisation et de relévement

. Un théoréme général .

. Réseaux stricts .

. Théorémes de loeahsamon . .
. Suites trés convergentes et ensembles trés eompacts .
. Théoréme de relévement . .

CraAPITRE IV

Réseaux dans les espaces d’opérateurs

. Espaces d’opérateurs
. Produits tensoriels

CHAPITRE V

Quelques applications

. Localisation d’ensembles d’opérateurs

. Théorémes d’homomorphisme

. Un théoréme sur les bases de Schauder

. Théorémes du graphe fermé pour des espaces non bomologlqueq

13
14
18
22

28
33
40
46
47

48
50
53
55
60

65
77

82
87
90
96

N



CHAPITRE VI

Ensembles sousliniens et théoréme du graphe borélien

1. Ensembles sousliniens . . . . . . . . . . . . . 100
2. Propriétés de permanence . . . . . . . . . . . . 102
3. Exemples . . . . . . . . . . . 107
4. Quelques théorémes de categone . . . . . . . . . . 110
5. Théoréme du graphe borélien . . . . . . . . . 117
6. Théorémes de localisation et de 1elevement . . . . . . . 119
7. Nouvelles propriétés de permanence . . . . . . . . . 123
APPENDICE
Limites inductives d’espaces linéaires 4 semi-normes . . . . . 130
BIBLIOGRAPHIE . . . . . . . . . . . . . . . 141
INDEX TERMINOLOGIQUE . . . . . . . . . . . . . 144



INTRODUCTION

Le présent travail est consacré & 1’étude des réseaux dans les espaces linéaires
a semi-normes et & leur application au théoréme du graphe fermé et aux propositions
connexes.

Précisons le contenu de ce mémoire en rappelant rapidement les diverses
améliorations apportées jusqu’ici au théoréme du graphe fermé de S. Banach ([4] (*),
1932). Considérons deux espaces linéaires & semi-normes et un opérateur linéaire
agissant de 1'un, appelé espace de départ, dans l’autre, appelé espace d’arrivée.
Le théoréme du graphe fermé vise & conclure que I'opérateur est continu quand son

graphe est fermé, moyennant des hypothéses convenables sur les deux espaces.

Le théoréme de Banach g’appliquait entre des espaces métriques complets.
J. Dieudonné et L. Schwartz ([15], 1950) I’étendent entre des limites strictes d’espaces
de Fréchet. La méme année, G. Kéthe ([24]) généralise leur résultat entre des limites
inductives dénombrables mais non strictes.

V. Ptak ([37], 1953) constate que le théoréme de Banach est valable pour un
espace de départ tonnelé et introduit, pour 'espace d’arrivée, la notion d’espace
B-complet. Des travaux ultérieurs de A. P. et W. Robertson et V. Ptak notamment
contribuent & développer la théorie des espaces B-complets. Les résultats obtenus
dans cette voie donnent une analyse fine de la démonstration du théoréme du graphe
fermé par le dual, mais n’enrichissent guére ses possibilités d’application. En effet,
on connait peu d’exemples d’espaces B-complets et leurs propriétés de permanence
sont relativement pauvres.

A. Grothendieck ([19], 1955) démontre qu’on peut prendre l'espace de départ
ultrabornologique, I’espace d’arrivée limite inductive d’une suite d’espaces de Fréchet
et le graphe de I'opérateur fermé pour les suites. Il conjecture que son énoncé est
valable pour une classe d’espaces d’arrivée qui contienne, outre les espaces de Banach,
les espaces qui s’en déduisent par les opérations suivantes : produit, somme directe,
limites inductive et projective dénombrables, passage & un quotient et & un sous-
espace linéaire fermsé.

Les premiéres contributions & la solution du probléme de A. Grothendieck
sont dues & W. Slowikowski ([49] et [50], 1961) et D. A. Raikov ([4!], 1966). Ces auteurs
décrivent une classe d’espaces d’arrivée admissibles qui contient les espaces métriques
complets et qui est stable pour les opérations déerites plus haut. Toutefois la défini-
tion de ces espaces est trés compliquée et leur maniement lourd. En outre, le cas
ou le graphe de l'opérateur est seulement fermé pour les suites n’est pas envisagé.

S’appuyant sur sa théorie de la mesure, L. Schwartz ([45], 1966) établit qu’on
peut, supposer l’espace de départ ultrabornologique, I’espace d’arrivée souslinien et
le graphe de 'opérateur borélien. A. Martineau ([31], 1966) démontre le théoréme

(*) Cf. bibliographie.
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de L. Schwartz en n’utilisant que des propriétés de catégorie. Les espaces sousliniens
jouissent de propriétés de permanence assez larges qui permettent d’en fournir un
certain nombre d’exemples intéressants. Toutefois, ils sont nécessairement séparables
et, de ce fait, I’énoncé de L. Schwartz ne recouvre pas celui de S. Banach. En outre,
il ne permet pas de supposer le graphe fermé pour les suites, hypothése essentielle
dans les applications.

Une tentative d’unification des résultats de S. Banach et de L. Schwartz nous
a conduit & introduire les espaces & réseau, qui constituent une classe d’espaces
d’arrivée admissibles plus générale que celle des espaces sousliniens. Ces espaces
s’avérent répondre en tout point & la conjecture de A. Grothendieck. Ils possédent
de larges propriétés de permanence, qui s’étendent notamment & des duaux, des
espaces d’opérateurs et des produits tensoriels. Les exemples en sont nombreux et
g’obtiennent, pour la plupart, par des procédés élémentaires. Enfin la notion de
réseau permet d’améliorer les conclusions du théoreme du graphe fermé et donne
naissance & des propriétés nouvelles de localisation et de relévement.

*
* *

Décrivons succinctement le contenu de notre travail.

Dans le chapitre I, nous introduisons les réseaux de type € et nous en four-
nissons quelques exemples simples. Nous démontrons ensuite qu’ils possédent les
propriétés de permanence qui correspondent & la conjecture de A. Grothendieck.

Le chapitre II est consacré au théoréme du graphe fermé et aux propositions
connexes pour des espaces & réseau de type €. En variant les hypothéses sur le
graphe de opérateur et sur les espaces considérés, on obtient une profusion d’énoncés
que Pintroduction de relations linéaires permet d’unifier. L’hypotheése que le graphe
de Vopérateur soit fermé est, dans la plupart des cas, remplacée par I'hypothése

beaucoup plus simple & vérifier qu’il soit fermé pour les suites.

Un examen précis des démonstrations montre que la notion de résean de type %
peut étre affaiblie de diverses fagons. Nous introduisons les types de réseau corres-
pondant & ces affaiblissements et nous démontrons les théorémes du graphe fermé
et les propriétés de permanence auxquels ils donnent lieu.

Au chapitre III, I’étude des théorémes du type du graphe fermé est poussée
plus loin. Dans leur forme classique, ils expriment qu'un opérateur est continu ou
ouvert, donc ils établissent des comparaisons entre les voisinages des espaces entre
lesquels il agit. En fait, les voisinages d’un des espaces se comparent aux ensembles
du réseau de 1'autre. Cette constatation conduit & deux sortes de résultats : des
théorémes de localisation et des théorémes de relévement qui correspondent respec-
tivement aux théorémes du graphe fermé et de I'opérateur ouvert. Pour exprimer
les propriétés de relévement avec une généralité correcte, nous introduisons les
notions de suites trés convergentes et d’ensembles trés compacts, qui nous ont été
suggérées par L. Schwartz. D’autre part, les propriétés de localisation s’expriment
de maniére particuliérement simple pour un type de réseau un peu moins général
que les réseaux de type %, les réseaux stricts. Les exemples que nous en donnons
et leurs propriétés de permanence leur conférent une généralité quasi égale a celle
des réseaux de type ¥.

Au chapitre I'V, nous montrons comment les propriétés de localisation permettent
d’engendrer de nouveaux réseaux, principalement dans les espaces d’opérateurs et,
partant, dans les produits tensoriels.
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Le chapitre V est consacré & quelques applications des résultats des chapitres
précédents.

Nous examinons d’abord le probléme suivant. Ftant donné un ensemble d’opéra.-
teurs linéaires agissant d’un espace E dans un espace F, limite inductive d’une suite
d’espaces Fy, dans quelles conditions peut-on affirmer que ces opérateurs agissent
de E dans un des F; et qu’ils sont équicontinus dans cet F;? La question a été for-
mulée par R. A. Hirschfeld et résolue par G. Kothe ([25]) dans le cas ou E et Fy
sont des espaces de Fréchet. C’est en fait un probléme de localisation et nous mon-
trons que les théorémes de localisation mentionnés plus haut en fournissent une
solution plus générale.

Les théorémes de relévement sont appliqués & démontrer des théorémes d’homo-
morphisme et permettent notamment de vérifier une conjecture de L. Schwartz
sur le relévement des parties bornées d’un quotient d’un dual d’espace L.

Nous illustrons le théoréme du graphe fermé proprement dit en démontrant
Péquivalence des bases faibles et des bases de Schauder dans les espaces bornolo-
giques séquentiellement complets et & réseau de type ¥.

Enfin, sur la base d’une idée de A. Mac Intosh ([29]), nous montrons qu’il est
parfois possible d’améliorer ’hypothése d’ultrabornologie imposée dans les théorémes
du graphe fermé, ce qui fournit des possibilités d’application & des espaces usuels
non bornologiques.

Au chapitre VI, nous abordons I’étude des ensembles sousliniens et du théoréme
du graphe borélien de L. Schwartz, dans la version de A. Martineau. Nous démon-
trons d’abord que I’axiome de Zorn peut y étre évité pour I'essentiel des résultats.
Nous prouvons que le théoréme de L. Schwartz s’étend & des opérateurs & graphe
sg-borélien donc notamment & graphe fermé pour les suites. Enfin, en faisant inter-
venir explicitement le crible des espaces sousliniens, nous obtenons des théorémes
de localisation. Ceux-ci débouchent, d’une part, sur de nouvelles propriétés de per-
manence des espaces sousliniens, concernant principalement les espaces d’opérateurs
et les produits tensoriels et, d’autre part, sur un théoréme de relévement des suites
trés convergentes.

L’exigence d’une théorie suffisamment générale des limites inductives dénom-
brables nous a conduit & leur consacrer un appendice, ot I'on trouve une synthése
des propriétés utilisées dans le texte.

*
*® *

Dans I’ensemble du travail, nous nous plagons dans le cadre des espaces linéaires
a semi-normes, ou espaces vectoriels topologiques localement convexes et séparés,
tels qu’ils sont étudiés dans [17]. Les espaces usuels de I'analyse apparaissent natu-
rellement équipés de semi-normes et ¢c’est & partir de ces semi-normes qu’on y définit
des topologies adéquates. Leur étude directe & partir de leurs semi-normes permet
de les aborder de maniére simple et efficace, sans 'acquis d'un bagage important
de topologie. C’est pourquoi elle nous parait plus aisée pour les applicateurs familiers
des espaces de Banach. D’autre part, pour qui connait les espaces vectoriels topo-
logiques généraux, la transposition en termes topologiques découle immédiatement
du fait que les semi-normes sont les jauges associées aux voisinages absolument
convexes de l'origine.

Nous adoptons la terminologie généralement regue. Les définitions et les nota-
tions universellement admises ne sont pas rappelées. Celles dont ’acception varie
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selon les auteurs ou dont l'usage n’est pas courant sont explicitées dans le texte.
Un index terminologique permet de s’y référer rapidement.

Dans [17], Panalyse fonctionnelle est développée sans qu’il soit fait usage de
Paxiome de Zorn ou d’axiomes équivalents. Ici, son intervention est discutée dans
tous les résultats obtenus. Nous adoptons & cet égard les conventions suivantes :

a) un énoncé qui disparait quand on n’utilise pas I’axiome de Zorn est précédé
de (Z) ;

b) si son intervention peut étre évitée par une hypothése supplémentaire, cette
hypothése est mentionnée entre crochets ;

¢) tout énoncé non précédé de (Z) et sans hypothése entre crochets en est
complétement indépendant.

Bien entendu, dans cette analyse, nous nous sommes appuyé sur les résultats
de [17].

*
ok

Nous exprimons notre gratitude a Monsieur le Professeur L. Schwartz qui a
suivi avec une bienveillante attention le développement de ce travail et nous a
encouragé par ses précieux conseils.

Nous sommes redevable & Monsieur le Professeur H. G. Garnir de notre for-
mation en analyse fonctionnelle. Les nombreuses discussions que nous avons eues
avec lui et l'intérét qu’il n’a cessé de témoigner & nos travaux nous ont été une
stimulation constante. Nous 1’en remercions vivement.

Nous remercions également Monsieur J. Schmets pour maintes discussions
profitables.



CHAPITRE I

RESEAUX DANS LES ESPACES LINEAIRES A SEMI-NORMES

On introduit dans ce chapitre les réseaux de type @. On en donne quelques exemples
simples et on examine leurs propriétés de permanence.

1. Espaces linéaires a semi-normes

Dans I’ensemble du travail, nous nous plagons dans le cadre des espaces linéasres
& semi-normes, ou espaces vectoriels topologiques localement convexes séparés. L’étude
autonome de ces espaces & partir de leur systéme de semi-normes peut étre trouvée
dans [17]. Le lecteur qui adopte le point de vue des espaces topologiques généraux
trouvera dans les définitions qui suivent le raccord avec les notions topologiques
usuelles.

DiriniTions. — Nous appelons espace linéaire & semi-normes un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé. Nous caractérisons sa topologie par un
systéme de semi-normes, ¢’est-a-dire un ensemble filtrant et séparant de semi-normes.

Chaque fois que nous considérons un espace linéaire & semi-normes, nous le
supposons muni dun tel systéme.

La comparaison des topologies d’un espace s’exprime simplement en termes
d’inégalités, au moyen des systémes de semi-normes associés : si f,,, est la topologie
associée & {p}, on dit que {p} est plus fort que {q} dans E et on note {p} > {q}
si fy,, est plus fin que t,.

On a {p} = {q} i et seulement si, & tout q € {q}, il correspond C > 0 et pe {p}
tels que

q(f) < Cp(f), Vie E.

En outre {p} est plus faible que {q} dans E si {q} = {p} et {p} est équivalent &
{g} dans B si {p} = {g} = {p}.

Si p est une semi-norme dans E, on appelle semi-boule ouverte (resp. fermée)
de centre f € B, de rayon r > 0 et de semi-norme p 'ensemble

o) = {ge B p(f—g) < (vesp. <)}
Quand 7 = 0, on emploie la notation by(r) pour b,(0, ).
Les semi-boules bp(0,7), p € {p}, » > 0, constituent une base de voisinages
de 0 dans E pour la topologie ;.
Quand on parlera de semi-normes ow de semi-boules dans E, il s'agira, sauf men-
tion ewplicite, de semi-normes et de sems-boules relatives aw systéme de semi-normes

fivé dans E.

Pour les diverses autres notions dont on fera usage dans ce travail, nous suivons
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la terminologie généralement admise. Pour prévenir toute confusion, nous les pré-
ciserons chaque fois que ce sera utile.

Signalons dés & présent que nous appelons sg-complet ou complet pour les suites
un ensemble e dont les suites de Cauchy convergent vers un élément de e. Un
ensemble est dit sg-fermé ou fermé pour les suites s’il contient les limites de ses suites
convergentes dans E. Ainsi, tout ensemble sg-complet est sg-fermé.

2. Réseaux de type %

Dirinirions, — Soit E un espace lindaire & semi-normes. On appelle réseau
de E et on désigne par # une famille d’ensembles de E,

enl,...,nk, ]C, N1y veey N € IN)

caractérisés par un nombre fini variable d’indices entiers positifs, tels que

o
E = U en
1
=1
et
o3
en eyt = Y Cn . ngs
1 Pp—y =1 R

quels que soient & > 1 et ny, ..., ng—1 € N.

On dit que le résean Z est fermé, absolument convexe, ..., si les différents ensem-
bles qui le constituent sont fermés, absolument convexes, ... .

Il est immédiat que

6”1’“"”10—1 c eny,....my

quels que soient £ > 1, 7y, ..., np € N.

S’1l existe dans E une famille d’ensembles e/

ng tels que

Nyyeees
N ’
E= U e,
Ny=1 1
et
’ © '
eniwwnk*]‘c?%k:l en],---a”]p

quels que soient k > 1 et ng, ..., ng—1 € N, on en déduit sans peine un réseau, constitué
par les ensembles

’ ! ’
€nyyiny = €ny N €npomg () oo O €y

Un réseau # de E est de type € s'il satisfait & la condition suivante.

Pour toute suite d’indices ng, ke, il existe une suite de A; > 0 tels que,
quels que soient fkeeﬂ],,,_,nk et wx e [0, Ax), la série

i (Jalcflc

k=1

converge dans E.

14



Cette condition sera mentionnée plus loin sous le nom de condition (%)

La suite g, ke N, sera appelée « suite associée auw ny dans % »
Enfin, quand on parlera d’une suite d’ensembles de %, on entendra toujours

une suite €y, kelN.
On peut souvent substituer & la condition % une condition plus simple & vérifier.

LeMME. — 8¢ B est absolument convewe, borné et sq-complet, pour toute suite

fn €B et toute suite de nombres cp € C tels que

z]on}<oo,

la série
o

converge dans E
La suite des sommes partielles > cufn est de Cauchy, car, pour toute semi-
n=1

norme p,
8 S

QJ(ZCnfn / lcnlpfn

n=r

n=
.,
Z en | sup p(f) >0

si inf (7, 8)— co.
Or, si
ow

N,
Z Cnfn € ¢B, VN,

n=1

comme B est absolument convexe, on a

ol ¢B est sg-complet, d’olt la convergence de la série
ProrosITION 1. — Un réseau X de B est de type € st, pour toute swite ny, ke N

1l existe A, > 0 tels que, quels que soient fy € €y, s la suite hify sott contenue dans

un borné absolument convexe et sq-complet de E
En particulier, st B est sq-complet, il suffit que cette suite soit bornée
1oy et Wi € [O» )\;c]y

De fait, si on pose Aj, = 27%)g, quels que soient frp€e,

on a
wife = cxhifrs
15



avec

w0
—-
I Cr i < O,
k=1
o
3 A ) I
d’ott, vu le lemme, la série Z Wifx converge.
k=1
Si E est sg-complet et si la suite Axfy est bornée, on note qu’elle est contenue
dans son enveloppe absolument convexe fermée, qui est sq-compléte.

Voici encore quelques résultats utiles.

Prorosrrion 2. — 8¢ X est un réseau de type € dans B, on peut lui associer
un réseau B’ de type €, formé d’ensembles efnl,_..,nk radiauz, c’est-a-dire tels que

7\621,1,...,11,6 Cep,omy VAE[O, 1],

121)‘

Il suffit de substituer aux en,.. les ensembles

.,nk

’

Chprrngy = U Aep . inp.
1° k o<l 1"k

En effet, on a

et

[vel
€ U 7\6711,‘..,9%

7
Npreens My U
vt 001 ng=1

«© !

U en yerey e
np=1 1 k
quels que soient £ > 1 et ng, ..., ng—1 € N.

De plus, si, quand fkeenl,,,_,nk et 0 < pr << Mg, la série Zp.kfk converge,

k=1
c’est encore vrai quand on substitue aux €ny,..my 168 e;ll,,,,,nk, car fkee;,l,,,_m,k

s’éerit vygy, avec vy € [0, 1] et g € €y, g d’olt prfr = (Lave)gx, avee wpvg € [0, Ax]
et grp€ enl,“.,nk'

ProrosiTion 3. — Si # est un réseau de type € dans B, on peut lui associer
un réseau

’
P — {enpmﬂ% tkyng, ., np e NG,

de type € et tel que toul ensemble e absorbé par une suite d’ensembles de X soit contenu
dans une swite d’ensembles de R'. Aubrement dit, s'il existe vy > 0 et ny € N tels que

€ CVEen . mpp VkeN,
1l ewiste ny, €N tels que

7
eCenl,..,nf VEEN.

16



Vu la proposition précédente, on peut supposer que & est formé d’ensembles
radiaux.

Le réseau %' est alors constitué de la fagon suivante.

On appelle ¢,/ les ensembles

mien , M1, M1 € N,

renumérotés avec un seul indice n; € N.

Les e;,l/,n; g’obtiennent en renumérotant avec un seul indice n, les ensembles

mien, N Men,nys M2, T € N,

ot (ma1, n1) est le couple d’indices associé a 7.

De méme, quel que soit k, les e;li yerym, SODG les ensembles

e N MEeny,...,ng My Mk € N,

!y ’
NyseesPfp—g
. . . A ! 7

ou nq, ..., ni—1 sont les indices correspondant & ny, ..., %31

Les ensembles e;ﬂv-':“% constituent visiblement un réseau de E.

Vérifions que ce réseau est de type %.

TFixons une suite n}, &€ N et notons (myg, ng) les couples d’indices correspon-
dant aux ny.

Comme % est de type €, aux ny correspondent 2y tels que

oo
fx € €onyseni g —*
= > prfr converge.
0 pr < e ot
=

On pose alors Aj, = Ag/myp. Comme visiblement
’
€y © MkERy,.y s VkeNN,
on a

fr€enl,..nf 2
1 ) = 3 urfr converge.
o< <M &
Enfin, soit e tel que
eC Vkenl""’nk’ V]c € N.

Fixons mye N tel que vi < my. Comme les €y, sont radiaux, on a alors
k
eC N Mien,...,np VEkeN,
i=1

ott les ensembles du second membre forment une suite e;wiw-»nfc de Z'.

PROPOSITION 4. — Supposons & de type €. Pour toute suite ny fivée, il existe
une suite de nombres Ay tels que, quels que soient p€ {p} et e > 0,

}\Icenl,...,nk C by(e)

pour k assez grand.
Prenons pour A; la suite associée aux ny dans Z. Elle répond a la question.
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En effet, si ce n’est pas le cas pour p et ¢, il existe une suite fr;» avec k; f oo,
telle que

fki € enl""’nk‘ et )\Icifki ¢ bp(E)

Si k £ k; quel que soit 4, choisissons f; arbitrairement dans €,y et posons
pr = 0. Pour & = k;, posons iy = iy
Vu la définition du réseau, la série

Vs

[

N

oed
B=1

converge dans B, donc son terme général tend vers 0 et, en particulier, A, i, € bp(e)
dés que ¢ est assez grand, ce qui est absurde.

3. Exemples

Les espaces usuels de I'analyse fonctionnelle admettent un réseau de type %.
Avant d’en donner des exemples, précisons quelques définitions.

DirmNiTions. — Si le systéme de semi-normes de E est dénombrable, on dit
Y )

que E est & semi-normes dénombrables. Il revient au méme de dire qu’il est métrisable.

On peut alors supposer que ses semi-normes sont croissantes :

nf) <pef) < ..., Vie E.

Les semi-boules by, (1/n) forment alors une suite fondamentale de voisinages de 0.
Un espace & semi-normes dénombrables et sg-complet est un espace de Fréchet.
Soit T une fonctionnelle linéaire dans E. Elle est continue s’il existe p e {p}
et C > 0 tels que
RIGEES VieE.

Cela. revient & dire qu’elle est continue par rappmt a la topologie f,,. Elle est
sq-continue si C(fm)— T(f) quand fp,— f dans E.

Un ensemble .o/ de fonctionnelles lindaires dans E est équicontinu s'il existe
pe{p} et C > 0 tels que

sup | T(f) | < Cp(f), Vi€ E.
Tes/

Le dual de E est ’ensemble des fonctionnelles lindaires continues dans E. On
le note BE*. On y définit des systémes de semi-normes de la maniére suivante.

Soit # un ensemble de bornés de E tel que
— quels que soient NelN et By, ..., By €%, il existe BEF ot C > 0 tels que
B;, ..., Bxc CB.
— E= U B

Bes#

Les expressions

sup | T(f) |, Be &#,
feB
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constituent un systéme de semi-normes de E*. On note Eg I'espace E* muni de ce
systéme de semi-normes. Voici les exemples usuels d’ensembles # et les notations
correspondantes pour Ej :

— E! : & = {ensembles finis de E}.

— Bj : & = {bornés de E}.

— E;, : & = {précompacts de E}.

— B; : % = {compacts de E}.

— Ei, : # = {compacts absolument convexes de E}.

— E! . % = {compacts faibles absolument convexes de E}.

Soient E et F deux espaces linéaires munis respectivement des systémes de
semi-normes {p} et {q} et soit T un opérateur linéaire de B dans F.

L’opérateur T est continu si, & toute semi-norme ¢ de F, il correspond une
semi-norme p de E et une constante positive C telles que

q(Tf) < Cp(f), Vi e E.

11 est sq-continu si Tfyp— Tf dans F quand fp— f dans E.

Un ensemble 4 d’opérateurs linéaires de E dans F est éguicontinu si, pour tout
g€ {q}, il existe pe {p} et C > 0 tels que

sup ¢(Tf) < Cp(f), Vi € E.
Te#

L’ensemble des opérateurs linéaires continus de E dans I est un espace linéaire,
noté Z(E, F). On y définit des systémes de semi-normes de la méme maniere que
dans E* : soit & la famille de bornés de E considérée ci-dessus. Les expressions

sup ¢(Tf),

feB
ot B parcourt # et ¢ I’ensemble {g} des semi-normes de F, constituent un systéme
de semi-normes de .Z(E, F). Muni de ces semi-normes, il est noté & (E, F).

Par analogie avec les conventions relatives & Ej, & %, ensemble des ensembles
finis de B, correspond Z(E, F); & &, ensemble des bornés de E, correspond
ZL(E, F) ; ete.

ExeMPLE 1. — Tout espace de Fréchet admet un réseau de type €.
Soit {pn : neN}, le systéme de semi-normes de E. Considérons les ensembles
Cnyyenngy = bpl(nl) N...N bpk(nk), k, ny, ..., np € N.

Ils constituent visiblement un réseau de B. De plus, pour toute suite ny fixée,
[re]

si 0 < pr << 1/(2%ng) et si fkeenl,,,,,nk, la série zpk/‘k est absolument conver-

gente, done convergente dans I.

ExEMPLE 2. — §i E est & semi-normes dénombrables et F de Fréchet, & (B, F)
admet un réseau de type € quel que sott F .

On en déduit immédiatement le

COROLLATRE. — Si B est & semi-normes dénombrables, By admet un résean de
type € quel que soit F .
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Soient E et F munis respectivement des systémes de semi-normes {p; : 7 €N}
et {g;:j€ N}, ot I'on peut supposer que p;(f) < pia(f) pour tout ¢ et tout fe K.
Posons

ef) = {Te L(E, F) : qx(Tf) < n palf), Vi€ B}
Les ensembles

=eVn .. .Nne® kong, ..., npeN,

€nyyany = Epy o
constituent un réseau de Z(E, F) car, si T est continu de E dans F, pour tout £,
il existe nx tel que T € eff).

Soit ng, k€N, une suite fixée arbitrairement.
Si TkEenl,..‘,nk pour tout k€N, la suite Ty est équicontinue.
En effet, soit ko fixé. On a, pour tout k > ky,

Tlcf N pnk (1), Vi € E.
De plus, pour k < ko, il existe C; > 0 et vy €N tels que
9x,(Tar) < Capoy (1), Vi€ E.
Il existe alors C et p tels que

Olpvl(f), cees Ck‘o'lpvko..l(f)’ nkopko(f) < C p(f)’ Vf € E;

done tels que
£ (TH)) < Cp(), V/ € E, VkeN.
Or tout ensemble équicontinu de la forme
{Te Z(E, F): (T < Cipy(f), Vi€ E, Vi}
est absolument convexe et sg-complet dans ¥ 4(E, F), ol la conclusion, par la
proposition 1, p. 15.

ReEMARQUE. — Dans le corollaire, pour obtenir la forme explicite du réseau
de By, il suffit, dans ce qui précede, de remplacer g(Tf) par | T(f) |. En fait, le
résultat obtenu est inutilement compliqué et le réseau suivant est de type ¢ dans B} :

en, = {TeBL:|TH|< nipy, (), Vi€ E}, meN,

en = en,, E>1,m,...,npeN.

10y

ExempLe 3. — Si E est limite inductive d’une suite d’espaces & semi-normes
dénombrables By, B admet wn réseau de type € quel que soit F .
Soit {p{? : m e N} le systéme de semi-normes de chaque E;. Posons

ef) = {TeB*: | Tf) | < npf), Vie B}
Les ensembles
3721’“_’:)2]{: = 65211)(-\ oo nl)k My, ovey ’nke"\],

constituent visiblement un réseaun de E3.
Montrons que ce réseau est de type %. Il suffit pour cela de prouver que, pour
toute suite ny, k€N, fixée, si Ty € €y, la suite Ty est équicontinue. En effet,
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son enveloppe absolument convexe est alors sg-compléte dans E3 et on conclut
par la proposition 1, p. 15.

Pour que I’ensemble des Ty soit équicontinu dans E, il suffit qu’il le soit dans
chaque E;. Or, pour k > 4, les Ty, sont équicontinus dans E;. De méme, {T, ..., Ti1}s
ensemble fini, y est équicontinu. D’oll la conclusion.

ExeMPLE 4. — Si E est sq-complet et s1l est souslinien ou K-souslinien, il admet
un résean de type €.
Supposons d’abord E souslinien (cf. p. 100). Il admet alors un réseau

B — {87"1""!“76 vk, mq, ..., g € [N},

tel que, pour toute suite 7y fixée, si fy€ 2T fr converge vers une limite qui
ne dépend que des ny. Cette suite f est donc bornée et on conclut par la proposi-
tion 1, p. 15.

Supposons & présent E K-souslinien.

Cela signifie (¢f. Martineau [32] ou [33]), qu’il existe un espace Ko souslinien
(qui n’est pas nécessairement un espace vectoriel topologique) et une application ¢
définie de Eg dans I’ensemble des compacts de E, tels que

E= U o)

feB,

et que, pour tout fo € Ko, tout p € {p} et tout ¢ > 0, il existe un voisinage V de fo
tel que

1€V = o) C o(fo) + by(e).

On vérifie aisément que I'image par ¢ d’'une suite convergente de Eq est bornée
dans E.
En effet, soit f,— fo. Pour n assez grand, soit n > ng, on a f eV, d’ott

O alfwc O slf) U o) + bylel] < botr)

n
pour 7 assez grand.

Soit

R = {6”1:---”% sk, ma, ., e NG
le crible de Eq (cf. p. 100).

Les ensembles o(en,...,nz) forment un réseau de E, puisque

E = o(Eo) = Ul (P(enl)~

Ny=

De plus, pour toute suite ny fixée, si gx € ‘P(e”yw"k)’ il existe fi € €ny,en tel
que g € o(fx). La suite f; converge dans Eg, donc son image par ¢ est bornée. De
14, la suite gy est bornée et on conclut par la proposition 1, p. 15.

REMARQUE. — La liste d’exemples donnée ici est loin d’étre exhaustive et vise
seulement 3 illustrer, dans quelques cas essentiels, la notion de réseau. Les propriétés
de permanence permettent d’en déduire un certain nombre d’autres. En outre, le
cas des espaces d’opérateurs et des produits tensoriels est étudié en détails au
chapitre IV.
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UN CONTRE-EXEMPLE. — En utilisant Paxiome de Zorn et en recourant antici-
pativement au théoreme du graphe fermé, on peut donner un exemple d’espace
& semi-normes dénombrables qui n’admet pas de réseau de type %.

Soit E un espace de Fréchet et soit T une fonctionnelle linéaire non continue
dans E. On peut affirmer Iexistence d'une telle fonctionnelle en s’appuyant sur
Vaxiome de Zorn.

En effet, on sait alors qu'’il existe une base de Hamel f,, « € .#, de E. Si {pi:ieN}
désigne le systéme de semi-normes de E, on définit T par

Clfoy) = 7 [1 + pilfa,)],
pour une suite fixée «; d’indices o, et
C(f oc) =0

sl o 7% oy, pour tout 4.
Considérons les expressions

2u(f) = sup (pr(h), | T(f) |), ke N.

Il est immédiat que ce sont des semi-normes. Elles sont filtrantes : si les semi-
normes py, sont croissantes, les pj, le sont aussi. Enfin,

{pr:keN} = {pr:keN}.
L’opérateur identité J de E{”k} dans E“’i} est & graphe fermé, puisque son
inverse est continu.
Si Eg,/, admettait un réseau de type %, comme E{pk} est de Fréchet, vu le
théoréme 1, p. 28, J serait continu et, dés lors, T serait continu dans E”’k}’ ce qui
est absurde.

4. Propriétés de permanence

La propriété d’avoir un réseau de type & est stable pour les opérations usuelles
entre espaces.

Examinons d’abord les opérations sur un seul espace.
Dirrnirrons. — Nous désignons par Ej l'espace E muni du systéme de semi-

\

normes associé & ses ensembles absolument convexes fermés et bornivores.

L’espace E est évaluable si les systémes de semi-normes de E et de E; sont
équivalents, done si tout tonneau bornivore de E est d’intérieur non vide.

L’espace E, désigne E muni du systéme de semi-normes affaiblies
sup | Ty(f) [,
SN

ou NeN, Cy, ..., Txe E*,

L’espace E est & semi-normes représentables si toute semi-boule fermée b,(),
p€{p}, r > 0, est fermée dans E,. Si on utilise ’axiome de Zorn, on sait qu’il en
est toujours ainsi. Si on le rejette, on doit le vérifier, ce qui, dans les espaces usuels,
ne présente aucune difficulté.

L’espace B est séparable par semi-norme si, pour tout p € {p}, il contient un
ensemble dénombrable D tel que, pour tout feE, il existe fn,eD tel que
P(f — fm)— 0.
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L’espace I, est toujours séparable par semi-norme.

En outre, [si E est séparable par semi-norme], tout ensemble fermé et absolu-
ment convexe dans E est fermé dans B, et, en particulier, E est & semi-normes
représentables.

Ainsi, [si E est séparable par semi-norme], on a Ey = (Eg)7.

En effet, par le théoréme de Mackey, tout ensemble borné dans E, est borné
dans B, donc dans Ej.

TakoREME 1. — Supposons que B admette un résean de type €,
R = {enl,‘_,,nk ckymg, ..., npe NG
a) St L est un sous-espace lindaire sq-fermé de E,
K1, = {e”r“-’”lc NL:k n, ..., 0 elN}
est de type € dans L munt du systéme de semi-normes induit par E.
b) 87 T est sq-continu de E dans F,
TA = {Tenl,m,n,c tkyma, .., e NG
est de type € dans TE muni du systeme de semi-normes induit par F.
c) X est de type € dans Ej.

Signalons immédiatement les principaux corollaires.

CoroLLARE 1. — 8@ {p} < {q} dans B, tout réseau de type € dans B, est de
type € dans E,,.

CoroLLATRE 2. — 81 E admet un réseaw de type €, tout quotient séparé de E
admet un réseau de type .

CorOLLATRE 3. — Tout réseau de type € dans By est de type €

— dans E [si E est a semi-normes représentables],

— dans Ej [si E est o semi-normes représentables].

CorOLLAIRE 4. — St B est tonnelé, quel que soit F,
— tout véseau de type € dans Ej est de type € dans B,
— tout résean de type € dans Fs(B, F) est de type € dans L 4(E, F).

En effet, tout ensemble borné dans E; (resp. dans Z5(E, F)) est équicontinu,
donc borné dans E% (resp. dans & 4 (E, F)) et les semi-boules fermées relatives aux
semi-normes

sup | T(f) | (resp. sup ¢(Tf))
feB feB
sont visiblement fermées dans E; (resp. Z5(E, T)).

Démonstration dw théoréme 1. — Les points a) et b) sont immédiats.
Passons a c).
Soit ng, ke N, une suite fixée et soit Ay la suite qui lui correspond dans Z.
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Si A, = 2-%), prouvons que la série Z&kak converge dans Ej, quels que

k=1
soient pr € [0, 1] eb fx € en . mye

On sait que cette série converge dans E. Soit f sa limite.
La série converge aussi vers f dans Kj. De fait, comme
=]
N 2y,
kl'k
L,
k=1
converge dans E, la suite 2%uzf; est bornée dans E. Elle est alors bornée dans Ej.
De 1a, pour toute semi-norme 7 de Ey,

s
i (} pafe) < Z 27k sup m(2Mupfm) <
Be==r

n.
k=7

pour r, s > N(g). Comme br(c) = {f : =(f) < e} est fermé dans E, en passant & la
limite sur s, il vient

1

(> wile— 1) = Tc(z pafe) <

k=1 k=r

X
d’ott S\ urfr converge vers f dans Ej.

i1

Passons aux opérations portant sur une suite d’espaces.

THEOREME 2. — St B est Punion d’une sutte d’espaces, images par des opérateurs
sq-continus d’espaces & réseau de type €, B admel un réseau de type €.

Soit B = 6 Epn. Vu le théoréme 1, b), chaque E, est muni d’un réseau de
t,ype (g, n=1
= {ef . u, 1 kom, o mpeNY
L’espace B admet lui-méme un réseau Z, formé des ensembles
en, = Enl, n1 €N,
et
en g = 512,‘)”_, g E>1, N1, ..., N €N

Ce réseau est visiblement de type %, puisque les séries considérées dans # ne
différent de celles considérées dans les %, que par addition d’un élément.

COROLLATRE. — Toute limite tnductive dénombrable d’espaces & réseaw de type €
admet un réseau de type €.

TatorEME 3. — Sotent E, une sutte d’espaces emboités en décroissant et tels
que, pour tout n, Uopérateur identité de Eypqq dans By soit sq-continu.
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Si chaque B, admet wn résean de type €, la limvite projective des By, admet un
réseau de type €. :

Rappelons que, si chaque Ej est muni d’un systéme de semi-normes &,, on
définit un systéme de semi-normes de la limite projective E des B, en restreignant
3 T les semi-normes des différents &, et en filtrant les semi-normes obtenues. On
voit immédiatement quune suite f, tend vers f dans B si elle tend vers { dans
chaque I,.

Soit

Rn = {V g 1y B € N}

un réseau de type ¥ dans chaque .
Considérons les ensembles

5’7,1 =N E nmeN,
puis les ensembles

“ (1 2 '
Enyynyn)) = €5 w0 e2 N E, n1, ne, np €N,
\ 7 ! : 3 e
ol on renumérote les couples (ng, ny) avec un seul indice parcourant N, puis

. 1 PA 3 I ’ "
g)nl,(nz,nl'),('nyné,n;) = 651,1), s, g N e'z(z;),n; M 6514), n1, N2, N3, MNq, Mg, N1 € N,

ot on numérote (ng, ng, ny) avec un seul indice parcourant N, et ainsi de suite.
Cles ensembles constituent visiblement un réseau # de E.
Démontrons que % est de type € dans E.
Soient ny, (n2, n), (23, ng, n7), ... fixés. Aux ng correspondent A, > 0 tels que,
N

si freelV . et 0 < pr << My Z wifr converge dans Ep. De méme, aux N} COT-

by e 1Y
k=1

wifr converge dans Ko,

e

respondent 1}, > 0 tels que, si free . et0 < pgp < A,
k

"
-t

et ainsi de suite.
Posons alors
Vi1 = 7\1, Vg — inf (7\2, 7\1), Vg = inf (7\3, 7\&, 7\’1), cee s
X
Si heé’nl, fgeoﬁnl,(nz,ni), w.oebosi 0 < g K vg, la suite ZWJ}C converge

'n,_—l N k=1
dans B, quel que soit n, car > pifr € Bc By et Z pifr converge dans K.
I.:‘l k=n
Soit /) sa limite dans ehl?que E,. Comme lopérateur identité de Eyi1 dans B,
est sg-continu, pour tout =, Z wifr converge dans K, a la fois vers fm et flutb),

k=1
dott f0) = f(e+1) i f est la valeur commune des f®, on a

@
fe n E, =1
n=1
N
et Z wrfr tend vers f dans E, d’ot la conclusion.
k=1



REMARQUE. — On notera qu’au lieu de supposer que l'opérateur identité de
En+ dans By, soit sg-continu, il suffit de le supposer & graphe sg-fermsé.

En effet, cela suffit pour que

N

S wfi— f® dans E,
A:l

N

z wifi— 1) dans By
k=1

= f(n) — f(n+1).

TrkoriME 4. — Tout produit dénombrable d’espaces & réseau de type € admet
un réseau de type €.

Soient K, les espaces et
Rn = {e? . w bom, .., np € N}

un réseau de type ¥ dans chacun d’eux.
Les ensembles

(g’nl = 35111) X Eg X B3 X ...,meN,

2 ’
Enyyngny = e, X eR X By X ..., m1, mg, nj €N,

ol (ng, ny) sont numérotés par un seul indice parcourant N,
— (1 2) 3) ’ ron
@ﬂnl,(ﬂzyﬂ{),(ﬂy?lé,ﬁ/{) = 6§11),712,713 X e%{,né X ‘35:,‘ X By X oym, N2, 13, Ny, Ny, N1 € N,
ol (mg, ny, n7) sont numérotés par un seul indice parcourant N, et ainsi de suite,
constituent visiblement un réseau Z de

E:ﬁEﬂ.

n=1

Démontrons que # est de type %.
Soient n1, (ng, ny), (ng, ng, 7}), ... fixés. Il existe A > 0 tels que, si 0 < pp < Mg

fve]
o
et /e el L 1 série Z piftD converge dans Ey. Il existe aussi Aj > 0 tels

Ny
k=1
[ee]

ue i 0 < pp < Apetsi fPee® #/\? converge dans Es, et ainsi de suite.
q XUk X A k (TN Wrl g g
F=1
Soient alors

V1 = A, Ve = Inf (g, A7), v = inf (Ag, Ay, ), ... .
Si 0 < pp < vi et si

fk = (f%:l)’ f;Q), ) e éanl,(nz,ni),...,(nk,n’_1,...),
la série f

Z chflc
k=1

el
converge dans E puisque chaque série > pif/) converge dans E;.
k=1
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COROLLATRE. — Toute somme directe dénombrable d’espaces & réseau de type €
admet un réseau de type F. :

n
11 suffit de noter que c’est la limite inductive des produits finis H E;,nelN,

i=1
des espaces E; considérés et d’appliquer le théoréme 4 et le corollaire du théoreme 2,
p. 24.



CHAPITRE II

THEOREMES DU GRAPHE FERME
DANS LES ESPACES A RESEAU

On développe dans ce chapitre les améliorations que la notion de réseau de type €
permet d’apporter au théoréme du graphe fermé et aux théorémes analogues (théoréme
de l'opérateur ouvert, ...). L’introduction des relations linéaires fournit un essai d’unifi-
cation des divers résultats obtenus. Enfin, on examine quelques variantes de la définition
des réseaux et on établit les théorémes qui leur correspondent.

Théorémes du graphe fermé

Rappelons quelques définitions et quelques faits élémentaires utilisés plus loin.

DiriniTIONs. — Un ensemble e Cc E est maigre dans E il est contenu dans
une union dénombrable de fermés d’intérieur vide dans E.
11 est immédiat que toute union dénombrable d’ensembles maigres est maigre.

o0

Done, si U ey n'est pas maigre, un des e, n’est pas maigre.

n=1

Si e n’est pas maigre, Uintériewr de & n’est pas vide.

En effet, e est contenu dans le fermé é.

L’espace E est de Buire si tout ouvert non vide de E est non maigre.

On sait que tout espace de Fréchet est de Baire.

L’espace E est bornologique si tout ensemble absolument convexe bornivore
de E est d’intérieur non vide. Il est wltrabornologique $’il est limite inductive d’une
famille d’espaces de Banach. Notons que fout espace bornologique sq-complet est
ultrabornologique.

Soit d’autre part T un opérateur linéaire de E dans F. On a défini p. 19 sa con-
tinuité. 11 est ouvert si, pour tout ouvert o de E, Tw est ouvert dans F. Kividemment,
on a alors TE = F. C’est un homomorphisme s’il est & la fois continu et ouvert.
Enfin, on désignera par %(T) le graphe de T.

Passons maintenant aux théorémes annoncés.

TrREOREME 1. — Si E est de Fréchet et si F admet un réseau de type €, tout opérateur
linéaire & graphe sq-fermé de B dans F est continu.

COROLLAIRE 1. — Si E est wltrabornologique et si B admet un résean de type €,
tout opératewr linéaive & graphe sq-fermé de E dans F est continu.

Le corollaire se déduit facilement du théoreme : si E est limite inductive des
espaces de Banach E,, pour que T soit continu de E dans F, il suffit que sa restriction
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T, & chaque E, soit continue de E, dans F. Or il est trivial que T, est & graphe
sq-fermé dans E, x F, donc il vérifie le théoréme 1.

COROLLAIRE 2. — Si B est ultrabornologique et si F admet un réseau de type %,
tout opératewr T continu de F sur B est un homomorphisme.

Soit N(T) = {f e F: Tf = 0} le noyau de T. Il est fermé dans F, donc F/N(T)
est séparé et admet un résean de type €. Si T est opérateur de F/N(T) sur E déduit
de T, T est continu, done & graphe sg-fermé. Dés lors, T-1 est aussi & graphe sq-fermé
et, par le corollaire 1, il est continu.

REMARQUES. — a) Ces deux corollaires constituent, du point de vue des appli-
cations, les résultats essentiels de ce chapitre.

b) Une condition usuelle pour que E soit ultrabornologique est qu’il soit borno-
logique et sg-complet.

Dans ce cas, on peut donner des corollaires une démonstration élémentaire en
ce sens qu'elle évite le concept de limite inductive. En effet, si B est bornologique,
pour que T soit continu de E dans F, il suffit que, pour toute suite bornée {f, : n € N},
I’ensemble {Tf,:n €N} soit borné dans F.

Soient B Ienveloppe absolument convexe fermée de la suite et Eg I'enveloppe
linéaire de B normée par la morme associée & B. Comme E est sqg-complet, B est
sg-complet et Ep est de Banach. Or, si le graphe de T est sq-fermé dans B x F,
le graphe de sa restriction & Eg est sg-fermé dans Ep X F. Done, par le théoréme 1,
la restriction de T & Eg est continue de Ep dans F et {Tf, : n € N} est borné dans F,
ce qui prouve le corollaire 1.

La démonstration du corollaire 2 reste inchangée.

Démonstration du théoréme 1. — Soit T lindaire et & graphe sg-fermé de E dans F
et soit

AR = {enl,._,,n,c ck,ma, ..., npe NG

un réseau de type € de F.
Comme E = T F, on a visiblement

o0
E=uU T._lenl.

ny=1

De plus, quels que soient k > 1, ny, ..., np-1€ N,

o
= U T_le"p“'»"']c'

T—lewl,
np=1

...,nk,_l

Comme E est de Baire, on peut choisir #; tel que T_je, ne soit pas maigre
) 1 q 1€n, s
puis, pour cet m1, on peut choisir ng tel que T~18n1,n2 ne soit pas maigre et ainsi
de suite.
Soit n; la suite ainsi déterminée.
Soit £ une semi-boule fermée centrée en 0 dans F. Pour tout k,

@
Ten,on, C Y Toalea ..,y O mPB),
1 k m=1 1 k

donc il existe my tel que
T~1(eoz1,...,nk N mP)

ne soit pas maigre.
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Aux nyg, associons Az > 0 tels que toute série de la forme

Wkdx Jr € eny,esmpp 0L Lk < Mg

[\/Js

B
il
-

converge dans F. Soient alors vi € [0, Az] tels que

Z vEME X €,

=1
ol & > 0 est fixé arbitrairement.
Les ensembles

€ = viTaleny,....np N M) = T [(Vien,,...,np,) O (vim))

ne sont pas maigres. Leur adhérence contient donc un point intérieur : &5 > fr + br,
ol by est une semi-boule de B, de centre 0.

On peut sans restriction supposer que f; € &. De fait, comme f; € &, on a
1
et, si f;, appartient & cette intersection,
' 1 ©
i+ 5 by C &%.

De plus, si on désigne par py, k€N, les semi-normes de E, on peut supposer
que by C by, (1/k) pour tout k, de sorte que, si gg € by pour tout &, on a gg— 0 dans E.

Soit done
Erote + br,
ou fr€ &k et by C by, (1/k) pour tout k.

Démontrons que

T8 c (1 + 26) TP

el JRS—
Comme B = U mT 4B, T_1f n’est pas maigre et T_4f contient une semi-boule b
m=1
de centre 0 dans E. On aura donc ainsi établi que T est continu,

Soit feT:E. 11 existe g, € T4f, tel que f— g1 € &1. On a done
peTap; f—gqieb; f—g + heér
Il existe alors go € &1 tel que f— g1 + f1 — ga € by, ot

goe€&1; f—gr1+ h—gac€be; f—g+h—gs + fr€ba

De proche en proche, on détermine ainsi une suite gy telle que

k k—1 I k
g€ ra: [— > gi + ZfiEblc; f— g+ Zfink-
i=1 i=1 i=1 i=1

30



Par construction, on a
T e Vilny

pour tout ¢, done

%
Z Tt

converge dans F. De méme
Tg; € Vi-1€ny, . ny_y

pour tout ¢ > 1, d’olt

i Tg,
i=1

converge également dans F. Enfin, on a
TereB; Tgi€viamiaP, Vi > 15 TfievemP, Vi > 1

d’oli, comme on a supposé {3 fermé,

k—1

k
ST TTfﬁge (1 4 2)p.
Lo
i=1 z:l
k B—1
Vu le choix des by, z gi — 3\ fi converge vers [ dans B, d’ot, comme T
i=1 =
est a graphe sg-fermé, L "
® —1
2,06 > h=
i=1 i=1
k B— = Ti=y
ng Tfi—g
i=1

Il en résulte que Tf e (1 + 2)B et fe (1 + 2e)T4f, ce qu’il fallait démontrer.

REMARQUE. — Si on suppose que les ensembles qui constituent le réseau de I
sont absolument convexes, ce qui est toujours le cas en pratique, la démonstration
se simplifie de fagon importante et se réduit, & des variantes mineures pres, & la
démonstration de la proposition 4, p. 44, dans le cas des réseaux de type &

L’hypothése que E soit de Fréchet a été utilisée de deux maniéres : on a utilisé
le fait qu’il est alors de Baire, puis le fait qu’il est & semi-normes dénombrables.

On peut éviter cette derniére hypotheése et on est conduit au théoréme suivant.

TakorREME 2. — Soit T un opératewr linéaire défini d’une partie de E dans F,
D(T) son ensemble de définition.

Si D(T) west pas maigre dans B et si T est & graphe fermé et F & résean de type F,
alors D(T) = E et T est continu.
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Si B est & semi-normes dénombrables, il suffit méme que le graphe de T soit sq-fermé
aw liew d’étre fermé.

Ainsi, on voit que 'hypothése sur le graphe de T est lié au caractére dénombrable
ou non des semi-normes de E.

On procéde comme dans la démonstration précédente.

Iei, si
R = {e”lv-w’% ik, ma, ., np e NG
désigne encore un réseau de type € dans F, on a
«©
D(T) = U Taeq,
ny=1

d’oti, comme Z(T) n’est pas maigre, un des T_je, n’est pas maigre. On peut done
de nouveau déterminer une suite de 7y tels que les T_lenl,,,,,n 5 e soient pas maigres,
puis, si  est une semi-boule fermée de centre 0 dans F, des my tels que

Tfl(enl,,,,,nk N mP)

ne soit maigre pour aucun k.
Si E est & semi-normes dénombrables, la fin de la démonstration est inchangée.
S’il ne Pest pas, on fixe vi, &g, fr, by comme dans la démonstration précédente,
& cette différence prés que la précision by C by, (1/k) disparait.
On en arrive ainsi & démontrer que

TP c (1 + 22)T4.

Cela prouve non sewlement que T est continu, mais aussi que Z(T) = E, car,
si T—48 est d’intérieur non vide, c’est aussi le cas pour 2(T) d’oli, comme il est
linéaire, Z(T) = E.

Soit fe T-1f3. On détermine de proche en proche gy tels que

peTaB; f—agiebi; f—g +hedr

et
P2 i—1 : P2
gr €1 | — gi—f—ZfiEbk;f—wgiJerzG(o@k,
=1 iZ1 -1 i=1

pour tout £ > 1.
La suite

L3 bl
> Tgi— > Ty
i=1 i=1

converge encore dans F et sa limite g est contenue dans (1 4 2¢)B.

I h—1
21 gi — Z Ti
=

i=1

Par contre, on ignore si

converge vers f.
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Montrons que néanmoins
(f, 9) € 9(T) = (T).

On en déduira que Tf = ¢ et fe (1 + &)T4p.
Soient b et b’ des semi-boules de centre 0 dans E et F respectivement. On a

f_igi’f‘
i=1

done il existe by € &%, tel que

12

k
fieErcEx + b, VheN,
=1

k k

f—> g+ > fi—heeb, VkeN.
p=1

i=1 1=

Or
B 1
Z Tgi— > Tfi—~>y¢
i1 =1
et
Thy, Tfr— 0

dans F si k—co puisque les séries
0 (2]
Z Thi et Z T/
k=1 =1
convergent dans F. Donc, pour k assez grand,

g—T(

i

gi— > fi+lhx)el

-
M-

i=1

et
[(f: 9) + (b, )N Y (T) £ 3.

Comme b et b’ sont arbitraires, il en résulte que (f, g) € %(T), d’our la conclusion.

REMARQUE. — On pourrait formuler ici des corollaires analogues & ceux du
théoréme 1. Tls trouveront leur place dans les propositions qui suivent.

2. Relations linéaires et variantes des théorémes du graphe fermé

Les théorémes du paragraphe précédent généralisent le théoréme du graphe
fermé dans sa forme habituelle, ¢’est-a-dire en supposant I’opérateur & graphe fermé
ou sg-fermé et en imposant aux espaces E et F des conditions convenables.

On a toutefois des résultats plus généraux comme celui-ci : si E est de Fréchet,
T linéaire de B dans F et G(T) & réseaw de type €, alors T est borné de K dans F.

Il n’y a plus d’hypothéses sur F mais seulement sur E et F(T). Ce théoréme
est plus général que le théoréme 1, p. 28. En effet, E, de Fréchet, admet un réseaul
de type €, donc aussi E x F et enfin (T), s'il est sg-fermé dans E X F.
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Toutefois, si on formule ’énoncé correspondant en supposant Z(T) non maigre,
on n’obtient pas une généralisation du théoréme 2, p. 31, car on ne peut pas affirmer,
sous ses hypothéses, que E X F admette un réseau de type %.

L’introduction des relations lindaires va permettre de formuler un énoncé assez
général pour contenir I'un et I'autre cas. On verra plus loin qu’il a un intérét propre,
en dehors de ces deux cas particuliers.

Dirinirions. — Soient E et F deux espaces lindaires & semi-normes. Une rela-
tion linéavre de E dans F est une relation R telle que

{99 E X F:fRyg}
soit un sous-espace lindaire de E X F. On note #(R) ce sous-espace et on I’appelle
graphe de R.
On pose

R(f) = {g: Ry}, R(e) = fLngR(f)’ RYg) = {/: [Rg}

et
R-1(¢') = U R1(g).

gee’
La relation R est linéaire st et seulement si

n n

GeC, fRgi i =1 .on = (O af)R (> o)
i=1 i=1
De fait, la condition se traduit par
n n
G€C, (f g €FR), i=1,..n = (> af, > g eG(R),
i=1 i=1
ce qui signifie que Z(R) est linéaire.
La relation R est continue si, pour tout ouvert w ¢ F, R-Yw) est un ouvert de E.
Elle est sg-continue si, pour toute suite f,— f dans E, il existe g,, g€ F tels
que g,— g avec f,Rg, pour tout n et fRg.
On appelle relation inverse de R et on note R~1 la relation définie de F dans E
par
gR1f <= fRyg.

Soient R une relation linéaire de B dans F, R’ une relation linéaire de F dans G.
On appelle composée R’ o R de R et R’ la relation définie par

fR" o Rk <= fRyg, gR'h pour au moins un ge F.

C’est visiblement une relation linéaire : si on a f;R’ o Rhy, il existe g; tels qu’on
ait f;Rg; et ¢;R'hy;, d’onr

=

i3 n n

¢ifi) et (Z cigi)R’ (z cihy),

i=1 i=1

O afR (

i=1 i

LM
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soit
n n
(Zl af)R o R (z ciha),
i= i=1

quels que soient ¢y, ..., ¢, € C.
Les opérateurs linéaires définis d’une partie de E dans F ou d’une partie de F
dans B sont des relations linéaires particuliéres :

a) Si T est lindaire de B dans F, la relation Ry définie par
fRrg <= Tf=yg

est linéaire ; son graphe est celui de T ; elle est continue de E dans F si et seule-
ment si ¢’est le cas pour T.

b) Si T est linéaire de F dans E, la relation Rr définie par

[Rrg <= Ty = |

est linéaire ; son graphe est celui de T, & I'ordre des facteurs prés. Elle est continue
de E dans F si et seulement si T est ouvert.

¢) Si R est une relation linéaire de E dans F et T un opérateur linéaire de F
dans G, T o R est un opérateur linéaire de E dans G si R(0) c T_;(0) et R4(F) = E.

Puisque R1(F) = E, & tout fe E correspond au moins un élément & de G.
Il reste & vérifier que

fToRh et fToRA = h =F1.

Or, on a 0T o R(h — &'), d’out il existe g tel que ORg et Ty = h — &', ce qui entraine
geT_4(0), dot b — A" = Tg = 0.

Prorosrrion 1. — Soient E, F, G trois espaces linéaires & semi-normes, R une
relation linéaire de G dans B, 1 un opérateur linéaire de G dans F.

Supposons vérifides les hypothéses suivantes, résumées dans le schéma ci-dessous :
— B est de Fréchet, G & réseau de type €,
— R est & graphe sq-fermé, t sg-continu,
— R(G) = E.

Alors © o R1 est continu de E dans F,

G
o réseaw de type €

e N\

R(G) \
/ © T sq-continu
G (R) sq-fermé ;
¥ N
E F
de Fréchet quelconque
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Supposons que G soit muni du réseaun
R = {enl,_,,n,c ckyona, ., np e NG
Visiblement, comme R(G) = E, on a

E = U Ren
ny=1
et
@
Riey,,... )= U Rlen,...,n;)
nl, ,nk_l 71,k=1 7L1 ,nk 2
pour tous k > 1, ny, ..., nx € N.
On peut done ﬁxer une suite de ny telle que Ren,..,n;) ne soit maigre pour

aucun ke N.
Soit B une semi-boule fermée de centre 0 dans F. Comme v ;F = G, on a
E—R(G) = U R(1p).
m=1
Il existe donec my tels que R(enl,_,,,nk N myT-13) ne soit maigre pour aucun
keN.
Soit ¢ > 0 fixé. On détermine vy > 0 tels que

Z vpmyg < €
E=1
et que toute série de G de la forme
z BEgEs I € eny,mpy O <<k <vi,
r=1
converge dans G.
Les ensembles

=R [(Vkenl,...,nk) N T—lvkm/]cﬁ]

n’étant pas maigres, leur adhérence contient une semi-boule fy + by, olt on peut
supposer que fr€ &k et by C by, (1/k), {pr:keN} désignant le systéme de semi-
normes de K.

Démontrons que

R(vf) € (1 + 2e)R(7p).
On en déduit immédiatement que © o R~1 est continu.
Soit feR(vaP). Il existe f;eR(raf) tel que f—f;€b;, donec tel que

I—fi+he &1. 11 existe alors fye &1 tel que f— f1+ f1 — 5 € ba. De proche en
proche, on fixe ainsi une suite f3, telle que

freR(rap); fim €8x Vi > 1,
et

n—1

}:fk \fk»»f

1
dans E.
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Soient gy et g} € G tels que gpRfx et g3 Rfy ot que
ks G € (ke ... omzy) O T-1VEMED.

Vu le choix des v, la suite

converge dans G. Soit g sa limite.
Comme %(R) est sg-fermé, on a gRf. De plus, comme 7 est sqg-continu,

n n—1

, =
zTgk”‘“ZTgk
=1 k=1

converge dans F. On voit immédiatement que sa limite g est dans (1 + 2¢)B, d’olt
fe(l 4 2)R(rB).

Voici quelques corollaires de la pfoposition 1.

COROLLAIRE 1. — Le théoréme 1, p. 28, en est un cas particulier.

De fait, soit T linéaire et & graphe sg-fermé de E de Fréchet dans F & réseau
de type %.

Posons G = F, désignons par v lopérateur identité de F dans Iui-méme et

définissons R par
gRf <= g = Tf.
Visiblement, © est sg-continu, Z(R) = %(T) est sq-fermé et R(F) = T4 F = E.

On se trouve donc dans les conditions de la proposition 1 et T = 7 o R~1 est continu.

COROLLAIRE 2. — Si E est de Fréchet et si T est un opérateur linéaire de B dans ¥,
tel que G(T) admette un réseau de type €, alors T est continu.
Posons ici G = #(T). Soit 7 la projection de #(T) dans K :
«(f, Tf) = Tf, Vf e E.
(Vest visiblement un opérateur sg-continu. Définissons la relation R par
gRf <> g = (1, ).
La relation R (qui est en fait la projection de %(T) sur E) est telle que R(G) = E
et que Z(R) soit sg-fermé. Done T = 7o R est continu.

COROLLATRE 3. — Soient B de Fréchet et T muni d’un réseaw de type €. 81 T est
un opératewr linéaire défini d'une partie de F sur E, & graphe sq-fermé dans ¥ X E,
T est ouvert.

Posons G = F; définissons R de F dans E par

gRf < Tg = I.

On a R(G) = E et Z(R) = %(T) est sqg-fermé dans F X H.
Enfin, soit t Popérateur identité de F dans lui-méme. Vu la proposition 1,
7 0o R1 est continu, donc T est ouvert.
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CorOLLAIRE 4. — Soit E de Fréchet et soit T un opératewr linéatre défini d’une
partie de B sur B, tel que G(T) admette un réseau de type €. L’ opérateur T est owvert.

Posons G = %(T) et définissons R de G dans E par
gRf <= g = (1, Tf).

Comme TF = E, on a R(G) = E. De plus, Z(R) est sqg-fermé puisque la projection
de Z(T) sur E est continue. Enfin, on désigne par < la projection de Z(T) sur F,
qui est un opérateur continu. Il résulte de la proposition 1 que T o R~1 est continu,
done que T est ouvert.

Comme dans le théoréme 2, on peut améliorer ’hypothése que E soit de Fréchet.
On obtient la

ProrositioN 2. — Soient B, F, G trois espaces linéaires & semi-normes, R une
relation lindatre de G dans E, © un opératewr linéasre de & dans F.

Supposons vérifiées les conditions suivantes :
— @ est o résean de type E,
— R est a graphe fermé, v sq-continu,
— R(B) w’est pas maigre dans K.
Alors = 0o R1 est continu de E dans F et R(G) = E.

Si E est a semi-normes dénombrables, on peut supposer G(R) sq-fermé au len
de fermé.

G

& réseau de type €

N

G(R) fermé T 8q-continu

¥ N

E quelconque F
R(G) non maigre quelconque

La démonstration est analogue & celle de la proposition 1, dont nous conservons
les notations.

Tei,

R(G) = U R(en,).

=1

Comme R(G) n’est pas maigre, un des R(enl) n’est pas maigre et, de proche en
proche, il existe une suite de ny tels que Rlen,,...,n;) ne soit maigre pour aucun

kelN.

On poursuit alors comme dans la démonstration de la proposition 1, & cette
différence pres que la condition by C by, (1/k) disparait si E n’est pas & semi-normes
dénombrables.

A f fixé dans R(7_f3), on associe ainsi fg, [} tels que
fi € R(’r_lf)) ; f;cH’ freR [(V}ceﬂ,l,_,,,nk) N TavpmiBl, Ve > 1,
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et

I3 I
f—= D fit+ D 1€ ROk m) O i,

Si gk, g3 sont tels que Lon ait gpRfx, g RS} et
Iit1s G € (Vkny,...,ng) N T-1vpmaf3,

il existe ¢ tel que

k. k1

7
S N
D =D gy
i=1 i=1

et on voit que g e (1 + 2¢)71B, vu la continuité de .
Soient alors b et b’ des voisinages de 0 dans E et G respectivement. Quel que
soit k, il existe f’l’:eR(vkenr,,,,nk) tel que

& k
Z zfi—f{eb VieN.
i=1 =

!

g3 convergent,

‘I[\AS

E
it
i

[ce]
Soit gy € Vien,...,ny tel que gzRfy. Comme les séries z

gr et gy tendent vers 0 dans G, done

k k
g—zgﬁr*F Z%——%Eb'
i=1 i=1

deés que k est assez grand.
Done, quels que soient b et 0,

[(g; ) + (0", )N F(R) %= 5,

d’oli, comme Z(R) est fermé, (g, f) € Z(R), soit fe R(g) c (1 4+ 2)R (7).
Enongons encore les principaux corollaires de la proposition 2.

CorOLLATRE 1. — Si F admet un réseau de type €,
— st T est linéaire de D(T)C E dans F et si D(T) est non maigre dans E et G(T)
fermé dans E X F, on a D(T) = E et T est continu.
— st T est lindaire d’une partie de F dans E, tel que TF soit non maigre dans E et
T) fermé dans ¥ X E, on a TF = E et T est ouvert.
Si B est ¢ semi-normes dénombrables, dans les deux cas, on peut supposer G(T)
sq-fermé aw liew de le supposer fermé.
COROLLAIRE 2. — Quels que sotent B et F,
— st T est lindaire de D(T)c B dans ¥, D(T) non maigre dans B et G(T) a réseau
de type €, on a D(T) = E et T est continu.

— s1 T est linéasre d'une partie de F dans B, TF non maigre dans E et G(T) a réseau
de type €, on a TF = E et T est ouvert.
Les démonstrations sont analogues & celles des corollaires de la proposition 1.
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REMARQUES. — Dans le corollaire 2, il n’intervient plus d’hypothése sur E et F.
Cette généralité est un peu illusoire, au moins en ce qui concerne E, car si Z(T) y
est non maigre, B n’est pas maigre dans lui-méme, done il est de Baire.

On notera d’ailleurs qu'un espace peut étre de Baire et & semi-normes dénom-
brables sans étre de Fréchet.

(Z) Ainsi, soit B de Fréchet et soit {5, « €.#, une base de Hamel dans E. Fixons
une suite «; €. et posons

B = Yo o £ wil

(¢’est-a-dire 'enveloppe linéaire des f, autres que fg,).
On a évidemment

lve}
E =UE,,
i=1
done, comme E n’est pas maigre, un des E; n’est pas maigre dans E.
Cet I; est dense dans E.

En effet, son adhérence contient un point intérieur done, comme c’est un espace
linéaire, elle est identique & E.

Comme E; différe de E, il n’est donc pas fermé et par conséquent il n’est pas
de Fréchet.

Enfin, il est de Baire.
De fait, soit

E, =UF,,

n=1

ot les F;, sont fermés dans E;. On a alors, FE désignant adhérence de ¥, dans E,
o j—
Ei cUF ,]? N
n=1
donc un FE est d’intérieur non vide. Supposons qu’il contienne b, semi-boule ouverte

de E. On peut sans restriction supposer b centré dans E;, puisque E; est dense dans E.
11 vient alors

F,=FENEobNE

ot b N E; est une semi-boule de E;, d’ot Fy, est d’intérieur non vide dans E;, ce qu’il
fallait démontrer.

3. Nouveaux types de réseaux et applications a des théorémes du
graphe fermé

On peut améliorer les théorémes précédents en affaiblissant les conditions
imposées aux réseaux.

DirInITioNs. — Un ensemble e ¢ B est extractable si, de toute suite d’éléments
de ¢, on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de e. Il est
relativement extractable si, de toute suite d’éléments de e, on peut extraire une sous-
suite qui converge dans E, mais pas nécessairement vers un élément de e. Bvidem-
ment, tout ensemble sg-fermé eb relativement extractable est extractable.
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Un ensemble e est compact si chaque fois qu’il est contenu dans une union
d’ouverts, il est contenu dans 'union d’un nombre fini de ces ouverts. Il est relati-
vement compact si son adhérence est compacte ou, ce qui revient au méme, s’il est
contenu dans un compact.

Introduisons une premiére variante de la condition (%) pour les réseaux.
Un réseau

R = {eﬂly,_,,nk ik, m, ., mp €N}

est de type A (vesp. de type &) dans E &'il vérifie la condition suivante.

Pour toute suite ng, k€N, il existe une suite de nombres Ay > 0 tels que, si
€ €n,,...,ny ©b Pk € [0, Ax] pour tout kelN,

N
{ > wife: NeN)
k=1

est relativement compact (resp. relativement extractable) dans E.
1l est immédiat que tout réseau de type € de B est de type A et &.
La proposition 1 se généralise comme suit.
PrROPOSITION 3. — Soient B, T, G trois espaces lindaires ¢ semi-normes, R une
relation linéaire de G dans B, © un opérateur linéaire de G dans F.
Supposons vérifides les conditions suivantes :
— E est de Fréchet, G & réseaw de type A (resp. &),
— R est & graphe fermé (vesp. sq-fermé), t est continu (vesp. sg-continu),
— R(G) = E.
Alors 7o R™1 est continu de E dans F.

C’est encore vrai si on remplace les hypothéses « B de Fréchet et R(G) = E» par
«E & semi-normes dénombrables et R(G) non maigre dans Ev». On a alors en outre
R(G) = E.

G

a réseanu

de type A~ (resp. &)
AN

Z(R) T
fermé continu
(vesp. sq-rermé) (vesp. sq-continu)
¥ N
E de Fréchet F
R(G)=E quelcongue

On reprend point par point la démonstration de la proposition 1 jusqu’a associer
& 1 € R(z-p),

fr€ R(v-aP), [ frt1 € Ens
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tels que

N
s
‘ ES)
M
=

tende vers f dans E.
On fixe alors gy, g5, € G vérifiant gxRfy, g}Bf} et

Gks Git1 € (Vkeny,...,ng) O T-2Vpmef.

L
Vu I'hypothése sur le réseau de @, les ensembles {Z gi :keN} et
=1
k

{Z g;:keN} sont relativement compacts (vesp. relativement extractables).
i=1
Leur différence 1’est aussi. Or elle contient la suite

& h—1
Z%——Zgi,kew.
i i=1

i=1

Dans le cas de I’extractabilité, on peut extraire de cette suite une sous-suite
convergente : il vient, pour cette sous-suite,

kn kp—1
i= i=

Rf.
kn kp—1 =9 f
> di— Z gi—9g S
i=1 i=1

Or, comme T est sg-continu,
kn kp—1
Y — Z TG —> Y,
i=1 i=1
d’oltt tge (1 + 26)B et fe (1 + 2)R(tf).
Dans le cas de la compacité, la suite

I —1
’
9: — gi
Lend
=1 i=1

admet un élément adhérent (c’est-a-dire un élément tel que toute semi-boule centrée
sur lui contienne une infinité d’éléments de la suite). Soit g cet élément adhérent.
On voit immédiatement que (f, ¢) est alors adhérent & la suite

k
(2=

donc il appartient a I’adhérence du graphe de R et, comme ce dernier est fermé,
on a gRf.

LR

i=1 =1

.T—
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De plus, comme 1 est continu, tg est adhérent & la suite

k A—1
!
z L1 Z i,
i=1 i=1

d’oli, comme [ est fermé, tg e (1 + 2¢)B et fe (1 + 2e)R(v-1f).
Signalons quelques corollaires de la proposition 3.

COROLLAIRE 1. — 81 B est de Fréchet et F & réseaw de type A (vesp. &),
— tout opérateur lindairve & graphe fermé (vesp. sq-fermé) de E dans F est continu.
— tout opératewr linéaire défini d’une partie de F swr B, & graphe fermé (resp. sq-fermé)
dans F X E est ouvert.
CoROLLAIRE 2. — St B est de Fréchet,
— tout opératewr T linéaire de B dans F et tel que G(T) admette un réseau de type A
ou & est contina.

— tout opérateur T lindasre défini d’une partie de F sur B et tel que G(T) admette
un réseaw de type A ou & est ouvert.

On obtient des variantes de ces corollaires en supposant F & semi-normes
dénombrables et Z(T) ou TF non maigre dans E.

Les démonstrations de ces résultats sont analogues & celles des corollaires de
la proposition 1.

REMARQUE. — On pourrait se proposer d’étendre encore la proposition 3 au
cas ott E n’est pas & semi-normes dénombrables, comme on 1’a fait dans le cas des
réseaux de type ¥. Dans ce dernier cas, (cf. théoréme 2, p. 31), extension repose
sur le fait que, si fr € €y, ny> POUT UN choix convenable des Ax, Axfx tend vers O
comme terme général d’une série convergente. Cette propriété se perd pour les
réseaux de type J ou & et 'extension ne paraft pas possible.

On peut encore chercher & affaiblir la condition imposée aux réseaux de type 4
ou & en supposant, par exemple, que les suites de sommes partielles
N
Z wrfx
k=1
admettent un élément adhérent ou une sous-suite convergente.
On rencontre alors la difficulté que la différence de deux telles suites n’a pas
nécessairement la propriété correspondante.
On obtient toutefois un résultat satisfaisant en adoptant la définition suivante.
DermviTION. — Un réseau
R = {enl,m,nk stk .., np e NG

est de type F A (resp. de type S &) dans E si, pour toute suite ny fixée, il existe
x> 0 tels que, quels que soient f dans ’enveloppe absolument convexe <en],“,,nk>
de A et pr € [0, Ax], la suite des sommes partielles

N
Z wilk
k=1

admette un élément adhérent (resp. une sous-suite convergente) dans E.
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Pour de tels espaces, le théoréme du graphe fermé s’énonce de la maniére
suivante.

ProrositioNn 4. — St E est de Fréchet et si F admet un réseaw de type S A~
(resp. L&), tout opérateur linéaire de B dans F, & graphe fermé (vesp. sq-fermé) est
contini.

La démonstration est analogue & celle du théoréme 1, p. 28, mais I'intervention
des enveloppes absolument convexes des ensembles du réseau de F y apporte des
simplifications importantes. C’est pour bien les mettre en évidence que nous donnons
cette démonstration avant de passer & des cas plus généraux.

Soit
R = {e"]w-»ﬂk ck,m, ..., npeNY

le réseau de F et soit T l'opérateur.

On détermine d’abord une suite de ny telle que T-ien,..,n;, ne soit maigre
pour aucun ke N.

Si B est une semi-boule fermée de centre 0 dans F, on détermine ensuite my
tels que les

T~1(e')1,1, g N 777,“3)

ne soient pas maigres.
Enfin, on fixe vy > 0 tels que

vy < &,

i

&
ot ¢ > 0 est fixé arbitrairement, et que toute série de la forme

[co]

Z Hkglc,
k=1

ou gr € <en1,_,,,nk> et wg € [0, Ai], admette un élément adhérent (resp. une sous-suite
convergente) dans F.
Posons
Er =T, [(Vlc<en1,~-.,'nk>) N myvEPl.

Les & ne sont pas maigres, done leur adhérence contient un point intérieur. De
plus, ils sont absolument convexes, done leur adhérence contient une semi-boule
de centre 0. Soit by cette semi-boule. On peut sans restriction supposer que
bx C by,(1/k), ot py désignent les semi-normes dénombrables de F.

Soit alors fe T_4B. On lui associe successivement

— fo tel que
foe TP ; /—~foeb1cezl,

— f1 tel que
e f—fo—hebsc &,
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et ainsi de suite. La suite f; ainsi déterminée est telle que
N
D he1
k=0
dans K.
De plus, si Z est de type S A", comme Tfy € vielen,,...,np)»
N
Z Tf k

k=0

admet un élément adhérent g. On voit immédiatement que ge (1 + 2¢)B. Or (f, g)

est adhérent a
N N
(> fen > The),
E=0 k=0

done il appartient & l'adhérence de %(T) et, si ce dernier est fermé, Tf = ¢, ce qui
entraine que fe (1 4 &)T_4f.
Si Z est de type F&, la suite
N
>, Th
%=0
admet une sous-suite convergeant vers g € F. Ce g appartient encore & (1 + )P et,
si Z(T) est sqg-fermé, Tf = ¢, d’ott la conclusion.
On peut encore généraliser la proposition 4 comme suit.

ProrosiTioN 5. — Sotent B, F, G trots espaces lindaires & semi-normes, R une
relation linéaire de G dans E, v un opérateur linéaire de G dans F.
Supposons vérifiées les conditions sutvantes :
— E est de Fréchet, G & réseau de type S (vesp. S &),
— R est a graphe fermé (resp. sq-fermé), © est continu (resp. sq-continu),
— R(G) =E.

Alors v o R1 est continu de E dans F.

(’est encore vrai si on remplace les hypotheses « E de Fréchet, R(G) = E» par
« E a semi-normes dénombrables et R(G) non maigre dans E». On a alors en outre
R(G) = E.

La démonstration est analogue & la précédente.

Parmi les corollaires de la proposition 5, citons les suivants :

CoROLLATRE 1. — 81 E est de Fréchet, F & réseau de type S A (vesp. L&), tout
opératewr T linédaire défini d'une partie de F sur E, & graphe fermé (resp. sq-fermé)
dans F x E, est ouvert.

COROLLAIRE 2. — Si E est de Fréchet,

— T lLinéasre de B dans F, tel que G(T) admette un réseaw de type S A ou FE est
continu.

45



— T linéaire défini dune partie de ¥ sur E et tel que G(T) admette un résean de type
LA ou FE est owvert.

ReMARQUE. — Notons enfin que la proposition 5 ne s’étend pas au cas ou E
n’est pas & semi-normes dénombrables, parce qu’'on ne peut affirmer que, si une
série admet un élément adhérent ou une sous-suite convergente, le terme général
de la série tend vers 0.

4. Relations entre les différents types de réseaux

Pour étre complet, examinons encore briévement les relations entre les diffé-
rents types de réseaux introduits et leurs propriétés de permanence.

ProrositioN 6. — a) Tout réseau de type € est de type A et &.

b) Tout résean absolument convexe de type A~ (vesp. &) est de type F A" (resp.
FE).

c) Si E est sq-complet, tout résean. de B de type A ou & est de type €.

Pour ¢), on applique la proposition 1, p. 15, en notant que tout ensemble rela-
tivement extractable ou relativement compact, est borné.

Prorosition 7. — a) St B admet un réseau de type A ou S A (resp. & ou
FE) et si'T est un opérateur linéaire continu (vesp. sq-continu) de E dans F, TE admet
un réseau de méme type.

De méme, tout sous-espace linéaire fermé (vesp. sq-fermé) de B admet un réseau
de méme type.

b) St E est union d’une suite d’espaces E,, admettant un réseau de type A (vesp.
E, LA ou FE), il admet un réseau de méme type.

c) Soit By une suite d’espaces emboités en décroissant et tels que, pour tout n,
Vopérateur identité de By dans B, soit sq-continu et soit B leur limite projective.
St les By, admettent un réseau de type &, il en est de méme pour E.

\

d) Tout produit dénombrable d’espaces & réseaw de type & admet un réseau de
type &.

Tout produst fine d’espaces & réseau de type A admet un réseaw de bype A .

(Z) Tout prodwit dénombrable d’espaces & réseau de type A~ admet un réseau
de type A .

Pour le dernier point de d), il faut savoir qu’un produit dénombrable de com-
pacts est compact, ce qui, & notre connaissance, exige qu’on fasse usage de 'axiome
de Zorn.

CoROLLAIRES. — a) Tout quotient séparé d’un espace & réseau de type A, S A,
& ou FE admet un réseau de méme type.

b) Toute somme directe dénombrable d’espaces a réseaw de type H (resp. &)
admet un réseaw de type A (rvesp. &).

Les démonstrations sont analogues & celles des propriétés correspondantes du
chapitre I.
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5. Extension a des limites inductives

A Texception du théoréme 1 et de ses corollaires dont on a donné d’emblée
la meilleure forme utilisable, on s’est limité, dans ce chapitre, & supposer E de
Fréchet ou de Baire.

On peut étendre les propositions 1 & 5 au cas out E est limite inductive de tels
espaces, & partir des quelques remarques suivantes.

Supposons E limite inductive d’espaces K.
Soit T linéaire de B dans I et soit T, sa restriction & E,. Alors,
— T est continu de E dans F si et seulement si chaque Ty est continu de B, dans F,
— si T est & graphe fermé (resp. sg-fermé) dans E x F, chaque T, est & graphe
fermé (rvesp. sg-fermé) dans E, x F.
Par contre, il ne suffit pas que Z(T) ne soit pas maigre dans E pour que son
intersection avec E, ne soit pas maigre dans Eg.
De méme, si T' est linéaire de F sur B et si T, est la restriction de T' & T 1By,
— T est ouvert de ' dans E si et seulement si chaque T, est ouvert de F dans He,
— si T' est & graphe fermé (resp. s¢-fermé) dans F x E, chaque T, est & graphe
fermé (resp. sg-fermé) dans F X E,.
Ce qui précéde est encore vrai quand on remplace T et T’ par des relations
lindaires R et R’, si on dit que R’ est ouvert quand R'-1 est continu.

Formulons les résultats qu’on obtient dans le cas des opérateurs, pour E ultra-
bornologique.

PROPOSITION 8. — St B est ultrabornologique, chacune des conditions «, B, Y
suivantes est suffisante pour que T, linéaire de B dans ¥, soit continu :
o. G(T) est sq-fermé, F admet un réseau de type €, & ou L&,
B. H(T) est fermé, F admet un réseau de type A ouw LA,
v. 9(T) admet un réseav. de type €, A, S A, & ou FE.

Si T est linéaire et défini d’une partie de F sur E, sous les mémes hypotheses,
1l est ouvert.
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CHAPITRE III

THEOREMES DE LOCALISATION ET DE RELEVEMENT

Dans les théorémes du type du graphe fermé développés au chapitre IT, les réseaux
n’ont servi que d’auxiliaires dans les démonstrations. En leur faisant jouer un réle plus
explicite, on obtient ici des théorémes de localisation pour lesquels I'introduction dun’
nouveau type de réseaux, les réseaux stricts, s’avére trés utile. On étudie ensuite les
notions de suites trés convergentes et d’ensembles trés compacts et on démontre un
théoréeme de relévement pour ces ensembles.

1. Un théoreme général

THEOREME 1. — Soient E un espace de Fréchet, F un espace muni d’un réseau
de type €

R = {enl,,,,,nk ckyng, ., mpe NG,
R une relation linéaire de B dans F, a graphe sq-fermé et telle que R-1(F) = E.

a) Il existe my € N tel que RYen,) me soit pas maigre. Pour cet my, 1l existe une
semi-boule by de B telle que

by € RY({en ).

by St R‘l(enl,,,,,nk) w'est pas maigre, il existe nyiy € N tel que R“l(enl,m,nkﬁ)
ne soit pas masgre. Pour cet ng4y, 0 existe alors une semi-boule by de B telle que

bk.(_l C R"l(<3n1,...,nk+1>)'

Le fait que R~1e, ne soit pas maigre pour au moins un n; résulte de la relation

E=RAF) = U R(ey).

=1
De méme, on a
oD
R_l(enl,...,nk) = U R’—l(enl,...,nk_,_l)
nk.;_lzl

oli, si le premier membre n’est pas maigre, un des ensembles du second membre
n’est pas maigre.
Il reste & établir que, si Ren,,...,ny,) est pas maigre, il existe une semi-boule
0
by, telle que

bty € B Jeny, up))-

On commence par déterminer ny, & > ko, tels que les ensembles R*l(enl,,__,nk)
ne soient pas maigres.
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1l existe alors A > O tels que

Ak < g,
k=lko+1

ol ¢ > 0 est fixé arbitrairement, et tels que toute série de la forme

o

Z Y
k=k,

avec pg € [0, 2] et gr e €ny,...,ny> CONVErge dans F.
Les ensembles
Er = lkm

sont d’intérieur non vide et contiennent une semi-boule /i + by, olt on peut supposer
que fre€ lkR—l(enl,_,,,nk) et que by cC bpk(l/k), si pg, k€N, sont les semi-normes
dénombrables de E.

Démontrons a présent que
R_1(<6n1,>..,nkd>) c(l+ ZS)R_1(<37L1,“.,7%B>)-

On conclura immédiatement en notant que le premier membre contient une semi-
boule b"o de centre 0 dans E.

Si f appartient au premier membre, on lui associe une suite /% telle que
f;co € R_1(<3n1,-..,7zk0>) ; €8x, Y > ko,

et

7—§f§+ lz fi € br+1, Vb > ko.

i=F i=Fet1
A fy, 1}, correspondent respectivement gy, g7 tels que fxRgx, [iRgi,
’ i
glco € <eﬂ1..-~,?’bkn> S O Ik € )\ke’”'lv"'"]c’ Vk > k()-

La suite

1=k i=Re+1

converge dans F et sa limite g appartient & (1 + 2€)<en],_,,,nko> puisque c’est le cas
pour

k k

Z 9; — Ji
R {=

i=k i=Ro+1
quel que soit k > k.

Or, comme %(R) est fermé pour les suites, on a fRg, d’ou la conclusion.
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VARIANTE. — Le théoréme 1 est encore vras si on remplace les hypothéses sur B,
X et R par Vune quelconque des conditions a), b) ¢) suivantes :

a) B est de Fréchet, Z de type A ouw LA, R & graphe fermé, E = R1(F),
b) E est de Fréchet, Z de type & ou FE, R & graphe sq-fermé, B = R1(F),
¢) X est de type €, R & graphe sq-fermé, R-LF) non maigre dans E.

Les démonstrations sont analogues & celles des variantes correspondantes du
théoréme du graphe fermsé.

2. Réseaux stricts

L’introduction d’un nouveau type de réseau plus particulier que le type ¥
permet de donner une forme achevée au théoréme 1.

A l’encontre des réseaux de type A", &, A ou FE, qui sont des généralisa-
tions de caractere théorique, ce nouveau type est trés répandu et joue dans les
applications un réle important,

DfriNtTION. — Un réseau de E
AR = {enl,,,,,nk ik, m, .., np e NG

est strict si les €ny,.c.mp sont absolument convexes et si, pour toute suite ny fixée,
il existe Ax > O tels que toute série de la forme

avec uy € [0, Ag] et fr € €ny,...,ny, converge dans E et que la limite de la série vérifie
la relation

o]

Z Uefr € LU A Vkoe N.
=T

Pour des espaces & résean strict, le théoréme du paragraphe précédent se per-
fectionne comme suit.

TuRoREME 2. — Sotent B de Fréchet, F muni d’un réseaw strict

R = {6”1:'“’”10 ckymy, ., mpe NG

et R une relation linéaire de B dans F, & graphe sq-fermé et telle que R—LYF) = E.

a) II existe by et ny tels que

by c R1(en,).
b) Si by et nq, ..., ng sont tels que
bx C Ril(enl,‘..,nk)?

1l existe byi1 et nyi1 tels que

bpuiC Rwl(enl, . --’”kﬂ)'
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Méme énoncé pour E quelcongue, st R est a graphe fermé et st R-LUF) n'est pas
margre dans E.

On remarque que les inclusions impliquent que les seconds membres soient des
ensembles non maigres.

La démonstration se déduit de celle du théoréme 1 en y remplagant <3n1,..‘,nk>
et {en,,...,ny) PATr €n ., €b les Xx par ceux qui interviennent dans la définition
des réseaux stricts. On obtient alors

)\kOR’;l(enl, “"”Ic,,) c R_l(enl, <..,nku)-

Avant d’appliquer le théoréme précédent, examinons rapidement les exemples
et les propriétés de permancence des espaces & réseau strict.

ExzurLes. — Tout réseaw de type € formé d’ensembles absolument convexes et
fermés est strict.

BEn particulier, les espaces sutvants admettent un réseawy strict :
— E §’il est de Fréchet,

— B st B est & semi-normes dénombrables ou limite inductive d’une suste de tels
F
espaces,

— P 4B, F) si B est & semi-normes dénombrables, F de Fréchet.

Supposons que les ey, ,...,n; qui constituent un réseau # de type % soient
absolument convexes.

Pour un choix convenable des 2, toute série de la forme

@0

Z kT

k=1

avec fr € €ny,..n et 0 < pp << Ag, converge dans E. Si on impose en outre que

Z A < 1:
k=1

on a
N
Z H‘kfk € eﬂl,.--,')lkn> EIJ € N’
k=ko

s .
d’oti, si les €ny,...,ny, SONb fermés,

@
Z Hk]lk € enyy Mgy Vkoe N.
k=ke

Pour les cas particuliers, il suffit de noter que les réseaux déerits dans les exem-
ples 1 & 3, chap. I, p. 19 et 20, sont formés d’ensembles absolument convexes et
fermés.

Prorostrion 1. — St E admet un réseaw strict

A = {enl,,,,,nk tk,m, .., e NG,



a) st L est un sous-espace linéaire sq-fermé de E,
Ry, = {enl,,,,,nk NL:kn,...,neN}
est strict dans L muni du systéme de semi-normes indwit par E.
b) si T est linéaire et sq-conttnu de E dans T,
T = {Ten],__,,nk sk, my, o, mpe N}
est strict dans TE muni du systéme de semi-normes induit par F.
c) X est strict dans Ej.

d) quels que soient k, ny, ..., ni € N, Uenveloppe linéaire de eny,..,ny €St & résean
strict.

CoroLraTRES. — Si I est & réseaw strict, tout quotient séparé de B est & résean
strict.

— 8i B est & réseaw strict [et & semi-normes représentables], E est & réseaw strict.

— 8i B est tonnelé, quel que soit F, tout réseau strict dans By est strict dans Bl et
tout réseaw strict dans Zs(E, F) est strict dans L -(E, F).

Il suffit d’appliquer le théoréme 1, chap. I, p. 23 et de vérifier le caractére
strict des réseaux obtenus. Pour ¢), on a vu que, si Z est de type € dans E, il est
de type % dans Ej et que, si les séries de la forme

i vrl ks
P=1

avec ]‘keenl,‘_,,nk et wr € [0, Agx], convergent dans E, les séries

iuk}‘k,
=1

avec ]‘keenl,“,_nk et wr € [0,27%);], convergent dans E,.
Si, en outre,

oo
Z Wkl € eny,.ny Vho €N,
o

pour fr € €ny,..,my OO P € [0, Ax], c’est vrai a fortiori si py e [0,27%%;].
Le point d) est spécifique aux réseaux stricts.
Fixons nq, ..., N, On a

w
>en1,m,nku< _—;n\-:)l"”enl, gy

puisque ey, ... n;, ©st absolument convexe.
Les ensembles
Cg)ml,...,mk = ml@nl,...,nk"nnz,...,mk
constituent donc un réseau de Hen,,...,n; -

C’est un réseau de type %.
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Soit my une suite fixée. On lui associe )\k+k0_1, ol Ar est la suite associde &
NL, ooy Ny M; M, - dans Z. Les séries
o]
Z vl s
=1
ou fp € MACn ..., Mg et pg € [0, Ax] convergent alors dans E et, comme % est
»
strict, leur limite appartient & 2mien ,...,ny, C Yen,,...,ny, C; done elles convergent dans
i
>e”1:'“v”k..<‘
Enfin, il est immédiat que c’est un réseau strict.

ProposITION 2. — a) St E est union d’une suite d’espaces images par des opéra-
teurs sq-continus d’espaces & réseaw strict, il est & réseaw strict.

b) Soient B, une suite d’espaces emboités en décroissant, tels que, powr tout n,
Vopérateur identité de Byiq dans Ep soit sqg-continu. Si les B, sont ¢ réseau strict,
lewr limite projective est & réseau strict.

) Tout produit dénombrable d’espaces & réseau strict est & réseaw strict.

COROLLATRES. — a) Toute limite inductive dénombrable d’espaces & réseaw strict
est & réseaw strict.

\

b) Toute somme directe dénombrable d’espaces & réseau strict est & réseaw strict.

A

Les démonstrations sont analogues & celles des théorémes 2, 3 et 4, chap. I,
p- 24 & 26.

3. Théorémes de localisation

Si R est la relation associée & un opérateur linéaire de E dans T, le théoréme 2
fournit des propriétés de « localisation », qui situent 'image par T d’ensembles de E
par rapport aux ensembles du réseau de F.

TuatoriME 3. — Sotent B de Fréchet et F munt d’un réseaw strict

R = {enl,‘,,,nlc vk,n, ..., mpe NG

Si T est un opérateur linéaire & graphe sq-fermé de B dans F, il existe une sema-
boule by de B et un indice ny € N tels que

Tbl C enl.
De plus, st, pour by et ny, ..., ng donnés, on a
Tbk c e?ll,...,nka
1l existe byiy et ny4 tels que
Topy1 C enl,...,nk+1-
En particulier, 1l existe une suite d’indices ny et une suite de semi-boules by de E
tels que

Tbk C 672,1’“,’7),’6, Vk S N
Pour ces ny,

TE C Yeny,....n, < VEEN,
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et, pour tout borné B de E, il existe Cy > 0 tels que
TBc Ckenl,‘,,,nk, VkeN.

Méme énoncé pour B quelconque, st D(T) est non maigre dans B et G(T) fermé.

11 suffit d’appliquer le théoréme 2 en prenant pour R la relation linéaire asso-
ciée & T.

CoROLLAIRE 1. — St E est de Fréchet, F limite inductive d’une swite d’espaces
de Fréchet Fy et T linéaire et & graphe sq-fermé de B dans F,
— TE cF, pour au moins un n,
— T est continu de E dans cet By,

11 suffit, pour le voir, de munir F du réseau décrit dans le théoréme 2, chap. I,
p. 24, chaque F, étant muni du réseau de I’exemple 1, chap. I, p. 19.

(est le théoréme du graphe fermé dans les espaces L& (cf. Grothendieck [19]),
da & J. Dieudonné et L. Schwartz dans le cas des limites inductives strictes, &
G. Kothe dans le cas des % quelconques.

CorROLLATRE 2. — Sotent B quelconque, F munt d’un réseaw strict
R = {en,,.n;, - kEN}
et T linéaire et & graphe sq-fermé de B dans F. Pour tout B, borné absolument convexe
et sq-complet de E,
— 1l existe ng €N et C; > 0 tels que
TBc Clenl,

TB ¢ Cheny,.ngs (%)
ol existe ny+1 €N et Cry1 > 0O fels que

TBc Ck+16n1...,nk+1-

En particulier, il existe ny €N et Cp > 0 tels que (*) ait liew pour tout ke N.

Cela s’applique notamment aux bornés absolument convexes et sg-complets
de F lui-méme, en prenant T = I.

Pour établir le corollaire 2, on note que 'espace Eg, enveloppe linéaire de B
muni de la norme associée & B, est de Banach et que la restriction de T & Eg est
a graphe sg-fermé dans Eg X F.

I suffit alors d’appliquer le théoréme 3 pour conclure.

REMARQUE. — Si on modifie le réseaw X comme il est indiqué dans la proposition 3,
chap. I, p. 16, on peut supposer que les constantes Cy sont toutes égales & 1.

CorROLLATRE 3. — St E est de Baire et admet un réseau strict, il est de Fréchet.

Cet énoncé généralise le fait classique que la limite inductive stricte d’une suite
d’espaces de Fréchet By, ne peut étre de Baire sans que les By, soient identiques o partir
d’un certain rang.

Comme Popérateur identité de E dans lui-méme est continu, il existe une suite
de semi-boules by de E et une suite d’indices ny € N, tels que

brCen,..ony VEEN.
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Or, quelle que soit la semi-boule b de centre 0 dans B, si Ax est la suite associée
aux np dans la définition du réseau strict, on a

)\7‘8”1""’7‘16 cb
dés que k est assez grand. Cela résulte de la proposition 4, chap. I, p. 17.
11 en résulte que E est & semi-normes dénombrables.
Il est aussi sq-complet.
De fait, soit f, une suite de Cauchy dans E. On peut en extraire une sous-
suite fn, telle que
fnkﬂ - fnk € Mbr C Xkenl,...,nk, VkelN.

Alors
N—1

fny = fa, + Z ey = )
k=1
converge dans E et la suite f, converge vers la méme limite.

VARIANTE. — Si E est de Baire et admet un réseau de type €, 1l est & semi-normes
dénombrables.

La démonstration est analogue & celle du corollaire 3, en partant cette fois
du théoréme 1. On ne peut toutefois plus démontrer que E est sq-complet.

D’autres applications du théoréme 3 fournissent encore des critéres d’existence
de réseaux et des propriétés des bornés dans les espaces d’opérateurs. Vu la longueur
des développements qu’elles entrainent, elles sont reportées aux chapitres IV et V.

4. Suites trés convergentes et ensembles trés compacts
Avant de passer aux propriétés de relévement, introduisons deux notions utiles.

DeirinrrioNs. — Une suite f, de E est #rés convergente vers 0 s’il existe un
opérateur linéaire continu T d’un espace de Fréchet E¢ dans E et une suite g, — 0
dans Eg tels que Tg, = f,, pour tout n € N.

Une suite f,, est trés convergente vers f si la suite f, — f est trés convergente
vers 0.

Un ensemble K de E est trés compact 8’1l existe un opérateur linéaire continu T
d’un espace de Fréchet Eg dans E et un compact Ky de Eq tels que K = TKj.

Prorosition 3. — Toute sutte trés convergente est convergente.
Tout ensemble trés compact est compact et extractable.
C’est immédiat.

ProrosirioN 4. — Tout sous-ensemble sq-fermé d'un ensemble trés compact est
trés compact.
En effet, soient Eg de Fréchet, T continu de E¢ dans E et K¢ compact dans Eg.
Si F est sg-fermé et est contenu dans TKy, T3 F est sg-fermé donc fermé dans Eg,
done KoM T_1F est compact dans Egy et
F = T(KO N T_lF)

est trés compact.
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PROPOSITION 5. — St la suite f,, est trés convergente vers 0, il existe Ay —> 00 tels
que la suite Anfy tende vers O et méme soit trés convergente vers 0 dans R,

De fait, si g, tend vers 0 dans l’espace de Fréchet Eg, on sait qu’il existe des A,
tels que Ay,—>00 eb Apgn—>0 dans Ky : si p; sont les semi-normes dénombrables
de By et si n; sont tels que

Pilgn) < 272, Vn = 0y,

on prend A, = 2¢ pour n; L n < N1
Si la suite f,, trés convergente vers 0, s’écrit Tgy, avee T continu de Ko dans B,
la suite Apfn est encore trés convergente vers 0, d’ou la conclusion.

Prorosirion 6. — Si la suite [, est trés convergente vers 0 dans E, on a

— fee)

<C0)1fn> = {élcnfn : Z | Cn l < 1}-

n=
n=1

De plus, cet ensemble est compact et méme trés compact dans E.

Supposons que [, = Tgy, olt gp—> 0 dans Pespace de Fréchet Ey et ou T est
lindaire et continu de Ejy dans E.

On sait que

H =D ougn: D> leul <1

n=1 n=1

est défini et compact dans Eq (on se référera par exemple & [17], paragr. 21, p.101,
ou au lemme préparatoire au théoréme de relévement, p. 60). Dés lors, les séries

o0 @0

Z Cnfn = z cnTyn

n=1 n=1

convergent dans E et

(D eans > Jou <1} =TH
n=1

n=1

est compact et méme trés compact dans E. Or il est trivial que
© T
(U fapcTH Y fup,
n=1 n=1

d’ou TH = <°LOJ fny, ce qui établit la proposition.
1

n=

ProrosiTioN 7. — Tout ensemble trés compact de B est contenu dans I'enveloppe
absolument convexe fermée d’une suite trés convergente vers 0 dans B.

En particulier, Uenveloppe absolument convexe fermée d’un ensemble trés compact
est ausst trés compacte.

Soit K = TKjy, ot Ky est compact dans I’espace de Fréchet Eg et T linéaire
et continu de Ey dans E.
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Il existe une suite g, tendant vers O dans Ey, telle que

[vel

I(()C<U w)——{ZCngniz en | < }

n=1

(ef. [17], b), p. 82). Alors

K =TKgyC | c 1V'=<C(uU T
0 { g nitGn ' g len | < } <n In)>
d’Ol\l 13; COI’lOlUSiOll.

Pour le cas particulier, on note que l’enveloppe absolument convexe fermée
de K est fermée dans

<U Tgn,

n=
qui est trés compact, vu la proposition 6, et on conclut en appliquant la proposition 4.

On peut particulariser le choix de l’espace de Fréchet Eg qui intervient dans
la définition des suites trés convergentes et des ensembles trés compacts.

PrOPOSITION 8. — Pour qu’une suite fy soit trés convergente vers f (resp. pour
que K soit trés compact), 1l faut et il suffit qu'il existe un compact absolument convexe Ko
de B, contenant la suite fn (vesp. Uensemble K) et tel que fn converge vers [ dans Ex,
(vesp. que K soit compact dans Bx ).

La condition est évidemment suffisante, puisque 'opérateur identité de Ex
. 0
dans E est continu et que EKo est de Banach.

Démontrons qu’elle est nécessaire.

Soient By de Fréchet, T lindaire et continu de Eq dans E et f, = Tgy, ot gu
sonverge vers 0 dans Eg.

Il existe Ay,—co tels que Ayg, tende encore vers 0 dans Ej. L’ensemble

A = Y Aagn)
n=1

est donc compact et absolument convexe dans Egy et son image T4 est compacte
et absolument convexe dans K.

De plus, f, tend vers 0 dans Eg,., car
)\nfneTe/{‘ = Hf”“El./f 1/7\n, V?’LEN

De méme, si K = TKj, ott Kq est compact dans Ey, il existe g, tendant vers 0
dans Ky, tels que

0 @0

K0C<U 9n> = {chgn¢Z|Cn[< 1}.
n=1 n=1
Alors
K = TKoc {chTgn > en| <1}
n=1 n=1



Ce dernier ensemble est compact dans Eg, puisque Tg, tend vers 0 dans Eq,.
Or K, fermé dans E, est fermé dans E,,, donc il y est compact.

ProrosiTIoN 9. — St fp est une suite trés convergente (vesp. K un ensemble trés
compact) de B et st T est un opérateur linéaire de B dans F tel que Pimage par T de
tout borné de E soit bornée dans F, alors la suite Tf, est trés convergente (vesp. TK est
trés compact) dans F.

CorROLLAIRE. — [8% E est ¢ semi-normes représentables], toute suite trés conver-
gente dans By est trés convergente dans B et tout ensemble trés compact dans By est
trés compact dans E.

En effet, soient E¢ de Fréchet, Ty lindaire et continu de By dans E, g, 0
et Ko compact dans Ey.

L’opérateur TTy est linéaire de Ky dans F et transforme les bornés de By en
bornés de F. Donc il est continu de Eg dans F et T(Tyg,) et T(ToKy) sont respecti-
vement une suite trés convergente et un ensemble trés compact de F.

Pour le corollaire, on note qu’en vertu du théoréme de Mackey, tout borné
de E, est borné dans E.

Voici encore quelques exemples de suites treés convergentes et d’ensembles trés
compacts.

ExEMPLE 1. — St E est sq-complet, si la suite [y, est bornée et si A, eC tend
vers 0, la suite Ayf, est trés convergente vers Q.

Appelons B I'enveloppe absolument convexe fermée de la suite f,. C’est un
borné absolument convexe et sg-complet, donc 'espace Ep associé est de Banach.

Or Apfn tend vers 0 dans Ep, puisque
” fn HEB < 1, VnelN.

D’ou la conclusion.

Exempre 2. — St E admet un réseau de type €,
R = {en,.ony, ko1, o, g € NG,

pour toute suite ny fixée, st fr appartient & Cn,,...,ny € U les Ny somt assez petits, la
suite Apfr est trés convergente vers 0 dans E.

Aux ng, associons vi > 0 tels que les séries
[ee]
z Yrd ks
k=1

ol gi€ eny,...ony O P € [0, vk], convergent dans B,
Pour fr e €y, donnés, ’ensemble

A = {Zukfkizuk/vk<l}
=1 =1

est compact et absolument convexe, en vertu du lemme, p. 60. Donc B, est de
Banach. Des lors, quelle que soit la suite 5 tendant vers 0, la suite exvyfy est trés
convergente vers 0 dans E.
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DtrinirIONs. — On appelle espace de Schwartz un espace E ol, pour tout
pe{p}, il existe p' e {p} tel que by'(1) soit précompact pour la semi-norme p.

On appelle co-Schwariz un espace ol, pour tout borné B, il existe un borné
absolument convexe B’ tel que B soit précompact dans Eg’, enveloppe linéaire de B’
munie de la norme associée & B'.

Lespace B est co-Schwartz si et seulement si Ej est de Schwartz.

Exempre 3. — Si B est de Schwartz, tout ensemble équicontinu et fermé dans By
y est trés compact.

S, en outre, E est évaluable, c’est le cas pour tout borné fermé de Ej,.

11 suffit de démontrer que, pour toute semi-boule b de E, le polaire b de b
est trés compact dans Ej.

En effet, tout ensemble équicontinu est contenu dans un tel b2 et, si B est
évaluable, tout borné de E; est équicontinu.

Comme E est de Schwartz, & b correspond b’ c b tel que b’ soit précompact
pour la semi-norme correspondant a b.

Par le théoréme de précompacité réciproque (cf. [17], p. 200), b2 est contenu
dans b'2 et est précompact pour la norme

1T 1l =sup|T(I.
feb

Or V’enveloppe lindaire de b2 muni de cette norme est un espace de Banach.
Comme b2 y est fermé, il y est donc compact, d’olt la conclusion.

ExEMPLE 4. — S0 E est co-Schwartz et sq-complet, tout borné absolument convexe
et fermé de E est trés compact.

Soit B un tel ensemble. Il lui correspond B’ borné et absolument convexe tel
que B soit précompact dans ’espace normé Egp.. On peut évidemment supposer B’
fermé, quitte & lui substituer son adhérence. La boule fermée de centre 0 et de rayon 1
de Ep- est alors égale & B’, donc elle est fermée dans E. De 13, Ep est de Banach.
Comme B est fermé et précompact dans Eg, il y est compact, d’olt la conclusion.

Les notions d’ensemble trés compact et de suite trés convergente permettent
de formuler des propriétés de localisation pour des opérateurs sans que ces opérateurs
soient nécessairement continus.

Prorosrrion 10. — Soient B quelconque et B muni d’un réseau de type €.
Si T est linéaire et & graphe sq-fermé de B dans F,

— Pimage par T de tout borné absolument convexe et sq-complet de E est bornée dans I,
— Uimage par T de toute suite trés convergente de E est trés convergente dans F,
— Pimage par T de tout ensemble trés compact de B est trés compacte dans F.

Si B est absolument convexe, borné et sg-complet, 'espace Eg est de Banach.
La restriction de T & g est un opérateur & graphe sq-fermé de Ep dans ¥, donc elle
est continue. De 1a, TB est borné.

Si f,, est une suite trés convergente dans B, il existe un espace de Fréchet Eo,
un opérateur lindaire continu Ty de Eo dans E et une suite convergente ¢, de Eog
tels que f, = Togx.

L’opérateur TTy est & graphe sg-fermé de E¢ dans F, donc il est continu. Dés
lors Tf, = TTog, est une suite trés convergente de F.

Raisonnement analogue pour les ensembles trés compacts.



VARIANTES. — 1. Méme énoncé st F admet un réseau de type & ou F&.

2. Méme énoncé st B admet un réseau de type A ou S A et st G(T) est fermé.
5. Théoréme de relévement

Avant d’aborder le théoréme de relévement, démontrons un

LevME. — Soit B un espace linéatre & semi-normes. Si la suite f, tend vers 0

dans B et st les séries considérées dans sa définition convergent,
a) Pensemble

K= {Zkak¢ZIle<1}
k=1 k=1

est compact et extractable dans E.

b) toute partie fermée ou sq-fermée de K est encore compacte et extractable dans E.
Considérons l'application + définie par

0
TZ = z kalc
k=1

de

dans E.

L’application © est continue si on munit B de la topologie induite par i
En effet, quels que soient ¢€ B, p et ¢ > 0 donnés,

«©0
p(eb— ) < > | ox —cx' | plfe)
k=1
N oo‘
< Z | e — cx’ | sup p(fx) + Z | o — ¢’ | sup p(fx).
k E>N
k=1 E=N41
Or, si ¢ €B, on a
©
D la—o | <2
k=1
et, si N est assez grand, comme fz— 0 dans E,
sup p(fx) < e/
E>N
Il vient done, pour cet N fixé,
N
¢ eB, Z | cp — ' | < ef[2sup p(fr)] = prt — =) < e
E
F=1
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De plus, B est compact et extractable dans Jlo°.
Donc TB est compact et extractable dans E, ce qui démontre a).
Soit Fc K fermé ou sg-fermé dans E.

Son image inverse par v, T—1F, est aussi fermée ou sq-fermée dans B. Or, comme
I°° est un espace & semi-normes dénombrables, les deux notions y sont équivalentes.
Done 7 F est compact et extractable dans I°° et, comme il appartient & B, son
image par t est compacte et extractable dans E, d’ou b).

THEOREME DE RELEVEMENT. — Soit T un opératewr linéaire défini d’une partie
de B sur F.
St B admet un réseau strict et si T est & graphe sq-fermé,

a) pour toute suite trés convergente gy de F, il existe une suite trés convergente f,, de B
telle que

Tfn = Gn, V’)Y/ (S [N

b) pour tout ensemble K trés compact dans F, il ewiste un ensemble A~ trés compact
dans E tel que

T =K.

a) On peut sans restriction supposer que g, soit trés convergent vers 0.

En effet, si g, est trés convergent vers ¢, g, — ¢ est trés convergent vers 0.
Alors, si f, est trés convergent vers 0 et tel que Tf, = g, — ¢ et si [ est tel que
Tf =g, fn + [ est trés convergent vers f et T(f, + f) = ¢n.

Soit done g, une suite trés convergente vers 0 dans F.

11 existe ¥y de Fréchet, h, tendant vers 0 dans Fy et Ty linéaire et continu de
Fo dans F tels que Toh, = g5 pour tout neN.

La relation définie de Fy dans E par
hRf <= Toh = Tf

est linéaire et & graphe sg-fermé :

h
?"__:f 4 Tl =Toha—>Toh |\ qs 1 o 4R
]:;an ! fn—>1 ) o )
De plus, R-1(E) = Fy.
De 14, si

% = {en,,..np &y m, ..., np €N}

est un réseau strict de E, vu le théoréme 2, p. 50, il existe une suite de semi-boules
by de Fy et une suite d’indices ny e N tels que

by C R Men,,...,ny), VEEN,
soit
Toby C Tenl,._,,nk, VkelN.
On peut méme, quitte & changer le rayon des semi-boules, supposer que
Tobx € MeTen,,...,ny> VEEN,

olt A est la suite de nombres associés aux my dans la définition du réseau strict.
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Déterminons vx € N croissants avec k et tels que hy, € by si vy < n < vg41. Pour
tout n, choisissons alors f,, tel que Tf,, = Toh,, et que fr € Aken,,...,np; sivpy <n < v

La suite f, ainsi déterminée tend vers 0 dans B,

De fait, pour toute semi-boule b de centre 0 dans E,

ey C O
dés que k est assez grand (cf. prop. 4, chap. I, p. 17).

Aken
On montrera en c) ci-dessous qu’on peut méme la supposer trés convergente.

b) Soit & présent K trés compact dans F.

Vu la proposition 7, p. 56, il existe une suite g, trés convergente vers 0 dans F

telle que
—T———- o0 W
Kcdu gy = {Zongn:zm
n=1 n=1 n=1

Pour cette suite g,, adoptons les notations de a).
Les f, associés aux g, sont tels que les séries

2

o]
Z Cafn
n=1
convergent dans E si
@w
Seni<i
n=1
En effet, si vi <N < vpqq, on a
vp—1 N
S5 St S S
n=1 n=1 n=vy N=Vf—y N=y]
Or, d'une part, la série de terme général
Veti—1
Cnin
n=vj
converge dans E, puisque
ViHi—1 ®
Cnfn € ( Z I Cn |) 7\70‘37@1,..,,7%, VkeNN,
n=v] n=1
et, d’autre part,
N
Z Cnfn € )\kenl,“.,nk
n=vj

ol le second membre est contenu dans une semi-boule arbitraire de centre 0 des
que k& est assez grand.
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Cela étant, vu le lemme précédent, ’ensemble

K’:{zcnfn:zlcnlgl}
n=1 n=1

est compact et extractable dans E.
On a

TK' 5K. (*)

En effet, si g € K, pour un choix convenable de c,, comme %(T) est sg-fermé,
on a

) N
g = Z Cndn :Nljm 60 Tfn > I
n=1 By
o= og=T( cnfn) € TK'.
Z Cpfn = lim cnfvz
N—>w
n=1 n=1

De (*), on déduit que
K =TX nT4K).

L’ensemble T K est fermé pour les suites : si f,, € T41K fend vers f, on peut
extraire des Tf,, une sous-suite qui converge vers g€ K. Alors

/Z >
f”’f f = Tf=geK.
Tf oy — 9

De la, vu le lemme, K/ N T41K est compact dans E.

c) Montrons enfin qu’on peut supposer la suite f, trés convergente et le com-
pact " trés compact.

Si g, est une suite trés convergente vers 0 dans T, il existe A,— oo tels que
la suite Apg, soit encore trés convergente vers 0.

Compte tenu de ce qu'on a démontré en a) et b), il existe 7, E tels que
Tty = Xugn, que fn tende vers 0 dans E et que

IC:{E}mpEN%lgn
n=1 n=1
soit compact dans E.

L’espace Ex- est de Banach et (1/h,)f, tend vers 0 dans Ex, puisque
[ o llEw <1, VReN.
Donc la suite (1/7g)f, est trés convergente et telle que
T [(1/2)fn] = gn, VR EN.

Si K est trés compact dans F, il appartient & ’enveloppe absolument convexe
fermée d’une suite g, trés convergente vers 0 dans F.
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Avec les notations précédentes, K est I'image par T de
@ ¢ @

A = {Z)\—”fn:Z]anlgl}mT-lK‘
n=1 n n=1

Cet ensemble est sq-fermé dans E, done dans Ex’. De plus, il est contenu dans

compact de Ex’. Donc il est compact dans Ex/ et trés compact dans B.
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CHAPITRE IV

RESEAUX DANS LES ESPACES D’OPERATEURS

Les propriétés de localisation du chapitre précédent permettent d’apporter d’impor-
tants compléments aux propriétés de permanence des espaces & réseaux.

On démontre ici I'existence de réseaux dans divers espaces d’opérateurs et dans
des produits tensoriels de type e.

1. Espaces d’opérateurs

TaRoREME 1. Si B est de Banach ou limite inductive d'une suite d’espaces
de Banach et F & réseau strict, LB, F) admet un réseaw strict.

a) Supposons d’abord E de Banach.
Soit B la boule unité de E et soit

R = {enl,,,,,nk ck,my, ..., npE NG
un réseau strict dans F.
Si T est continu de E dans F, en vertu du théoréme 3, chap. III, p. 53, il existe
my et np €N tels que
TBc Mmien,.
De plus, si

TBc Mken,,...,np

il existe mp1 et nyp+1 €N tels que

TBc ME+1En,, ..., np 4

En appliquant la proposition 3, chap. I, p. 16, on voit qu’on peut supposer
que my, my, M+ sont égaux a 1, quitte 3 modifier le réseau.

Posons
@mnl,.‘.,nk = {Te Z(E, F): TBc enl,..‘,nk},

quels que soient k, ng, ..., nxz € N.

Les & My constituent un réseau ' de L(E, F), puisque tout T € L(E, F)
appartient & un & ny et que, §’il appartient & & Byt il appartient & un & My

Le véseau %' est de type F.

Soit mj une suite fixée et soient Ay les constantes associées aux ny dans X.
Posons Ay, = 27,

Démontrons que, si

Tr e g“v“'*”k es 0 < pr <A



la série

Z welr (%)
k=1
converge dans (B, F).
La suite ATy est équicontinue. De fait, si {¢} désigne le systéme de semi-
normes de F, pour tout ¢ € {g},

AkaB C 7\756”1!""77‘]6 c bq(l)

dés que k est assez grand, soit k£ > ko. Cela résulte de la proposition 4, chap. I, p. 17.
Or l’ensemble fini {MTy, ..., )‘koT"o} est équicontinu, donc il existe C tel que

aTrf) < CI| T, Vi€ E, Vi < ko,
et, au total,
g Trf) <sup (1, 0) || f|], Ve B, VEe N.

Cela étant, la série (*) est de Cauchy dans Zu(E, F) et y est équicontinue,

car elle s’écrit
03\
Z AT,
k=1
’

ou la suite ATy est équicontinue et ot la série des ), converge, puisque 0 < w), << 2%,

La série (*) converge dans Zs(E, F).

On voit alors sans peine qu’elle converge dans Z»(E, F) vers la méme limite,
ou bien on applique le corollaire 4, chap. I, p. 23, le réseau %’ étant de type € dans
Zs(B, F).

Soit f fixé dans E, tel que || /| < C.

La série

.

> wxTrf
o
r=1
converge dans F, puisque Tyfe C eny,..ony €6 0 < pg << A pour tout ke lN.

Appelons Tf sa limite. On définit ainsi un opérateur de E dans F. I1 est immédiat
que T est linéaire et il est continu puisque la série (*) est équicontinue. D’ol la
conclusion.

I1 reste enfin & vérifier que %’ est strict.
Or,si||f|]|<1, ona

fve]

d’olt
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et

Z (—Lka € @@nl,...,nku,
k=ky
quel que soit ke N.

b) Soit & présent E limite inductive d'une suite d’espaces de Banach E;. L’espace
ZLs(E, F) peut étre assimilé au sous-espace de

RELLED
i=1

formé des
(Ty, Ty, ...)
tels que
Tif = Tisaf, Vi€ By, Vie N.

(Yest visiblement un sous-espace fermé du produit et le systéme de semi-normes
de Zs(B, F) est équivalent au systéme de semi-normes induit dans le sous-espace
par le produit. En vertu de a) et des propriétés de permanence (prop. 1, a) et 2, ¢),
chap. 111, p. 51 et 53), Zs(E, F) admet un réseau strict. On passe alors & LB, F)
en appliquant le troisiéme corollaire de la proposition 1, chap. ILL, p. 52.

Variante de b). — Voici une autre démonstration, plus technique, qui consiste
3 exhiber directement le réseau de Zy(E, F).
Soit B; la boule unité de chaque E; et soit Z le réseau strict de F considéré en a).

Posons
&0 r = {TeZ(E,F): TB;c eﬂ»la“'"”/c}'

Ny R
Les ensembles
— 20
& ny = & 7(L1),
;o 2 2
éanl,(nz,nl) = é";l{nz N éa,)(li),

_ 1 2) (3)
éanl,(nz,ni),(ny%;,n;') = éogz,f,nz,n:; N édgzi,n’z N @mn'lw

ol les indices groupés entre parenthéses sont renumérotés par un seul indice par-
courant N, constituent un réseau Z' de E.

Fixons une suite 1, (na, n}), (N, ng, ny), ... . Soient Ag, A, Ay, ... les suites
associées respectivement aux g, 7y, %y, ... dans la définition de Z.
Posons

vy = 7\1, Vg = inf ()\2, ?\i), Vg — inf (7\3, 7\&, )\g{), P
Si
T, e é”nl, Tee (g]n],(n?ni), Ty e (fnl,(nz,ni),(ng,nfz,nl'), e

la suite vy Ty est équicontinue.
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En effet, on a vu en a) qu’elle est équicontinue de chaque E; dans F.
Alors, en procédant comme en a), on voit, si 0 < pp << 2752y, la série

i wrTr
=1

est de Cauchy dans (B, F) et converge dans Zs(E, F), donc converge dans & »(E,F),
ce qui établit que %’ est un réseau de type %.

On prouve comme en a) qu’il est strict.

THEOREME 2. — 81 les conditions sutvantes sont vérifides, Lu(E, F) admet un
réseaw de type €

(a) E est de Fréchet ou limite tnductive d’une suite d’espaces de Fréchet,

(b) F est sq-complet et & réseau de type €, ou F est limite inductive d’une suite d’espaces
F; sq-complets et & réseau strict.

En outre, st le réseau de F (vesp. des Fy) peut étre supposé formé d’ensembles
absolument convexes et sq-fermés, Lp(E, F) est & résean strict.

a) Supposons d’abord E de Fréchet et F sg-complet et & réseau de type €.

Désignons par p;, © € N, les semi-normes dénombrables de E et par b; les semi-
boules bp,(1/3).
Soit d’autre part
R = {enl,,,,,nk tk,ng, ..., mpeNY
le réseau de type € de F.
Si T est continu de E dans F, en vertu du théoréeme 1, chap. III, p. 48,

— il existe n; tel que T_lenl ne soit pas maigre et i; tel que

Tbi] C <6n1>,

— si Toqeq,,...,n;, nest pas maigre, il existe ngi1 tel que T-ey .
maigre et 1541 tel que

gy, DO SOIb pas

Tbik+1 C <enl,...,nk+1>4

Appelons &'(i,,n)),...,(iy,ny) Vensemble des T e Z(E, F) tels que T iy, ,...,n;, ne

soit pas maigre et que

k

Tbi1 C <en1>, ciey Tbik C <3n1,...,nk>
et renumérotons les couples d’indices entre parenthéses par un seul indice par-
courant IN.
En vertu de la remarque précédente, ces ensembles forment un réseau %' de
Zy(E, F).
Démontrons que #’' est de type %.

Fixons une suite (ix, nx), k¥ € N. Associons aux ny la suite Az qui leur correspond
dans Z. On peut sans restriction supposer les A décroissants.

Si
Tre é‘)(il,nl),“.,(ik,nk)

68



pour tout k€ N, la suite 2T est équicontinue. De fait, quel que soit ¢, vu la pro-
position 4, chap. I, p. 17, on a

Aken,,....nz; C bal1)
dés que k est assez grand, soit k > ko. Il vient alors
WeTrbiy, C My Cenyomgyy C bal1), VE > ko,
si on prend b, fermé, soit
a0 Trf) < 1y, pig, (), VIEE, Vi > ko.
D’autre part, MTy, ..., lkoTkO sont équicontinus et il existe ip = i’“o tel que
q(Trf) < topi(f), Vi€ E,

pour tout k& < ko, donc pour tout ke N.

Or, comme E est de Fréchet, si F est sg-complet, Z,(E, F) est sq-complet.
11 résulte done de la proposition 1, chap. 1, p. 15, que %’ est de type %.

Si les ey, ...,n;, sont absolument convexes et sq-fermés pour les suites, on peut
remplacer {en,,...,n;) PAT €n,..ny dans ce qui précéde et on voit immédiatement
que les ensembles

g(il’nl)"“'(ik'nk‘)
sont absolument convexes et s¢-fermés dans Z(E, F), d’ott #’ est strict.

b) Soient B de Fréchet et F limite inductive d’une suite d’espaces Fj, & réseau
strict et sg-complets.

On ne sait pas si F est sg-complet, donc ce n’est pas un cas particulier de a).
Si

{egzw,,% ik, my, ., e NG
est un réseaun strict dans chaque Fj, les ensembles
en, = F”l’ n1 €N,
engyeny = € o B > Lo, o, mp €N,

forment un réseau strict dans F.
On construit encore les ensembles

E (tum) e (i)

: e ? x . N A
con31de1.es ci-dessus en gubs’oﬂ:uant aux <e”1r"»"’k> les en,,...,nj, GUX-mémes et on
reproduit la démonstration de a).

Si Ty et Ax sont déterminés comme ci-dessus, on voit que les AxTy sont des
opérateurs linéaires de E dans F,, et que la suite ATy est équicontinue de E dans
cet F,,l. Or Z(E, F”l) est sg-complet, done les séries

i prAe T,
=1

olt pi € [0, 27%], convergent dans Zp(B, F"l) et a fortiori dans Zp(E, F).
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¢) Supposons enfin E limite inductive d’une suite d’espaces de Fréchet E;,
F vérifiant I'une ou l'autre forme de (b).

En vertu du corollaire 4 du théoréme 1, chap. I, p. 23, il suffit de démontrer
que Zs(E, F) admet un réseau de type &. Or Z5(E, F) peut étre assimilé au sous-
espace de

<@

[ 2@ m
i=1
formé des éléments
(T1, Tg, ...)

tels que
Tif = Ty1af, Vi€ By, VieN,

et son systéme de semi-normes est celui que le produit y induit. Or il est visiblement
fermé dans le produit, d’oti la conclusion en appliquant a) ou b) et les théorémes
1, a) et 4, chap. I, p. 23 et 26.

TuEOREME 3. — St E est & semi-normes dénombrables [et séparable] et si F
admet un réseau strict (resp. st F est sq-complet et admet un réseau de type €), espace
Lo(E;, F) admet un réseaw strict (vesp. un résean de type €).

Cest encore vras st B est limite inductive stricte d’une swite d’espaces & semi-normes
dénombrables [et séparables], si en outre X est muni d’un systéme de semi-normes {q}
tel qu’a toute suite qn € {q}, il corresponde q € {q} et C,, > O tels que

gn(g) < Cnqlg), VgeF, VneN.

On discute dans la proposition 1, p. 74, ’hypothése supplémentaire sur F.

a) Soit E muni d’un systéme dénombrable de semi-normes {p,:meN}.
Posons by, = by, (1/m). Soit d’autre part

R = {enl,,,,,nk tkymy, ., e NG

un réseau de F.

A

Désignons par b5

le polaire de by, et par B Tenveloppe linaire de b2, munie
de la norme

m?

1 Cllp,, = sup [T |
Pin(f)<1
C’est un espace de Banach. De 14, si T est continu de E; dans P, sa restriction &

* N N . * . * EN
E,,, est & graphe fermé dans E;, X F, donc continue de E,,, dans F, d’ott

— il existe n; € N tel que la restriction de T-sen, & E,, ne soit pas maigre dans
E; et C; > 0 tel que

Pm

Tb4, C1 Ceny,

n’y est pas maigre, il existe ng4 € N tel que ce
et Cpqe1 > 0 tel que

1 s, ra] Y *
— sl T_lenl,_‘_,nk, restreint & Ewm’

soit encore vrai pour Ten,,...,ny,,
A — <
Tby, € Cria {eny,...ompyy -
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On peut méme, quitte & changer & (cf. prop. 3, chap. I, p. 16), supposer que les
constantes Oy sont toutes égales & 1.

Appelons & . Tensemble des TeZ(E,, F) tels que la restriction de
T_lenly a B ne soit pas maigre dans cet espace et que

Tbp, € {eny,...ong)-
Compte tenu de ce qui précéde, les ensembles
= 59,
C”@”r(”z’”l) &Y g’g;)

g Pm

ny,Mg

2 3
5"1»(”2»751):("3’"' nf) = (”@57,1 g,y N 6‘)1(11))12 N g)( ')a

constituent un résean #' de L (B}, ¥), si on y renumérote les indices (ng, n7) (resp.
(n3, ng, n7), ...) par un seul indice parcourant N.

Notons que si le réseau de F est strict, on peut remplacer les conditions

. X P A

«Tsep,,...,n; non maigre dans B et TbSC Ceny,ooimgy » AT « Th Ceny,my .

Démontrons que %' est de type %.

Supposons d’abord Z strict.

Soient n1, (ng, ny), (n3, 7y, 77), ... fixés et soient g, Aj, Ay, ... les suites de
nombres associés respectivement & ng, ny, ny, ... dans Z%. Posons

. . ’ "
V1 = 7\1, Vo — inf ()\2, 7\1), Vg = inf (7\3, 7\2, 7\1),
Pour tout T e E*, il existe m tel que T e bs. Dés lors, si
T, e g)n Ty e 6mnl,(n n/)s

et si 0 < pp << 2 kv, la série

> WiTiT (%)
k=1

converge dans F. Appelons TT sa limite. On définit ainsi un opérateur T linéaire
de E; dans F.

Vérifions que T est continu. Soit ¢ une semi-norme de F. Pour que ¢(TT) soit
majoré par une semi-norme de E}, il suffit, en vertu du théoréme de Banach-Dieu-
donné, (cf. [17], p. 234), que, pour toute suite équicontinue T; € E*, tendant vers 0
dans Ey, ¢(TT;) tende vers 0. Or, si Tye by, pour tout ieN et si les Ty sont tels
que

T](;b Ceal’“,’ak, V]CEN,

)TIO
il existe %y tel que
V]ge(y.l,,“’akc bq(l)

pour tout k == ko et, quel que soit ¢ > 0 fixé,

q ( Z e TrCe) < Z 27k L ¢f2
=Ty li=To

pour ky assez grand, quel que soit Tj.

71



D’autre part, comme les T} sont continus de E; dans F,
ke—1
q( Z prTrCi) < ef2
k=1
et, de 1&, ¢(TT;) < e, dés que i est assez grand.
Le réseau Z' est donc de type € et il est immédiat qu’il est strict.
Supposons & présent # de type € et F sq-complet.

Adoptons les notations du cas précédent et montrons cette fois que la série (*)
est de Cauchy dans F.

Si Tebs et si

m
b € Leay, oy VEEN,
on a
Vieay, ..o C be(1)

pour k assez grand et, si on prend b,(1) fermé,

VkT]gC (SR <ey_1,_”’(/_k> C b:l(l),

d’ont

q (z uaTHT) < Z 2% > ()
k=r 7

=
si inf (7, s) = co.
Comme F est sq-complet, la série (*) converge donc dans F.
On poursuit alors la démonstration comme dans le cas précédent.
b) Soit & présent E limite inductive stricte des E,.
On démontre que

LE,T) = O 0 [(B), F],

n=1

*

ol les 7, sont des opérateurs linéaires continus de &y [(E,),, F] dans &y(E], F),
quel que soit 7.

On conclut alors en appliquant a).

Définissons les 7.

Soit T e.Z [(Ey);, F]. On appelle 7, T opérateur qui, & tout T e E*, associe
Pimage par T de sa restriction & H,, qui est une fonctionnelle lindaire continue
dans E,. L'opérateur 7,T est visiblement linéaire et continu et il est immédiat que
T, est un opérateur lindaire de &y [(E,);, F] dans Zy(E, F). Montrons qu’il est
continu. Tout borné &Z de E; est équicontinu, donc P'ensemble %, des restrictions
& B, des T e est équicontinu dans (E,)* et a fortiori borné dans (E,);. De la,
pour toute semi-norme g de F,

sup ¢(t,TT) = sup ¢(TT)
Teh TeBn

ol le second membre est une semi-norme de % [(E,);, F].
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11 reste & voir que

LB, F) = Ulfnf [(En) F.
n=

Soit T continu de E; dans F.

Tl existe ng tel que T s’annule dans le polaire Eﬁo de By .

En effet, si ce n’est pas le cas, il existe, pour tout n, Ty € Ky, tel que TT, 0.
Il existe alors une semi-norme g, de F telle que ¢,(TT,) 7 0. Si ¢ est une semi-
norme qui majore la suite ¢, ainsi déterminée, on a encore ¢(TT,) 7 0 pour tout n
et, quitte & multiplier les T, par des constantes convenables, on peut supposer
que ¢(TT,) = 1 pour tout n.

La suite T, est équicontinue dans E. En effet, elle est équicontinue dans chaque
B, puisque seuls T1, ..., Cp1 ¥ différent de 0. De plus, elle tend vers 0 dans E;:
pour tout f, Tp(f) = 0 des que E,, contient f. Donc elle tend vers 0 dans E;, ce qui
exige que q(TCn) tende vers 0. (*)

Définissons alors T”o de la fagon suivante. Soit Ce E*0 Il existe une semi-
norme pn, de Ey qui majore T. Comme la limite inductive est stricte, il existe
alors une semi- norme p de E qui majore T dans E, . Donc, en vertu du théoréme
de Hahn-Banach, on peut prolonger T par une fonctionnelle T’ e E*. On pose

T,,C = TT".

La définition a un sens, car la valeur de TT’ ne dépend pas du choix de T : si T’
et T prolongent T, T'—T” e By et TT =TT

L’opérateur T’lo ainsi défini est visiblement lindaire. Il est continu de (En Vo
dans F. En effet, soit ¢ une semi-norme de F. En vertu du théoréme de Banach-
Dieudonné, pour que ¢(Ty, T) soit majoré par une semi-norme de K, il suffit que
q(Ty, Ti) tende vers 0 pour toute suite T; équicontinue et convergeant vers 0 dans
()

Prolongeons les T; par T}, équicontinus dans E*. Si

q(Tn Ti) = g(TT;) + 0
‘quand {— oo, il existe ¢ > 0 et une sous-suite T}, tels que
q(TT;,) =<, VEeN.

Comme les T, sont équicontinus, on peut en extraire une sous-suite Ty, conver-
gente dans E. Soit T’ sa limite. On a T' € Eg,

T'(f) = lim Ty, (f) = lim f%,(]‘ =0, V/ € By,
Or Te ZE,, F), dou
q(TTj,)—¢(TT') = 0,
ce qui est absurde.

On a donc bien T = 1, T,, , avec T,Z e [(E, )c, F], d’ott la conclusion.

Commentons brlevement I hypothese sur F:a toute suite qn € {q}, il correspond
ge {q} et Cp > 0 tels que

gn(g) < Cr q(g), Vg F, VneN.

(*) Cette partie de la démonstration s’inspire d’'un lemme de Grothendieck ([*°],
lemme 5, p. 85).
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ProrositioN 1. — Elle est vérifide
a) st F est normé,

b) st T est de type (DF) et, en particulier, st F = B;, oo E est & semi-normes
dénombrables,

¢) st ¥ = E}, on E est & semi-normes dénombrables ou si ¥ = B, ou E est de Fréchet,
d) si I est limite inductive d’une suite d’espaces qui la vérifient.

a) C’est trivial.

b) Cest le lemme 2, p. 64, [18], de Grothendieck.

¢) Siles K; sont compacts dans E et si p;, 2 €N, sont les semi-normes dénom-
brables de E, fixons A; > 0 tels que

7\;I§z C bpi(l/i), VieN.

On voit facilement que

est compact dans E.
On a alors

1 .
sup | T() | < 3-sup | TG) |, Vie N,
feKy i fek

Si les K; sont faiblement compacts, K est faiblement compact. Si, en outre,
E est de Fréchet, (K> est faiblement compact avec K, ce qui régle le deuxiéme cas.

d) Soit E limite inductive des B, et soit 3; une suite de semi-boules ouvertes
de centre 0 dans B :

w
B =0 o,
n=1

ou les b?l) sont des semi-boules ouvertes de centre 0 dans E,,.
Pour tout n €N, il existe une semi-boule b et des A > 0 tels que

b 5 A Mpm Fie N,
12 1
Posons

vy = inf (M

i<n

et soit

B = (U vb™>,

n=1
Quel que soit ¢, 8; absorbe B. De fait, d’une part,
b 5 NMHM 5 v, 5™, Vi == 4.
D’autre part, il existe A > 0 tel que
b 5 hvy, b,
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pour © =1, ...,7—1. Done
o . w° .
B; = (U bM> oinf (1, 1) (U v b®) = inf (1, A)B,
n=1 ' n=1
ce qui démontre la proposition.
Voici encore quelques remarques simples sur les espaces d’opérateurs qui per-
mettent de compléter les résultats précédents.
DfrmrrioN. — Désignons par Fg ’espace F muni des semi-normes

sup | 2(g) |, (*)
2¢%

ot # parcourt Pensemble des bornés de .

On voit facilement que, [si F est séparable par semi-norme], ¢’est l'espace F7
introduit p. 22. De fait, si @ est absolument convexe, fermé et bornivore, son polaire
®2 est borné dans Ej et la semi-norme associée & ® est ’expression

sup | T(f) |-

Teol

Inversement, (*) est visiblement une semi-norme de Kj.

Levme 1. — L'opérateur J, défint par
JT = T*,
est liméaire et continu
— de Ls(B, F) dans Ls(F;, EY),
— de Lu(E, Fg) dans Lu(F}, E}),
— de Z (B, F) dans L(F:, EY), si I' est Pensemble des parties équicontinues de F*.
On note d’abord que, si Te Z(E, F), T* est continu
— de F; dans Ej,
— de F} dans Ej,
— de F; dans E}.
De plus, Z (B, Fg) c Z (B, F).
De 13, il est immédiat que J est un opérateur linéaire entre les espaces indiqués.

11 reste & s’assurer qu’il est continu.
Soient 2, ..., 2 € F*. 1l existe une semi-norme ¢ de F et C > 0 tels que

| 2i(9) | < Cqlg), Vge F, Vi < m.

De 13, quels que soient fi, ..., fr€ B,
sup sup | (T*2y)(f;)) | = sup  sup | 2(Tfy) |
j=1,...,n i=1,...,m j=1,..,n i=1,..,m

<C sup q(Th),

J=L, ..,n

ce qui régle le premier cas.

75



Soient & un borné de Fj et B un borné de E. On a

sup sup | (T*2)(f) | = sup sup | 2(T)) |,
2e% feB feB  2ex
ol le second membre est une semi-norme de Z,(E, Fg), d’ott le second cas.

Le dernier cas est immédiat.

LeMME 2. — 81 F est sq-complet ouw s'il est tonmelé, Uopérateur J est continu
— de L5(E, Fg) dans Ly(F;, E;)
— de L (B, Fg) dans Lp(F, E).

1l suffit de noter que tout borné # de F; ou de F: est alors borné dans Fj.
Si F est tonnelé, ¢’est immédiat puisque & est équicontinu.

Si F est sg-complet, on note que

{geF sup | 2() | <1}
2eR
est un tonneau de F. Il absorbe donc les bornés de F et, de 1a, & est borné dans F}.

LevumEe 3. — 81 E est évaluable [et F @ semi-normes représentables], on a

LELE) =FLFLE) e LE,T) =L, Fp)

8

et J est défini de L (B, F) sur L (¥, E;).
Si, en outre, (F})* =F, on a aussi

L(F;, Bp) = Z(F}, E})

et J est défini de £ (E, F) sur L(F}, E}).

Démontrons d’abord que J est défini de £ (E, F) sur Z(F;, E}). SiT' € Z (¥}, E}),
pour tout fe E, la loi qui, & 2 e F*, associe (T'2)(f) est une fonctionnelle linéaire
continue dans Fj, donc elle a la forme 2(gy) out gr est déterminé univoquement
dans F. Posons Tf = gy. L’opérateur T est linéaire de E dans F et a pour adjoint
T* = T'. Comme E est évaluable et que T" € L (F;, E}), T est continu de E dans F.
Done T = JT, avec T Z(E, F).

C’est un fait général que F(F;, E)) = L(FL, EI) : on a L(FL E) > ZL[(Flas
(ENa] = Z(F;, B). Réciproquement, si T’ € Z(F;, E}), il s'éerit T = T*, avec
T e ZX(Eq, Fy). Comme I'image par T de tout compact absolument convexe de B,
est un compact absolument convexe de F,, on a alors T' € £ (FL, EI).

Enfin, on a Z(E, F) = Z(E, Fp). De fait, si Te L(E, F) et si & est borné
dans F}, 'ensemble

{f:sup | 2(Tf)| <1}
2e%B

est absolument convexe, bornivore et fermé dans E, donec il est d’intérieur non
vide et T est continu de E dans Fy.

Supposons & présent que (Fj)* = F. Démontrons que J est défini de .Z(E, Fg)
sur Z(F;, B}). Soit T’ € L(F}, E}). La loi qui, & 2e T, associe (T'2)(f) est une
fonctionnelle linéaire continue dans Fj, donc elle s’écrit (T'2)(f) = 2(gy), ol gr est
univoquement déterminé. Posons Tf = gr. Comme E est évaluable, T appartient
a Z(E, F) = Z(E, Fg), d’ot la conclusion.
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Ces lemmes permettent de déduire des théorémes qu’on vient de voir les énoncés
suivants.

PROPOSITION 2. — Soit B de Banach ow limite inductive d’une suite de tels espaces
[et soit B & semi-normes représentables].

a) Si F est o réseau strict, Ls(Fy, By) et Lp(F;, ) sont & réseaw strict.

b) Si F est sq-complet et & réseau strict, Lp(Fy, Ey) et &£ o(F2, BL) sont a réseaw
strict.

c) Si F est & réseau strict et si (Fy)" = F, Lp(Fy, By) est @ réseau strict.

En appliquant les lemmes, comme E est évaluable, on voit que chacun des
espaces considérés est image par 'opérateur continu J de Zu(E, F), qui est & résean
strict en vertu du théoréme 1, p. 65.

PropositIoN 3. — Supposons
— T de Fréchet ou limite inductive d’une sutte d’espaces de Fréchet,

— F sq-complet et & réseaw de type € ou tonnelé et limite inductive d’une suite d’espaces
sq-complets et & réseaw strict [et soit, en outre, F & semi-normes représentables).

Alors Lo(F:, EL) et Lyp(F% BL) admettent un résean de type €.
Si, en outre, (F})* = F, Ly(F;, B}) admet un réseaw de type €.
Enfin, si F admet un réseau, constitué d’ensembles absolument convexes et sq-fermés,
les espaces d’opérateurs considérés sont & réseaw strict.

On part ici du théoréme 2 et des lemmes précédents.

2. Produits tensoriels

Les produits tensoriels s’interprétent comme des espaces d’opérateurs linéaires.
Ceci fournit une voie d’approche pour y déterminer I’existence des réseaux.

Rappelons d’abord comment EQ.F peut étre assimilé & un espace d’opérateurs.

Nous ne mentionnons que les résultats essentiels. On se référera par exemple
& L. Schwartz [46], exposé n° 8, pour une étude détaillée de la question.

PROPOSITION 4. — Le produit tensoriel EQF peut éirve interprété comme un
sous-espace de Lp(BL, F), muni du systéme de semi-normes indutt par cet espace,
T désignant Vensemble des parites équicontinues de E*.

PrROPOSITION 5. — L'espace L (B, F) est complet (vesp. sg-complet) si E et F
sont complets (resp. sq-complets) [et séparables par semr-norme).

Supposons E et F sq-complets et soit T, une suite de Cauchy dans Zr(EL F).
Pour tout T e B*, la suite T,,C est de Cauchy dans F. Appelons TT sa limite.
L’opérateur T est visiblement linéaire de E; dans F.

Pour qu’il soit continu, il suffit qu’il soit continu de E dans F,. En effet, son
adjoint T* est alors défini et continu de T} dans E,, done il transforme les polaires
des semi-boules de F, compacts absolument convexes de Fy, en compacts absolu-
ment convexes de E,. Il suffit done d’établir que la fonctionnelle linéaire dans BE*,

T(T) = 2(T7T), 2 € F*,
est du type T(f), avec fe B.
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*

Powr tout m, fy, =T,

9 est tel que
D(TpT) = T(fy), VT e E*,
La suite f est de Cauchy dans E, car, si 2 C b5(1),
pfr—fs) = sup | 2 (T, — Ts)(T)] | < Csup g [(Tr — Ts)(T)].
Tebl Tebly
Soit f sa limite. On a
2(TT) = lim 2(T,T) = lim T(f,,) = T(f), VT € E*.

d’olt la conclusion.
Si E et F sont complets, on procéde de fagon analogue (cf. [48]).

Prorosirion 6. — [Soient E et F séparables par semi-norme).

Lespace £ (E,,, F) est fermé dans Lp(E:, F).

De la, il est complet (resp. sq-complet) si E et F sont complets (vesp. sq-complets).
Soit T appartenant & 'adhérence dans Zn(EZ, F) de L(EX, F).

Pour qu’il soit dans Z(E;,, F), il suffit que T*, défini de F* dans E, transforme
les polaires des semi-boules de F en compacts de E.

Soient ¢ une semi-norme donnée dans F et b2 le polaire de b,(1). Pour p et
e > 0 fixés, il existe T, , € L (B, F) tel que

4724

sup sup | 2 [(T — Te,5)T] | = sup ¢ [(T — Te,,)(T)] < /2. (*)

A A A
Cebp 2eb 7 Cebp

Pour ce T.,p, T;,, est continu de F}, dans E. En effet, T, , transforme tout b3,
compact absolument convexe de E;, en compact absolument convexe de F.

Soit
p(T;,2) < Cn(2), V2 € F*,
ot © est une semi-norme de F},. Il vient alors
P(T*2) < p [(T* — T2, )(2)] + p(T%,2)
<e/2+Cr(2) <L
si 2 e b et m(2) < £/(20).

De la, T* est continu de 62 muni de la topologie induite par F;, dans E et,
comme by est compact dans Fy,, T*b2 est compact dans E.

ProrosiTION 7. St E et F sont complets [et séparables par semi-norme], le
produit tensoriel complété BQF peut étre assimilé & wn sous-espace linéaire fermé
de L1(B;, F) et de LL(EL F).

Cest immédiat puisque ces espaces sont complets.

REMARQUE. — Si on suppose seulement E et T sq-complets, on ne peut plus
affirmer que EQ.F est contenu dans Zr(B;, F) ou Zp(EL T).

Toutefois, les exemples usuels d’espaces qui admettent un sous-espace dense
de type EQ.F vérifient cette propriété.

Ainsi, si B est sq-complet [et séparable par semi-norme], Cr(Q ; E), espace
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des fonctions % fois continfiment dérivables de 'ouvert Q dans E, est un sous-espace
fermé pour les suites de . [Er,, Cx(Q)].

La propriété analogue pour Dy(K ; E) et Si(E, ; E) est également vraie (cf. [12],
p. 167 et 168).

A partir des propositions précédentes, on obtient facilement des exemples de
produits tensoriels munis de réseaux de type € ou de réseaux stricts.

TrEOREME 4. — [Soient E et F séparables par semi-norme].

a) 81 K est de Fréchet et si F est complet et admet un réseaw de type € (vesp. strict),
le produst tensoriel EQF admet un réseau de type € (vesp. strict).

b) C’est encore vrai si B est limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet
et si F est complet, admet un réseaw de type € (vesp. strict) et est muni d’un systéme

de semi-normes {q} tel qu'a toute suite gy € {q} correspondent g€ {q} et C, >0
tels que

gn(9) < Cpn q(g), Vg F, Vne N.

Si E est de Fréchet ou limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet,
Penveloppe absolument convexe fermée d’un compact de B est compacte, donc
E, =E,,.

Or, vu le théoréme 3, p. 70, Z»(E;, F) admet un résean de type ¥ (resp. strict),

b . : *
done c’est vrai aussi pour Zn(E,, F).

En outre, E et F sont complets, donc EQ.F est un sous-espace fermé de
ZL(E;,, F) et il admet par conséquent un réseau de type % (resp. strict).

THEOREME 5. — St E est de Fréchet [et séparable] ou limite inductive d’une suite
de tels espaces et si ¥ est complet et & réseau de type €, les produits tensoriels BE,QF
et EZ@EF admettent un réseau de type €.

Pour qu’ils admettent un réseaw strict, il suffit

— st B est de Banach ouw limite inductive d’une swite d’espaces de Banach, que F
admette un réseaw strict.

— dans le cas général, que F admette un réseau formé d’ensembles absolument convexes
et sq-fermés.

*
ca

Comme E est bornologique, E,, est complet et, de plus, (E,,);, = E. Puisque F
est aussi complet, c’est encore le cas pour &, (E, F) et E:wésF est un sous-espace
fermé de &, (E, F).

Or, par le théoréme 2, p. 68, (B, F) admet un réseau du type indiqué dans
énoncé, done aussi EX,Q.F.

D’autre part, comme I est complet et E bornologique, 'espace £y(E, F) est
complet. De la, E;@EF est un sous-espace linéaire fermé de Zy(E, F), d’ott la con-
clusion, en procédant comme pour E:[L®5F.

REMARQUE. — Compte tenu de la remarque p. 78, on peut améliorer les résultats
précédents en supposant seulement les espaces sg-complets plutét que complets.

Nous ne connaissons pas d’énoncé général qui rende compte de ce fait. Toutefois,
, C . . p . " A
Iexamen des cas particuliers conduit sans difficulté au résultat souhaité. Il est méme
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souvent plus facile de déterminer d’emblée un réseau dans le produit tensoriel
étudié que d’exploiter les mécanismes développés ci-dessus.

Traitons un exemple concret.
Prorosrrion 10. — 81 K est sq-complet et admet un réseau de type € (resp. strict),
Vespace Cp(Q ; B) admet un réseaw de type € (vesp. strict).
Soit
A = {enl,.,,,nk tkyong, ., npeNG

un réseau de E. Supposons-le strict et soit, par exemple, p infini.

Désignons par K, une suite de compacts d’intérieur non vide croissants vers Q.
Les semi-normes de Cp(€2; E) sont alors les expressions

sup sup p [D¥(x)],neN,pe {p},

€Ky |a|Sn
ou {p} désigne I'ensemble des semi-normes de E et |« | I'ordre de la dérivée D,

Pour tout nelN et tout f(x)e Cy(Q); E), I'enveloppe absolument convexe
fermée B,(f) de

{Dif(x) e Ky, |a| < n}
est sg-compléte dans I5. Dés lors, par le corollaire 2, chap. ITI, p. 54,
— il existe n1 €N et C; > 0 tels que
Bu(f) c Cren,,
— 81 By(f) c Cy €,y il existe ng €N et Cpia > 0 tels que
Bu(f) € Cra1 en,.ony-
On peut méme supposer que les Gy sont tous égaux & 1, quitte & modifier # (of
proposition 3, chap. 1, p. 16).
11 est alors immédiat que les ensembles

Cf)@n = {{(x) e Cp(Q; E): B (f)cenl}’
g = D0 D) Bt Bl o),

avec la renumérotation habituelle des indices, constituent un réseau Z' de Cp(Q2 ; E).
Ce réseau est de type ¥.
De fait, soient

fx) e g’ﬂl: fa(x) € gnl,(nz,n{),
et soient
Vi = 7\1, Vg = inf (7\2, 7\1), caey

ol Mg, Ay ... sont les suites associées respectivement & nyg, ny, ... dans Z.

Comme Cpy(€2; E) est sqg-complet, il suffit de prouver que la suite vgpfxp(x) est
bornée dans Cp(2; E).
Or, quel que soit n, vu le choix des fg, il existe une suite mz e N telle que

Bn(flc) C VECm,,...omy;

80



dés que k est assez grand. Quitte & augmenter encore k, on a aussi, pour p donné,
Ve, ...,my C bp(1).
Done, au total,

sup  sup p [Dvefe(@)] <1

weky |a|<n
pour k > k(p, n) et, comme P'ensemble {vifr(®): %k < k(p, n)} est fini, donc borné,

sup sup p [Divifr(z)] < C, VekeN.

zeKy |o|<n

On vérifie sans difficulté que %’ est un réseaun strict.

Si le réseau # est seulement de type ¥, il faut remplacer les conditions
« Bn(.f)cenlw,nk » par « ].E.l; re\stnctlon de Cnyeneynyy & Penveloppe linéaire de By(f)
munie de la norme associde & B,(f) n’est pas maigre dans cet espace et

Bulf) c Leny,.ccmpe)

en utilisant le théoréme 1, chap. III, p. 48.
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CHAPITRE V

QOUELQUES APPLICATIONS

On donne ici quelques applications des résultats obtenus dans les chapitres précé-
dents.

Les théorémes de localisation sont étendus & des ensembles d’opérateurs.

Le théoréme de relévement fournit quelques théorémes d’homomorphismes.

On étend le théoréme du graphe fermé, dans un cas assez particulier, & des espaces
(de départ) non bornologiques. D’autre part on 'utilise pour généraliser le théoréme de
Bessaga-Pelczynski sur les bases de Schauder.

1. Localisation d’ensembles d’opérateurs

Si E est de Fréchet et si F est 4 réseau strict, le théoréme de localisation affirme
qu’il existe une suite de semi-boules by de E et une suite ey ,...,n, d’ensembles du
réseau de F tels que

Thi C en ... ngy VEEN,

ce qui fournit des renseignements plus précis que la continuité de T. Par exemple,
dans le cas particulier ott F est limite inductive d’une suite d’espaces de Fréchet Fy,
on en déduit que TE appartient & un Fp et que T est continu de E dans cet Fy
(cf. corollaire 1, chap. III, p. 54).

On peut se demander dans quelle mesure cette propriété s’étend a des ensembles
d’opérateurs. La question a été formulée dans le cas particulier des limites inductives
de suites d’espaces de Fréchet par R. Hirschfeld et résolue par G. Kéthe dans [25].
Elle trouve ici un cadre général naturel et se rameéne simplement aux théorémes de
localisation du chapitre III.

TatorEME 1. — Sotent B de Banach et F & réseaw strict. Notons B la boule unité
de E et
A = {e”p'“:”k tk,m, ., mpe NG

un réseaw strict de F. Pour tout ensemble B, absolument convexe, borné et sq-complet
dans Ly(E, F),

— ol existe ng €N et C; > 0 fels que
HBBc 01 6n1 N (*)

#BBc Cy €nyyeey g
il existe npy1 €N et Cya >0 tels que

BB c Cpna €ngses gy

(*) On note

#B = {Tf: T€ B, feB}.
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COROLLATRE. — Awec les notations du théoréme, si ¥ est limite inductive d’une
suite d’espaces ¥y & résean strict,

— il existe un k tel que BE c Fy,
— st BE c ¥y, B est équicontinu de E dans Fy.

REMARQUE. — On peut prendre au lieu de Zy(E, F), £ 4(E, F) pour un &
quelconque. En fait, on a choisi I’hypothése la plus faible : comme E est de Fréchet,
tout s-borné donc tout % -borné est équicontinu et, d’autre part, tout ensemble
sq-complet dans Z (K, F) est sq-complet dans Z»(E, F).

On peut aussi, en restreignant un peu la généralité, supposer F sg-complet.
11 suffit alors que & soit b-borné (ou équicontinu, c¢’est équivalent), car Z»(E, F)
est sg-complet, donc ’enveloppe absolument convexe fermée de # dans Zy(E, F)
y est sg-compléte.

Démonstration. — Dans les conditions de I’énoncé, on a vu au théoréme 1,
chap. IV, p. 65, que ’espace Z»(E, F) admet un réseau strict, formé des ensembles
{T . TBCenl’m,nk}. .

Le corollaire 2 du théoréme de localisation (chap. III, p. 54), appliqué aux
bornés de cet espace, conduit aux conclusions de ’énoncé.

Pour le corollaire, on note qu'un réseau strict de I est formé des ensembles
en, = F721 et
ey = €D o Ve > 1m0 €N,
ou les e72 1) np constituent un réseau strict de chaque Fy . Il existe donc une suite
de by, e Cy et de ny tels que #E C Fn et

Bbr c Cr et Yo VE < 1. (¥)

Les relations (*) entrainent I’équicontinuité de & dans Z(E, F, .)» puisque,
pour toute semi-norme ¢ de Fy, et pour un choix convenable des Mes

7\ke(n np © b(l ( )

deés que k est assez grand.

TratOREME 2. — St E esi de Fréchet ouw de Baire et si F est sq-complet et admet
un réseau strict

R = {enl,m,n,c kg, .., np € INY,
pour tout ensemble B équicontinu dans L (E, F),
— 1l existe une semi-boule by de B, npeN et C; > 0 tels que

e@bl C Cl e,

— St on
gbk C Ck enl,...,nk,

il existe bpi1, np41, Cpya tels que

HBbri1 C Cria eny,.ynp -
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CoRroLLAIRE. — Awec les notations du théoréme, si F est sq-complet et s’il est

lemate inductive d’une suite d’espaces Fy & réseaw strict,

— @l existe un k tel que HBE c Fy,
— st BB C By, B est équicontinu de E dans Fy,.

Si E est de Fréchet et si le réseau # de F est constitué d’ensembles absolument
convexes et sg-fermés, vu le théoréme 2, chap. IV, p. 68, Pespace Zy(E, F) admet
un réseau strict. En outre, comme F est sg-complet, Zp(E, F) est sg-complet.

On conclut comme dans le théoreme 1.

Le cas général est plus compliqué.

La démonstration est entiérement différente de celle du théoréme 1, car on
ne peut plus affirmer que Z5(E, F) admet un réseau strict.

Soit f fixé dans E.
Comme F est sg-complet,
Bf = {Tf . TeH}
est contenu dans un borné absolument convexe et sg-complet de F, d’ott
— il existe n; €N et C; > 0 tels que
Bfc G €n,

g]t c Cg €N,y g
il existe ny4 €N et Cppa > 0 tels que
Bf ¢ Craa e ,...

P4yt
On peut méme, quitte & modifier Z, supposer que les Cy sont tous égaux a 1.
De la, si
@@nl,...,nk = {f 1gfc 6711,...,7%};
les (o“’nl,_”,nk forment un réseau de E, et, comme K est de Baire,
— il existe n; tel que &, ne soit pas maigre,

— 8 & e n’est pas maigre, il existe np4y tel que & ny, ne soit pas maigre.

sNp "77‘](,‘-{-1
Démontrons & présent que, si & ny,.onp, 1St pas maigre, il contient une semi-
:
boule de centre 0. La proposition sera ainsi établie.

On fixe d’abord une suite ng, &k > ko, telle que & Ryrermy, 11 soit maigre pour
aucun k& > ko. Comme les e, | ,ny, Sont absolument convexes les & Byee le sont
aussi, done leur adhérence contlent une semi-boule de centre 0 :

éjfnl,...,nk by, VE > ko,

Si Ax est la suite de nombres associée aux n; dans %, on a alors

- éan],...,nko-

)\k gﬂl, g,

De fait, soit fe )"‘o@@"r“ Il existe successivement

"n/Cn'
— [ky € Mo, Eny,...ony,,» Pel que
f— Iy € Negr1bryt1 C hegiimy,omp 5
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— f/c0+1 € 7\k0+léa7zl,.-un}c“+]’ tel que

f— tr, — frg+1 € Megrabrgre C Meg+2€ny,oing iy 5

et ainsi de suite. On peut sans restriction supposer que les Azby sont emboités en
décroissant.
Fixons T dans 4. Comme T}, e Nken,...,ny, POUT tout k = ko,

N
> T

=k,
converge dans F et sa limite g appartient & ey, ,...,ny, -

Démontrons que g = Tf.
On a

bpci{f:%fc enl,_,,,nk}
c T—1(m,
la derniére appartenance découlant de la continuité de T. De la, quel que soit by(=),
ATy C byle)
pour k assez grand, d’olt
N
Tf — g = lim (Tf — > Tfx) € bo(e)
le="ko
Dés lors,

TfE €ny,en, ity

Co
quel que soit T € %, ce qui entraine

;@f C enl,...,nku
et

fe g'/zl,...,nko~

VARIANTES. — Dans le théoréme 2, on peut faire les variantes suivantes.

a) Si B est de Fréchet, on peut supposer F limite inductive d’une suite d’espaces
sq-complets et mumnis de réseaux de type € formés d’ensembles fermés et absolument
convexes et B bquicontinu, absolument convexe et sq-complet dans Lp(E, F).

b) Sans restriction sur B, au liew de supposer F sq-complet, on suppose B absolu-
ment convexe et compact dans Ls(E, F).

L’intérét de ces variantes tient dans le fait que les conditions pour qu’une
limite inductive, méme d’espaces de Fréchet, soit sg-compléte sont assez restrictives.

Pour a), on note que, vu le théoréme 2, chap. IV, p. 68, Z»(E, F) est a réseau
strict et on applique & Z le corollaire 2 du théoréme de localisation, chap. III, p. 54.
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Pour b), on procéde comme dans le cas général de la démonstration ci-dessus,
en notant que Zf est borné, absolument convexe et compact donc sg-complet dans F.

Voici encore une propriété moins précise mais un peu plus générale que le
théoréme 2.

THEOREME 3. — St E est a semi-normes dénombrables, si F est sq-complet et
admet un réseaw strict

R = {en],_,,,mc ck,n, ., mpe NG
et st Bc LB, F) est équicontinu,
— 1l existe my tel que

BEc >enl<,

BEC Yen,,...,m<
il existe nypy tel que
BEC Yen,,... .y, <
COROLLATRE. — Awes les notations du théoréme, si F est sq-complet et limaite

inductive d’une sutte d’espaces Fy & réseaw strict, il ewiste un k tel que BE c Fy,.

Ce corollaire, de méme que ceux des théorémes 1 et 2, étend partiellement
les résultats obtenus par G. Koéthe dans [25], qui sont des conditions nécessaires
et suffisantes pour que #E appartienne & un Fj et (ou) y soit équicontinu, quand
les Fj sont de Fréchet.

Passons & la démonstration du théoréme.
Il suffit de prouver qu'’il existe n; tel que

BEC Hen <.
En. effet, on a vu (proposition 1, d), chap. IIL, p. 52), que >en1,‘,,,nk< acdmet le réseau
strict formé des ensembles
’
6ml - ”Zlenl,...,nk» my e [N’
e my, = Mie 1 >1,m mi€ N
Mg sens MMy 1! Ppyeens My Mgy ey My s T, vuey TG .
Supposons que ZE n’appartienne & Yen,{ pour aucun n.

Il existe alors une suite fi € E et une suite Ty € & telles que Tifx ¢ derd, quel
que soit ke N. Posons

Ler = 2% [1 + pu(fe)l,

olt {px : ke N} est le systéme de semi-normes de E. La suite cxfy, tend vers 0 dans E,
puisque, pour tout i,

pilerfr) < prlowfr) < 27F,
dés que k& dépasse 1.

Comme la suite Ty est équicontinue, la suite cxTyfy tend vers 0 dans F, donce
y est bornée. Comme F est sg-complet, il existe alors C > 0 et n3 € N tels que

cpTyfrc C en» VkecN.
(Corollaire 2, chap. ITII, p. 54). C’est absurde, puisque Tnlfnl ¢ >en1<.
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2. Théorémes d’homomorphisme

Le théoréme de relévement (chap. III, p. 61) a des applications intéressantes
& des théorémes d’homomorphisme.

THREOREME 4. — Sotent B un espace de Schwartz, F la limite inductive d’une
suite d’espaces & semi-normes dénombrables [et séparables], T un opérateur linéaire
continu, de E dans F.

Les conditions sutvantes sont équivalentes :
a. T*F* est fermé dans E;,
B. T est un homomorphisme de By dans Fy,

v. T est un homomorphisme de E dans F.

Les implications vy = «, B = o et « = 3 sont classiques et n’exigent pas
d’hypothese sur B et F.

Rappelons briévement leur démonstration.

Y = o

Soient T un homomorphisme de E dans F et Tr opérateur qu’ ’il induit de E/N(T)
dans F (N(T) désigne le noyau de T, {f:Tf = 0}). L'inverse T-1 de T est défini
et continu de F dans E/N(T). Donc son adjoint applique [E/N(T)]* dans F*. Or
[E/N(T)]* peut étre assimlle au polaire [N(T)]* de N(T), donc on obtient
T*F* 5 [N(T)]2. L’inclusion inverse est triviale, d’ott T*F* = [N(T)]* est fermé
dans E;.

B = a
La démonstration est entiérement analogue & la précédente.

o = f.

1l est immédiat que T*F* est s-dense dans [N(T)]* : si T(f) = 0 pour tout
T e T*F*, on a 2(Tf) = (T*2)(f) = 0 pour tout 2 e F*, donec Tf = 0 et fe N(T).

S’il est en outre fermé dans E;, on a T*F* = [N(T)]4, ce qui prouve que
I'image par (T”l)* de [E/N(T)]* appartient & F*, done que T-1 est continu de Fy
dans [E/N(T)], = Eq/N(T).

Passons & présent & la partie essentielle de 1'énoncé :

o = .

Comme E est de Schwartz, & toute semi-boule b de E, il correspond une semi-
norme p telle que b* soit précompact dans E.

Si T*F* est s-fermé, Uensemble (T*F*) N b2 est fermé et précompact dans K/,
intersection de E; avec T*F*. Comme Ej, est de Banach, (T*F*) N b2 y est aussi
compact et, par conséquent, il est trés compact dans T*F*, muni du systéme de
semi-normes induit par Ej.

Or 'espace Fj admet un réseau strict (cf. exemple 2, chap. ITI, p. 51). Done,
comme T* est continu de F, sur T*F*, en appliquant le théoréme de relévement,
on voit qu’il existe un compact 4~ de F;, tel que

b2 N T*F* = T* .

Puisque F est évaluable, " est équicontinu : il existe une semi-boule § de F
telle que B4 > 7.
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Comme T*F* = [N(T)]?, il vient
b2 N [N(T)JA ¢ T*pa
ce qui entraine
—1@ c{IN(D)A N bA}VCN T) + bc N(T) + 20,
ce qui démontre que T est ouvert.

REMARQUE. — La démonstration fournit un peu plus que ’énoncé ne contient.
— On peut supposer que T soit évaluable et que Fy admette un réseau strict.

— On démontre que, si T*F* est s-fermé, T est ouvert de B dans F muni des semi-
normes

sup | MZalg) |
n

assocides wux suites hy— 0 et aux suites équicontinues 2, de F*.

En effet, on peut supposer #~ trés compact dans F;. Il est alors dans l’enveloppe
absolument convexe fermée d’une suite trés convergente vers 0 dans Fj. Celle-ci
§’éerit sous la forme 2, 2,, OU Ap— 0 et ol la suite 2, est b-bornée, donc équi-
continue. Donc on a

sup | 2(g) | < sup | MZalg) |, Vg€ F.

2eH” n
Or, si on poursuit la démonstration sans substituer & " un B2 qui le contient, il
vient

T_1 24V c N(T) + 25,

} N M
1’ou la conclusion.

— Au lieu que E sott de Schwartz, il suﬁ‘it de supposer que tout ensemble absolument
convexe, fermé et équicontinu soit trés compact dans E} et méme dans E;.

Notons que, si E est évaluable, ce raffinement n’est qu’apparent. De fait, si
b5 est trés compact dans E;, il existe un s-compact absolument convexe ¢~ tel
qu ’il soit compact dans I’enveloppe linéaire de #°, munie de la norme associée & %~
(cf. proposition 8, chap. III, p. 57). Or A" est b-borné. Si E est évaluable, il est
done equicontinu : soit " c Cb5(1). Il sensuit que by est précompact pour la
norme associée a bj, et, par plecompamte réciproque, que b, est précompact pour
p et que E est de Sehwmtz

Du théoréme 4 découle le théoréme de relévement suivant, conjecturé par
L. Schwartz.

TaRoREME 5. — Soit B limite inductive d’'une swite d’espaces de Schwartz & sems-
normes dénombrables By, Si L, sous-espace linéaire de B, a le méme dual quand on
le munit du systéme de semi-normes indust par E ow du systéme de semi-normes de la
limite inductive des L N By, ces deux systémes de semi-normes sont équivalents dans L.

Si, en outre, la limite inductive est stricte,
— les systemes de semi-normes de Bj[LA et de Ly sont équivalents,

— tout borné de Ej[LA est relevable par un borné de Ej.
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Le systéme de semi-normes induit par E est plus faible, dans chaque L N B,
que celui de L N E;. Done il est plus faible dans L que celui de la limite inductive
des L N E;.

Inversement, soit J Popérateur identité de L, limite inductive des L N E,
dans E. L’espace L est de Schwartz puisque les L N E; le sont. L’espace E est limite
inductive d'une suite d’espaces & semi-normes dénombrables. L’opérateur J est
continu d’aprés ce qu’on vient de voir.

En outre, J¥E* est ’ensemble des restrictions & L des fonctionnelles linéaires
continues dans E, ¢’est-A-dire L¥*, par hypothése. On se trouve donc dans les con-
ditions du théoréme 4 et J est un homomorphisme, ce qui établit I’équivalence des
deux systémes de semi-normes considérés.

Passons & la deuxiéme assertion de 1’énoncé.

Avec les notations précédentes, J*T, ou T e E*, est la restriction de T & L.
L’opérateur J* est visiblement continu de B, dans L;.

L’espace L est limite inductive stricte d'une suite d’espaces de Schwartz a
semi-normes dénombrables, done L} est bornologique et sq-complet (cf. Appendice,
proposition 11, p. 140).

D’autre part, Ej admet un résean strict.

Dés lors, vu le corollaire 2, chap. I, p. 29, J* est un homomorphisme, ce qu’il
fallait démontrer.

Cela étant, tout borné # de Ej/LA est borné dans Ly, done vu l'exemple 3,
chap. II1, p. 59, il est contenu dans un ensemble tres compact de Lj. Celui-ci peut
étre relevé par un ensemble trés compact dans Ej, done par un ensemble équicontinu :
soit b une semi-boule de E, telle que J*b2 >Z%. On a alors

S N :
d’ou la conclusion.
Voici encore un théoréme d’homomorphisme du méme genre que le théoreme 4.

TaEorRIME 6. — Soit T continu de B & réseaw strict dans F, limite inductive
stricte d’une sutte F,, d’espaces de Fréchet [séparables].

Les conditions swivantes sont équivalentes :
o. TE est fermé dans F,
B. T* est un homomorphisme de T, dans Eg,.
o = B.
Soit K un compact de F. Etant contenu dans un des Fy, il est trés compact.

On peut le supposer absolument convexe, quitte & lui substituer son enveloppe
absolument convexe fermée.

Si TE est fermé, (TE) N K est aussi trés compact dans TE, done il existe un
ensemble trés compact Ko de E tel que
KN TE = TK,.

Vu la proposition 7, chap. III, p. 56, on peut méme supposer Ko absolument
convexe.

Passons aux polaires dans F* : il vient

T* KA — (K N TE)A ¢ K& 1 (TB) .



Or on a (TE)* = N(T*). De plus, comme KA 4 (TE)2 est absolument convexe,
son adhérence simple est aussi son adhérence dans EZ. Enfin, K est absolument
convexe et compact dans F, donc K2 est une semi-boule de EZ.

Il vient alors

T*,K4 c (TE)® + K2 ¢ (TE)A + 2K4 = N(T*) + 2KA
et
2THKA 5 KA M THF*,
ce qui prouve que T* est ouvert de F, dans E],.

B = a.
Quel que soit g € F,

est une semi-norme de F.
Si e TE, on a aussi «(9) = 0 pour tout @ € (TE)2 = N(T*). Or, si T* est
ouvert de F; dans B, il existe un compact absolument convexe Ky de E tel que

inf (2 + q) < sup | T*2(f) .
UEN(T*) feK,

Donc

| 2(9) | < sup | 2(h) |, V2 e F*,
heTX,

ce qui entraine g€ TKoc TE et TE — TE.

3. Un théoréme sur les bases de Schauder

Dirmnirions. — Une suite f € E est une base dans E si tout f e E se développe
de fagon unique en série

f= > .
E=1

C’est une base faible si la série converge dans E,.

Une base de Schauder est une base ol les cx(f) sont des fonctionnalles lindaires
continues dans H.

Le probléme de savoir si une base faible de E est une base de Schauder a été
résolu affirmativement par Banach dans le cas des espaces de Banach.

En 1959, Bessaga et Pelozynski, dans [7], ont étendu la propriété aux espaces
de Fréchet. Arsove et Edwards ont considéré diverses généralisations du probléme
pour certaines limites inductives d’espaces de Fréchet (cf. [2] et [3]).

Une application des théorémes du graphe fermé qui précédent permet d’atteindre
le cas des espaces bornologiques, sg-complets et & réseau de type %.

TuatorBME 7. — Si B est bornologique, sq-complet, & réseau de type € [et séparable
par semi-norme], toute base faible de B est une base de Schauder.
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De plus, le développement en série des éléments de E par rapport aux éléments
de la base converge unmiformément sur les précompacts de B.

Soit e, m € N, une base faible de E et soient ¢;,(f) les coefficients des développe-
ments :

f= Z om(fem, Vi€ E,

m=1
la série convergeant dans E,.

a) Les cu(f) sont des fonctionnelles lindaires dans E.

De fait, si
N
[ = Zotifi, 2 €C,
i=1
on a

f= i [ i aicm(fi)] em,
=1

m=1
d’ot1, vu l'unicité du développement,

N

i aiCm(fi) = om ( Z aifi), Vm e N.
i=1

i=1
b) Posons

M

Ty = Z em(.)em.

m=1

Si {p} est le systéme de semi-normes de E, les expressions
p'(f) = sup p(Tuf), p € {P},
m

constituent un systéme de semi-normes de E, plus fort que {p}.
En effet,

— les p'(f) sont définis.

Comme T,,f converge faiblement vers f, la suite Tpf est faiblement bornée,
done bornée en vertu du théoréme de Mackey, ce qui entraine I’existence de p’

pour tout p € {p}.
— il est alors immédiat que ce sont des semi-normes.

— ces semi-normes sont filtrantes..
Si, & p1, ..., pw, il correspond p et C > 0 tels que
»i(f) < Cp(f), Vi< N, V/eE,
il est trivial qu’on a aussi

PiH) < Cp'(f), Vi< N, V/e E.
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— pour tout p,
p(f) < 2'(h).

Si la semi-boule by(1) est fermée, elle est faiblement fermée. Done, si p'(f) < 1,
on a

P(Trf) <1, VmeN,
et, en passant & la limite,

r(f) < 1.
Il en résulte que {p':pe {p}} sépare E et que c’est bien un systéme de semi-

normes, plus fort que {p}.

¢) L'espace E(,, admet un réseau de type €.
Si E admet un réseau strict, la démonstration est assez facile. Soit

B = {5711,---:% tk,ma, .., npe N}

un tel réseau.
On a démontré en b) que, pour tout f, I’enveloppe absolument convexe fermée
By de

{f, Taf, Tof, ...}

est bornée dans E. Comme E est sg-complet, By est aussi sg-complet.
Dés lors, par le corollaire 2, chap. III, p. 54,

— il existe nz e N et C; > O tels que
BfC Cléz‘nl,

ch Clcgnl,...,nk,
il existe ng11 €N et Cpyq > 0 tels que
B C Cpaén,,

ey N 417
Quitte & changer &, on peut supposer que les constantes introduites sont toutes
égales & 1 (cf. proposition 3, chap. I, p. 16).

Appelons co%l Pensemble des f tels que

,...,nk
BfC éonl,_,_,ﬂk.
Les ensembles &, ... n,., k, n1,...,np€N, constituent alors visiblement un
[CRRN0 > )
nouveau réseau de K.
Ce réseaun est de type € dans E,,.

Soit ng, k€N, une suite fixée et soit Ay, kb € N, la suite de nombres correspon-
dante dans Z. On peut supposer que ces Ay sont décroissants et plus petits que 1.

Démontrons que, quels que soient fre & ;Ll,,,,,nk et wr € [0, 7], la série

[}

z wrle

k=1

converge dans E .
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Comme

fk‘: Tmfk € éanl,,,,,nk, Vk, me [N,
les séries

@0

iukﬁc et ZP«IchM
k=1

F=1
convergent dans H. En outre, vu le choix des pz,

o0

k=k,

wrte et z wiTofi € N Eny,...ony,» Vhos m €N, (*)
k=1,

o0
car, par exemple,

prfr s'éerit sous la forme
k=ko

Ay (O wie). i€ [0, 1l
k=lo
Appelons & (vesp. hy) la limite de

N

N
Z wife (vesp. Z e Tf).
k=1

k=1
Du fait que

N N
Z prci(fr)er = z pwrTafe — b,
=1 =1

on déduit que la série

Z prcr{fx)
i=1

converge dans C et, si oy est sa limite, que

7?,1 = ({1€1.
De méme, pour tout m > 1, du fait que

N N N
Z kacm(]lk)em = Z P«kTmfk — 5 (-'«lchAl]‘k‘é bon — Pun—1.
k=1 k=1 75;—1(
on déduit que /
N (
z prlm(fr) = odm € C

k=1
et que

Typ — P = mem.
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De la,

— Z aieq, Vim e N,
i=1

Montrons que
oy = Ci(ﬁ), VielN.

Vu l'unicité du développement de %, il suffit pour cela que la série

m
b, = z X3¢
=1

converge faiblement vers £. Or, pour tout Te E¥,

| Th— h) |
N N N
T (h— > wife) |+ T Z kfk—éukTmfk)wsup!t }‘pk Tonfi—Hm) |-
k= = f\;/ \M [ S

C

Soit ¢ > 0 fixé. Pour N assez grand, A et C sont majorés par ¢/3.
De fait, il existe pe {p} et » > 0 tels que

[T I <rp(f), Viek,

et, vu (*),

h— Z Mkflc et hy— z l-LIchflc € 7\N+l£n . C bp (efr)
k=

dés que N est assez grand. Pour cet N fixé, B est majoré par £/3 dés que m est assez
grand, puisque, par hypothése,

N N
z (J'Ichfk =T, ( Z U«kfk)
=1 k=1

converge faiblement vers

wif i

oy

-
Il
—

Prouvons enfin que

wlx

vy

S
I
—

converge vers b dans E.,,.
D’apres ce qu’on vient d’établir, iy, = Tph, pour tout m € N. Dés lors, vu (*),
on a

2

h— I-kak, T — Ty ( ? Pvlcfk € 7\N+1éan Ty C bp(s),
i=i k=1 )



d’ou
N
Pl — D> ufr) <=
k=1

pour p et ¢ arbitraires, dés que N est assez grand.

\ 7

¢’) Supposons & présent que le réseau
R = {5,11,“_,,% ik, my, ., mpe NG

soit seulement de type %. Vu la proposition 2, chap. I, p. 16, on peut supposer que
les & Ry sont radiaux.

En vertu du théoréme 1, chap. IIT, p. 48, ot on prend pour espace de départ
I’enveloppe linéaire de By muni de la norme associée & By, qui est un espace de Banach,
pour espace d’arrivée I’espace E et pour R Uopérateur identité de Eg, dans E,

— il existe n € N et C; > 0 tels que la restriction de &'n, & Ep, n’y soit pas maigre
et que "

Bf C 01 <§’n1>,
— i é"nl,_,,,nk restreint a Ep, n’y est pas maigre, il existe ng1 €N et Cryg > 0
tels que & Ny restreint & Ky, n’y soit pas maigre et que

Bf C O]c+1 <gn1,...,nk+l>'

Oon'nme les &y ,...,m, sont radiaux, on peut supposer que les Gy sont des nombres
entiers,.

On définit alors les ensembles & ;zl,,,_,nk de la maniére suivante.

L’ensemble & fm /) est ensemble des f tels que co("nl restreint & EBf, n'y soit
pas maigre et que

M

Bf C my <(o@n1>
On renumérote (m1, n1) par un seul indice n;.

Si & 27”1»"1):--~v(mk»”7c) est fixé, on appelle

7
(f)@(ml,nl),‘..,(mkﬂ,n;H_l)
I’ensemble des / contenus dans &, ., (g, my) tels que & Ry Mpig restreint & Eg "

’ L ) 7))
n’y soit pas maigre et que

Byc mpp m

On renumérote (my41, ng41) par nj41 parcourant N.
Ces ensembles constituent encore visiblement un réseau de E.
Soit ny, k€N, une suite fixée et soient (my, nx) les couples d’indices associés
aux ny. Aux ny correspondent A, > 0 dans %. On peut les supposer tels que
[ee]
< )\ko/mko, Vko €N,
k=k+1
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quitte & leur substituer

. N 2o M
7\ ’ . — f E) [ ’ >\ '
& m: <2k_lml 27{:—27)1/2 2777/1{:—1 k>

La démonstration se poursuit alors comme dans le cas ou & est strict, en
substituant Ag— (& 7;1,,..,1%~1> & A& Ry dans la relation (*) et celles qui s’en
déduisent.

d) L’opérateur identité de E,, dans B, est & graphe fermé, puisqu’il est
continu de B, dans E,,. Or B, est bornologique et sg-complet et E;,/, admet
un résean de type €. Done, par le théoréme du graphe fermé (corollaire 1, chap. II,
p. 28), il est continu.

Dés lors, & toute semi-norme p’ € {p'}, il correspond C > 0 et g {p} tels que

sup p(Tnf) = p'(f) < C q(f), Vi€ B, (*¥)

m
ce qui prouve que les Ty, forment un ensemble équicontinu dans Z(E, E).

e) Les cy(f) sont des fonctionnelles lindaires continues dans H.
De fait, pour tout m, pley) différe de 0 au moins un m, sinon e, serait égal
4 0 et le développement

ci(f)ei

Son
i

T
(s

1

ne serait pas unique, car on pourrait y remplacer cn(f) par un nombre arbitraire
cm € C.
Il vient alors, en appliquant l'inégalité (**),

o P(Touf — Tn-af) ,
| em(f) | = —‘WZ) <Cqf), Viek,

ce qui prouve que cp(.) est continu.

f) La suite T,/ converge vers f dans E et méme uniformément sur les pré-
compacts de E.

Comme la suite Ty, forme un ensemble équicontinu, en vertu du théoréme de
Banach-Steinhaus, il suffit de démontrer qu’elle converge aux points d'un ensemble
total dans B pour assurer qu’elle converge uniformément sur les précompacts de E.

Or elle converge pour f = ¢;, © € N, puisque Tye; = e; dés que m = 7. De plus,
les e; forment un ensemble total dans E : leur enveloppe linéaire y est faiblement
dense par hypothése, donc elle y est dense.

D’ot la conclusion.

4, Théorémes du graphe fermé pour des espaces non bornelogiques

Dans un travail récent sur les théorémes du graphe fermé du type de Ptak
et de Schwartz ([29]), A. Mac Intosh démontre qu’on peut éviter 'hypothése de
bornologie sur E quand F est semi-réflexif, c’est-a-dire quand tout borné de F
est contenu dang un compact faible. L’ hypothése qui la remplace, sans étre particu-
lidrement facile & vérifier, est néanmoinss atisfaitedans que lques cas intéressants.
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Nous examinons ici ce que donne l'adaptation de ces résultats aux espaces &
.
réseau.

DeriniTION. — Appelons réseaun réflexif de F un réseau strict
R = {enl,,.,,n,C tkoma, ., npe NG,

tel que, pour toute suite d’indices nj et toute suite de iy > 0,

o0
].'Ql 7\7067’&1,.“,?1]6 (*)
soit contenu dans un compact faible de F.

On notera que les ensembles (*) sont bornés.

Ainsi, st E est semi-réflexif, tout réseau strict de B est réflexif.

Pour prouver que (*) est borné, il suffit d’établir que, pour une suite ¢;, tendant
vers 0 fixée, la suite cyfy tend vers O quels que soient les [, € (*¥) (cf. [17], p. 71).

Soit v la suite de nombres positifs associée aux ny dans . Posons
¢ = inf (2%, V]c/)\],;).
Quels que soient frp e (*), on a
crfke = prgr,

ol ur€[0,vi] et gx€en ... n., Aot cxfr tend vers 0 dans F.
v g oo
Si B est sq-complet et admet un réseaw réflexif, il est semi-réflexif.

En effet, on sait alors que tout borné de E est contenu dans une intersection
du type (*), donc dans un compact faible de E.

Toutefois, il existe des exemples de tels réseaux dans des espaces qui ne sont
pas nécessairement semi-réflexifs. Ainsi,

— la limite inductive d’une suite d’espaces de Fréchet semi-réflexifs admet visible-
ment un réseau réflexif, méme si la limite inductive n’est pas stricte.

— st B est a semi-normes dénombrables (et séparable] ow limite inductive d’'une suite
de tels espaces, B admet un réseau réflexif.

Cest en fait le réseau de type € qu’'on y a construit dans les exemples 2 et 3,
chap. I, p. 19-20, puisque les ensembles (*) associés & ce réseau sont équicontinus
dans E*, donc contenus dans un compact de E; = (EI),.

Rappelons d’abord un
Levme. — Si T est a graphe fermé,
D(T*) = {2eF*: T*2 e E*}
est s-dense dans F*.
De fait, si b parcourt I’ensemble des semi-boules de centre 0 dans E, on a
DT*) = U {2:] ATH | <L Vfeb} = U (TH?

A by, ..., by quelconques, il correspond b tel que bc b; donc tel que b c b
pour tout i. Il en résulte que

U (Tb)2
h



est absolument convexe. Il vient alors

O (T0)2° = U (Th)SY = (U (Th)*)vA.
b b b

Or
(U (TD)A)Y = N (TH)AY = N Th
b b b

et, comme #%(T) est fermé, le dernier ensemble se réduit & 0. Donc son polaire est F*,
ce qui établit le lemme.

TakorbME 8. — Soit B sq-complet, tel que B soit complet et que B = (EI);.

Supposons que F [séparable par semi-norme], admeite un réseaw réflexif ou qu’il
soit semi-réflexif et admette un réseau de type € (A, &, S H ou F &),

Tout opérateur linéaire et a graphe fermé de B dans F est continu.
Supposons d’abord F semi-réflexif.

Soit Eg I'espace E muni des semi-normes associées aux ensembles absolument
convexes et bornivores de E. (Pest la limite inductive des espaces de Banach associés
aux bornés absolument convexes et fermés de E, done il est ultrabornologique.

Dés lors, vu le corollaire 1, chap. II, p. 28, T est continu de Ey dans F.

Son adjoint T* est défini et continu de F} dans (Eg);. Comme il est complet,
E; est un sous-espace fermé de (Eo);, done Z(T*) = T, E* est fermé dans F;.
Or F est semi-réflexif, done F; est en fait F;. Comme il découle du lemme

que Z(T*) est t-dense dans F*, on obtient qu’il lui est identique, done que T* est
défini de F* dans E*.

L’opérateur T* est aussi continu de F; dans (If);, donc de F; dans E;. De la,
pour toute semi-boule § de F, T*B2, image d’un s-compact absolument convexe
de F*, est compact dans E;, donc équicontinu dang E* :

T*BA I bA,

ol b est une semi-boule de E. Si B est fermé, il en découle que Tb C £ et, par consé-
quent, T est continu de E dans F.

Supposons & présent F muni d’un résean réflexif
A = {eﬂl,“,,nk ckym, ., mpe N

Comme dans la démonstration précédente, on voit que T est continu de Eg
dans F.

De plus, pour tout borné B de E, il existe ny € N et Cp > 0 tels que
TB C O]c enl,,”,nk, Vk S H\L

Donc TB est contenu dans un compact faible absolument convexe de F et il en
découle que T* est continu de F; dans (Eo)j.

On a supposé E; complet, done il est fermé dans (Eo); et D(T*) = T, E* est
fermé dans F.. Comme on sait qu’il y est dense, on a donc

D(T*) = F*
et T* est défini de F* dans E*.
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On conclut comme dans la démonstration précédente.
Voici un exemple qui illustre I'intérét du théoréme précédent.

CoROLLATRE. — Soit B de Fréchet [et séparable] ou limite inductive stricte d’une
sutte de tels espaces et soit F o semi-normes dénombrables [et séparable] ouw limaite
nductive d’une sutte de tels espaces.

81 T est lindasre et & graphe fermé de E; dans ¥y, il est Uadjoint d’un opératewr
linéaire continu de ¥ dans E. Il est donc continu de E; dans F, de B} dans Ty, ... .

Si E et F sont de Fréchet, il suffit méme que G(T') soit sq-fermé au liew de fermé
dans E; x F;.

I espace E. est sg-complet et son dual fort, qu'on peut assimiler & E muni
de ses semi-normes naturelles, est complet. Il satisfait donc aux conditions du
théoréme 8.

L’espace Fi admet un réseau réflexif [et il est séparable].

Enfin 4(T'), fermé dans E; x F;, est a fortiori fermé dans E. X F..

I1 découle alors du théoréme 8 que T’ est continu de EX dans F.. CPest donc
Iadjoint d’un opérateur T, linéaire de F dans E.

I1 reste & voir que T est continu, ce qui résulte du fait que F est évaluable.

Si E et F sont de Fréchet, comme E; x F; = (E x F); est le dual d’un espace
de Fréchet [séparable], il résulte du théoréme de Krein-Smulian que %(T’) y est
s-fermé si et seulement si il y est s-fermé pour les suites.
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CHAPITRE VI

ENSEMBLES SOUSLINIENS
ET THEOREME DU GRAPHE BORELIEN

Ce chapitre est consacré au théoréme du graphe borélien de L. Schwartz et & 'examen
de ses relations avec nos résultats et des améliorations qu’on peut y apporter a la lumiére
des technicques développées dans les chapitres précédents.

On définit les ensembles sousliniens soit comme image continue d’espaces métricues,
séparables et complets, soit comme ensembles munis d'un crible, qui est une sorte de
réseau particulier.

Nous adoptons le deuxiéme point de vue. Par la considération explicite des cribles,
il permet d’obtenir, outre des théorémes du graphe fermé dans leur forme classique,
¢’est-a-dire des critéres de continuité d’opérateur, des propriétés de localisation analogues
3 celles du chapitre ITT. Moins générales que dans les espaces & réseau strict, ces propriétés
débouchent néanmoins sur des théorémes de permanence des espaces sousliniens, ana-
logues & ceux du chapitre IV,

1. Ensembles sousliniens

Comme dans le reste du travail, nous supposons que les espaces E et F consi-
dérés dans ce chapitre sont des espaces linéaires & semi-normes.

Bien entendu, on peut définir les ensembles sousliniens dans un contexte plus
général, mais nous ne les utiliserons que dans le cadre des espaces linéaires a semi-
normes auquel il faut nécessairement se restreindre pour les propriétés que nous
nous proposons d’établir plus loin.

DEFINITION, — Un ensemble e ¢ B est souslinien s’il existe des sous-ensembles
de e,
gy By 15 oy N €N,
tels que
o0
(a’) € = U enla
My=1

a0
€nysees iy :mkilenl,.“,nk, Vk > 1,Vn, ..., np-1€N,
(b) pour toute suite ng, kN, fixée,
frel
N en ...
g1 1T

se réduit & un seul lément f de e et, quels que soient fi € €y la suite fy tend
vers f dans E.
3 7 o
L’ensemble des eq,,...,n;, est appelé un crible de e.
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ProrosiTion 1.
sous-ensembles de e

tels que
(a")

e
Nyyee

— Pour que e soit souslinien, il fout et il suffit qu’sl existe des

€ny e g k,ni, ..., np €N,

w
Mg = U €yt Vi > 1,Vny, ...,np—1 €N,
np=1 -

(b") pour toute suite ny fivée, il existe f e tel que

w
f= 0N ey

po1 1R

et, pour toute semi-boule by(e) de centre 0 dans E,

€,y Cf 4 byle)

dés que k est assez grand.
Pour établir la condition nécessaire, montrons que, si

{enl,,_,,nk vk, .., g € NY

est un crible de E, il satisfait aux conditions de 1’énoncé. Il suffit de vérifier (b').
Prenons pour f l'intersection des - Si Cn, e & f + bp(e) pour k assez

rand, il existe une suite fr € e,
) 7

S telle que p(f — fx) > € pour une infinité

de valeurs de k, ce qui est absurde car fr— f, par définition du crible.
Passons & la condition suffisante. Supposons que

e?ll,--.,ﬂk; k; ')’Ll, ey ﬂ'k € {N:

vérifient les conditions (a’) et (b’) de la proposition.

Pour tous ngy, ..

telles que

et posons

11 est immédiat

. Ny € IN, désignons par & l’ensemble des suites

m o= (my : ke N),

my = ng, Vi < ko,

MAAVAAN A [ve]
€nyyen iy, = _)U N ey, my
me¥ k=ke+1
que

enl,...,nk“ C €nyyens g, C €ngsenigyy (*)

La premiére inclusion tient au fait que si fpe €y, il existe une suite ng,
A o .
k > ko, telle qu’il appartienne aussi & ey_,...,n, pour tout k, done, pour cette suite,

1

o0
e N en

h=ko+1 1,.“’9%'

La seconde est triviale.
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VWA WV . .
Les 2y constituent un crible de e.
Quel que soit n; €N, on a

WA
en, Ce.
. W . . .
En effet, si feenl, il existe une suite ng, £ > 1, telle que
fe enl,‘..,nw Vk > 1,

ce qui entraine que f appartient & e, par la condition (b’) ci-dessus.

On a done
* D wan
e= U e, CU ey Ce
ny=1 1 Ny=1 1
et
D W
e= U ¢y
ny=1 1
De méme, on voit sans peine que, pour tous & > 1 et ny, ..., ng1€N
VWAVWAAVVAAAAAA D WAAMWAAMMA
en g = Y ln_,.. g
1P np=1 2 g

Done la condition (a) est satisfaite.
Vu (*), on a

enl,...,n;c = enl,...,nk

quels que soient k, n1, ..., ny € N, d’oli, pour toute suite ny fixée,

0O AR
N en,..,n
k=1 % k

WWANY WA

ge réduit & un élément f € e. Il est immédiat, d’apres leur définition, que les en,,...,n
contiennent f, done

MAA WANVWY
€,y gy

I
IDB

Soient enfin f; E\g;;,...,nk pour tout ke N. Quel que soit by(e) fermé, pour k
assez grand,

enl,...,nk C enl,.“,nk Cf + byle),

done fp— f dans E.

2. Propriétés de permanence

Examinons les propriétés de permanence des ensembles sousliniens. Ces pro-
priétés sont pour la plupart celles de Bourbaki ([8]). Dans [8], les espaces sousliniens
sont supposés métrisables, restriction inutile dont on se débarasse sans difficulté
(cf. Schwartz, [45]). Les démonstrations données ici sont évidemment différentes
puisqu’elles reposent sur la définition par les cribles que nous avons adoptée (Pour
I’équivalence des deux définitions, on se référera par exemple & [8], ex. 6, p. 143).
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PROPOSITION 2. — Si e est souslinien et si ¢’ Ce est sq-fermé dans e, alors e’ et
Cee’ sont sousliniens.

Soit
{enl,,..,nk vk, my, .., e NG
un crible de e.
Si e est sqg-fermé, les ensembles
’ . ’
Cngpeently = Cnpsen Ne

constituent un crible de e, si on élimine ceux d’entre eux qui sont vides. Aprés
cette élimination, les n; ne parcourent plus N mais une partie de N. Pour rester
en accord avec la définition adoptée, il suffit de les renuméroter par un indice par-
courant IN, quitte, si les ny sont en nombre fini, & associer le méme ny & une suite

de IN.

On a visiblement
[ee]
e = U e Ney
Jy=1 1
et

o>
= U e'menl,._,,nk, Vi > 1,m, ..., np—1 €N.

!
e N e"r
np=1

4..,777‘:,__1
De plus, soit n; une suite fixée, telle que
e N Cn ooy #+@,VkeN,

et soit f Uintersection des ey .. n,.
1 P
Sifree Ney, .. la suite f5 converge vers f. Comme ¢’ est sq-fermé et con-
k Tysnees Mg
tient les f, il contient aussi f, d’ott la conclusion,
Démontrons & présent que, si e’ est sg-fermé,

ell J— Cce/
est souslinien.
On a

e = ) en,

e ce”’ o
Ts eees N

1

L’inclusion o5 est triviale. D’autre part, si fee’, il existe une suite ny telle
que

fe €,y VkelN.
Pour k assez grand,
enl,...,nk ce’.
En effet, si ce n’est pas le cas, il existe une suite
e en ey N e, VkeN.

Cette suite converge vers f, d’oll, comme ¢’ est sg-fermé, f appartient & e’, ce
qui est absurde.
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On vérifie immédiatement que les ensembles

"
em ;.. my
définis ci-dessous forment un crible de e”.
Les ensembles e’ sont les e ~ contenus dans e’/, renumérotés avec un
Ny Myseens T s

o C
seul indice. Si ¢, = €n,,...,ny; ON POSE

" .
eml,mg,‘..,mi = enl,‘..,nk,nzz,.“,nzz» Vi > 1,me, ..., myeN.
ProrosiTioN 3. — 7Toute union et toute intersection dénombrables d’ensembles

souslintens contenus dans B sont souslintennes.
Si e, sont les ensembles sousliniens considérés et

{e® ap B s o, € INY

(YN

leurs cribles respectifs, les ensembles
(”@“1 = en,, M€ N,

Enyyinyy, = eggg,?w_, E>1,n,.., npeN,

[va]
constituent visiblement un crible de U ey.
n=1

Passons au cas de I'intersection et posons

Considérons les e,(zll) N e non vides et désignons par @”’ml les ensembles ainsi
déterminés, renumérotés par un indice parcourant IN.
Si
— oD
fml =elNe,

les @’"ml,mz sont les ensembles

1 (2)
e ny OV lny O €
non vides, renumérotés par un indice mg parcourant N. On définit de proche en
proche les é’ml,,,,,mk de fagon analogue.
Les & .....m, constituent un crible de e.
1M

D’une part, il est immédiat que

fee]
e= U el Ne,
ny=1 1
[=e} 0
e,(ll)ﬂ e=(U e YN(UeHne= U (), N e.ffi)ﬂ e)

Ny s
Ny = ni=1 ~* Mg, =1 172
et ainsi de suite.

D’autre part, soit my, ke N, une suite fixée et soient ng, ny, ny, ..., k€ N, les
suites d’indices correspondantes dans les cribles de e, eg, ... . Il existe des éléments
f.f.... de E tels que

® <
N 2

I TR

@0

— 1) L
f_ M eﬁzl,,,.,n[;’f -
np=1 ng=1
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Si
flc € gvlzl,...,wzk, VikeN,
la suite fp, répartie dans les e(l) Lt successifs, converge vers f dans E. Comme,

& partir de fp, elle se répartit aussi dans les e,,> .y elle converge vers [ et ainsi
de suite.

De la, on a
fee,feeq, ...
et, comme la limite de la suite f, est unique,
=t =
Done f appartient & e, ce qui établit la proposition.
On sait que les ensembles boréliens de E constituent le plus petit ensemble

de parties de E (relativement & c) qui contient les complémentaires, les unions et
intersections dénombrables de ses éléments et les ensembles fermés de E.

On peut introduire une notion analogue relative aux ensembles sg-fermés.

DEFINITION. — On appelle sq-boréliens de E le plus petit ensemble de parties
de B qui contient les complémentaires, les unions et intersections dénombrables
de ses éléments et les ensembles sg-fermés de E.

Visiblement, tout borélien de B est sq-borélien.

La propriété suivante résume et compléte la proposition 2 ci-dessus.

ProrosrrioN 4. — 81 e C B est souslinien et ¢’ sq-borélien dans B, alors e N e’
est souslinien.

Considérons I'ensemble % des parties de E tels que ene’ et e (e’ soient
sousliniens.

En vertu de la proposition 2, & contient les ensembles sg-fermés de E. De plus,
par la proposition 3, & contient les unions et intersections dénombrables de ses
éléments. Enfin, & contient visiblement les complémentaires de ses éléments.

Dés lors, & contient les ensembles sg-boréliens de E, ce qui établit la propo-
sition.

ProPOSITION 5. — Si © est une application sq-continue de e dans F, c’est-a-dire
telle que

fm—>f dans e = ¢fy— of dans I,

et st e est souslinien, @(e) est soushnien.

Tl est immédiat que si les Cnyyonn forment un crible de e, les cp( ,,,%) forment
un crible de ¢(e).

Combiné avec la proposition 3, cet énoncé donne le

COROLLAIRE 1. — Si e est union dénombrable d’images par des applications
sq-continues d’ensembles sousliniens, il est souslinien.

En particulier, st E est limite inductive d’'une suite d’espaces sousliniens, il est
souslinien.

Voici un autre corollaire utile.
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COROLLATRE 2. — St L est un sous-espace linéaire fermé de B et si e est souslinien
dans E, son image dans E[L est souslinienne.

ProrostrioN 6. — Tout produit dénombrable d’ensembles sousliniens est sous-
linten.
Soient e® gousliniens et soit
{e,}:z’_m,nk tkym, ., mpe NG,

un crible de ¢® pour tout e N.
Les ensembles
e§111> X e@ x e® x ..., nmeN,

eD e % e® X ..., m, ng, n €N,

nyng
2 3 ’ ’ "
e‘flvll),"z{na X e,f,lfné X e%,,&) X ..., T, Ng, Ny, Ny, Ny, By €N, ..

forment un crible de
s}
H e,
=1

si on renumérote (ng, ny) (vesp. (ns, ng, 7y), ...) avec un seul indice, parcourant IN.

ProrositioN 7. — Soient E,, n € N, une suite d’espaces emboités en décroissant
et tels que, pour tout n e N, Didentité de Epyq dans B, soit sq-continue. Appelons E
la limite projective des Ey,.

Si ey C By, est souslinien dans B, pour tout ne N,

feo)
e=1MNey
n=1

est souslinien dans E.

Avec les notations de la démonstration précédente, un crible de e est défini
par les ensembles

Co“’nl = eﬁ}fﬂ e,n €N,

2) ’
g”r("z’”;) — 35111),9:2 N eﬁzl, N e, g, ng, ny3 €N,

2 — L1 (2) (3) [N
67‘1’("2””1%("3’";:"1/) = egll),nz,n3 N LA M eni’ , N1, N2, Ng, Ny, Mg, Ny € N,

Ces ensembles satisfont visiblement & la condition (a) de la définition du crible,
si on les renumérote comme ci-dessus.

Fixons une suite ny, (ng, n), (ng, ng, n3), ... . Si les f,, appartiennent aux ensem-
bles correspondants, la suite f, converge dans chaque E; vers un élément /@ de e;.
Le fait que la convergence dans E;y; entraine la convergence dans E; montre que
les /@ sont tous égaux entre eux, d’ol, si f est leur valeur commune,

[ee]
jeN e, —=e.
n=1

Il est alors immédiat que f est dans l'intersection des ensembles du crible
correspondants & la suite d’indices fixée.
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ProproSITION 8. — St e est souslinien et si
{6%1:-~-:7% ckyma, o mp€ N}

est un crible de e, les en,,..., sont sousliniens.

g

C’est immédiat, chaque en,, ... admettant

N
{enl,»..,nk k> kO, 77’k0+19 ey MR E [N}

pour crible.

3. Exemples

Voici un exemple trés important d’ensemble souslinien.

De cet exemple et des propriétés de permanence, on déduit aisément que de
nombreux espaces usuels de I’analyse fonctionnelle sont sousliniens.

ExpmprE 1. — Si E est & semi-normes dénombrables et si e C E est sq-complet
et séparable, e est souslinien.

Soient p;, © €N, les semi-normes dénombrables de E et soit

{fi:jeN}
un ensemble dénombrable dense dans e.
Les ensembles

6n1 = [fnl -+ bpl(l)] MNe,

ol ny parcourt N,
n,my = [f'n + bpz(l/Z)] MNen Ne,

ol ng prend les valeurs pour lesquelles Cny,my D ’est pas vide, et ainsi de suite, consti-
tuent un crible de e, aprés renumérotation convenable des indices, & condition de
prendre les semi- boules considérées fermées.

La condition (a) de la définition est trivialement satisfaite.

De plus, si on fixe une suite ng, £ € N, et si on prend un élément gz dans chaque
€n iy la suite gy est de Cauchy, car, si kb <2 << 7,5,

Prl(gr — 9s) < pilgr — gs) < 27010

si inf (7, §)— o0, pour tout £ fixé.
Comme e est sg-complet, la suite g converge donc dans e. Comme les Cnyyonymy
sont fermés, sa limite g leur appartient, d’olt la conclusion.

CoROLLATRE. — St E est un espace de Fréchet séparable ou la limite inductive
d’une suite de tels espaces, il est souslinien.

Le premier cas découle immédiatement de l'exemple 1.
Pour le second, on applique le corollaire 1 de la proposition 5, p. 105.

Avant de passer aux exemples suivants, rappelons le théoréme de Banach-
Steinhaus : foute suite Ty, € L (B, F), équicontinue et telle que Tpf converge dans F
pour tout f€ E (ou méme pour tout | appartenant & un ensemble dense dans B si F
est sq-complet) converge dans £ p(E, F).
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ExeMPLE 2. — Si E est & semi-normes dénombrables et séparable, B est sous-

. . pc
linien.
En particulier, B* est souslinien pour tout systéme de semi-normes plus faible
que celui de Ej .
Si pg, €N, désignent les semi-normes de E, b; les semi-boules bpi(]./'i) et b
leur polaire, on a
<0
E* = v b,
i=1

Or chaque b9 est sqg-complet et séparable dans E* muni des semi-normes dénom-
brables

sup | C(fy) |,
j<N

ol {f; :jeN} est dense dans E. Il est donc souslinien dans cet espace, et, vu le
théoréme de Banach-Steinhaus, il est souslinien dans Ej.

L’union des 5% est donc aussi souslinienne, d’ott la conclusion.
2 H

Exemrre 3. — St E est limite inductive d’une suite d’espaces & semi-normes

dénombrables et séparables, E;c est souslinien.

Appelons E; I'espace E* muni des semi-normes
sup | T(f) |,
feK

ou K parcourt I’ensemble des précompacts des différents E;.

Comme on ne suppose pas la limite inductive stricte, on ne peut pas affirmer
que tout précompact de E est contenu dans un E; et y est précompact. Donc le
systéme de semi-normes de Ej est plus faible que celui de E,.

Toutefois, 'opérateur identité de E dans E;, est sg-continu.
De fait, soit Ty, tendant vers 0 dans E.

Les restrictions des Ty & E; convergent vers 0 dans (Ei);c. Donc elles sont
équicontinues dans E;. Comme c’est vrai pour tout ¢ e N, la suite T, est équicon-
tinue dans K. Donc la suite T tend vers 0 dans E;C.

Pour prouver que B, est souslinien, il suffit done, en vertu de la proposition 5
pe 4 2 B
. 105, de démontrer que E® est souslinien.
> %

L’espace E* g’identifie au sous-espace & de

g
i=1

formé des éléments
(Cy, Ty, Tg, ...)
tels que
Ci(f) = Tenalf), Vie E;, Vie N.

En outre, le systeme de semi-normes de E} est celui qu’induit dans £ le produit

o0

[T @

=1
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Le produit en question est souslinien, vu la proposition 6, p. 106 et 'exemple 2
ci-dessus. Or & est visiblement un sous-espace fermé de ce produit, d’otr la con-
clusion.

ExenprE 4. — Si E est & semi-normes dénombrables et séparable et si ¥ est un
espace de Fréchet séparable, Vespace & pe(E, F) est souslinien.

On sait que F est souslinien. Soit
{enl,,,,,nk 2k, na, ..., np e NG

un crible de F. Soient d’autre part p;, 4 € N, les semi-normes dénombrables de E,
¢, €N, celles de F et soit

{fr: keN}

un ensemble dénombrable dense dans E.
On forme les ensembles

{T S °g(E, F) . Tfl € enl 3 ql(Tf) < ’mlpil(]l), Vf € E}, 2.1, my, N1 € |N,

et on les baptise é”\,l, aprés numérotation des (41, my, 71) par vi € N. On forme ensuite

6@‘,1 M {T eZE,F): The ey my > Thee ent s q2(Tf) < "nzpizﬁ)a Vie E},
19, Mg, N9, 11 € N,

qu’on baptise @@‘,1,\,2 aprés numérotation des (zg, ma, g, ny) par v € N.

Et ainsi de suite.

11 est facile de voir que les &\, sV forment un réseau de B donc satisfont & la
condition (a) de la définition des cribles (cf. p. 100).

Pour toute suite vy fixée, choisissons Ty dans les (S’Vl,‘_,,vk successifs.

La suite T} est équicontinue. De fait, pour tout j, il existe i; et m; tels que,
si k> 7,

(Txf) < mypi(f), Vi € .

Comme ’ensemble fini {Ty, ..., Ty} est équicontinu, il existe my et 1; tels que
0(Tuf) < mipis(f), Vi€ B, Vk e N.

Vu le mode de construction des &, - la suite Tyf; converge pour tout f;.
Dés lors, par le théoréme de Banach-Steinhaus, elle converge dans & p.(E, F).
Enfin, il est trivial que sa jimite T est 'intersection des &y ..., dou la con-
Vreeo Vg
clusion.

ExXEMPLE 5. — Si B est limite inductive d’une sutte d’espaces E; a semi-normes
dénombrables et séparables et si T est un espace de Fréchet séparable, Uespace L po(E, F)
est souslinien.

On trouve dans Schwartz ([45]), un théoréme analogue, ot I est supposé limite
inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet séparables et ot F est réunion
d’une suite d’images continues d’espaces de Fréchet séparables.

On se débarrasse ici de I’hypothése que la limite inductive soit stricte en
restreignant le choix sur F. En gardant I’hypothése de Schwartz sur E, on verra
(cf. théoréme 3, p. 123), qu’on peut améliorer I’hypothése sur K.
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Démontrons que & (E, F) est souslinien.
Désignons par Zy(E, F) 1’espace Z(E, F) muni des semi-normes
sup q(Tf)
feK
ol ¢ parcourt I’ensemble des semi-normes de I' et K ’ensemble des précompacts
des différents E;.

En procédant comme dans la démonstration de I’exemple 3, p. 108, on voit
que Popérateur identité de Z,(E, F) dans Z,(E, F) est sg-continu, done il suffit
de démontrer que le premier espace est souslinien.

Or, pour tout 7 € N, on peut assimiler #(E 1, F) & un sous-espace de £ (E;, F)
et le plongement de Zp.(Bit1, F) dans L pe(E;, F) est continu. On a alors

LB, F) = O LB, )
i=1
et les semi-normes de £, (E, F) sont celles induites dans Z(E, F) par les différents
L (B, F).
De la, par la proposition 7, p. 106, %, (E, F) est souslinien.

4. Quelques théorémes de catégorie

Le théoréme du graphe borélien de Schwartz, qu’il a démontré & partir de sa
théorie de la mesure, a été établi par Martineau ([31]) & partir de propriétés des
ensembles maigres beaucoup plus fines que celles utilisées jusqu’ici, que ’on trouve,
pour la plupart, dans 'ouvrage de Banach [4]. .

Si on se référe aux sources citées par Martineau ([4] et [8]), il semble que sa
démonstration, qui repose essentiellement sur la proposition 10, p. 111, soit inféodée
& laxiome de Zorn. Une discussion précise du théoréme en question montre qu’il
n’en est rien, pour l'essentiel des résultats.

Les théoremes qui suivent se trouvent pour la plupart dans [4], [8] ou [33], ot
on ne discute toutefois pas leur dépendance vis-a-vis de l'axiome de Zorn.

DeriniTIONS. — Soit ¢ ¢ E. On note D(e) I’ensemble des /€ E tels que, pour
toute semi-boule b de centre 0 dans E,
(f+bne

ne soit pas maigre. On note 0O(e) 'intérieur de e.
Voici d’abord quelques propriétés élémentaires de D(e) et O(e).
ProrosiTION 9. — a) D(e) est fermé et contenu dans é.
b) 87 e1 C ez, on a D(er) C Dies).

e) On a fe0(e) si et seulement si il existe une semi-boule b de centre O telle que,
pour toute semi-boule b’ contenue dans f -+ b, b’ N e ne soit pas maigre.

d) S¢ e est absolument convexe, D(e) et 0(e) sont absolument convexes.

a) On note que, si fo € D(e), fo + % b contient fe D(e). Alors <f -+ % b> Ne et

a fortiori (fo 4 D) M e ne sont pas maigres, done fo € D(e).
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¢) La condition est nécessaire.

Si fo € 0(e), il existe b tel que fo + b c D(e). Dés lors, quelle que soit la semi-
boule ouverte b’ C fo + b, si fe ', il existe b’ tel que (f + b"') N e ne soit pas maigre
et que f - b cb’, ce qui prouve que b’ N e n’est pas maigre.

La condition est suffisante.

Si toute semi-boule contenue dans fo + b rencontre e suivant un ensemble

1
non maigre, tout ; appartenant a fo + 3 b est dans D(e), donc fy appartient & I'inté-
rieur 0(e) de D(e).

d) Démontrons que D(e) est absolument convexe. Il est alors immédiat que
0(e) I'est aussi.

Soient ¢, ..., ¢n € C tels que ? le;| <1 et soient fi, ..., f, € D(e). Supposons

que ¢ # 0. Soit b une semi- boule donnee de centre 0 dans E. Il existe, pour tout
2N} 7,0, gi € (fi + D) M e puisque ces ensembles sont non maigres, donc non vides.
On a alors

n
( z cify) + 0o Z cigs + cifi, + i b
i=1 it

L’intersection du second membre avec e contient ¢; [(}‘¢0 + b)Ne], qui est non
n

maigre. Donc z ¢ifi € D(e), ce qu’il fallait démontrer.
i=1
Les ensembles O(e) possedent quelques propriétés remarquables. Nous n’expo-
sons ici que celles qui seront nécessaires plus loin.

ProrostTioN 10. — 8i E est a semi-normes dénombrables et séparable, e\ 0(e)
est maigre, quel que soit e C .

De la, e est maigre st et seulement st O(e) est vide.

(Z) Le méme théoréme est valable sans hypothése sur E, moyennant recours d
Paxiome de Zorn.

a) Supposons d’abord E & semi-normes dénombrables et séparable.

Désignons par p;, © €N, les semi-normes de B, par

{fk ke N} s
un ensemble dénombrable dense dans E et par {3, Ie N, les semi-boules ouvertes
fr + bp,(1/7)

dont lintersection avec e est maigre, renumérotées avec un seul indice.

On a

N0 U @ (4

De fait, si / ¢ 0(e), pour toute semi-boule b de centre 0, il existe une semi-boule
Pc/+ b telle que B e soit maigre. Or B contient au moins une semi-boule

111



fx + bp,(1/1). Cette derniére semi-boule fait partie des ; et, par conséquent, / + b
rencontre 'union des P; quel que soit b, ce qui entraine

I=1
De (*), on tire
o -
eN0(e) ¢ ( Y f)Nec 131 e (I\=J1 Br)
L’ensemble
/m'\
U B
=1

est la frontiére d'un ouvert, donc c’est un fermé d’intérieur vide et il est maigre.
Les B; N e sont également maigres. Comme ils sont dénombrables, leur union est
maigre et on obtient que e\ 0(e) est maigre.

Pour le cas particulier, on note, en se reportant a sa définition, que 0(e) est
vide si e est maigre.

Inversement, si O(e) est vide, e c e\ O(e) est maigre.

b) La généralisation du théoréme au cas d’un espace E quelconque est due
& Banach ([5]). En fait, il a traité le cas d’un espace métrique non séparable, mais il
suffit de substituer des ouverts aux sphéres qu’il considére pour obtenir le cas général.

Avant de traiter le cas général, voici d’abord un lemme utile.

Levve. — Soit
0= {wy:aef}
un ensemble d’ouverts deux a deux disjoints de E.
St
eCU wgy
weS

et st, pour tout a €5, e N wy est d’intériewr vide, alors € est d’intérieur vide.
St

eC\U Wy,
152

et si, pour tout o €5, e M wy est matgre, alors e est maigre.
Traitons le premier cas. Supposons que w = ¢ ne soit pas vide.
Comme la frontiére de 1’ouvert

U we
aeS

est d’intérieur vide, I'ouvert o rencontre nécessairement I'union des wy, done ren-
contre un wy . Il existe alors un ouvert non vide w’ contenu dans ¢ et oy Or il
est trivial que

é(‘\co%Ce('\wao,

d’ott ' est contenu dans un fermé d’intérieur vide, ce qui est absurde.
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Pour le second cas, on note que, si chaque e N wy est maigre, il est contenu
dans une union dénombrable de fermés d’intérieur vide :

(oo}
eN wgCU Fy o

n=1
Posons
en = U (Fu,a N ).
ueS
On a encore

w0 e} —

eCUepCU ey,
n=1 n=1

Or les e, sont d’intérieur vide, puisque

en N g = Fpa M 0o C Fo,o

est d’intérieur vide quels que soient n €N et « €.#. D’olt la conclusion.
Cela étant, si E est quelconque, la proposition 10 se démontre comme suit.
Désignons par @ les ensembles

{wg €S}

d’ouverts deux & deux disjoints de E, tels que wy M e soit maigre pour tout « €.7.

L’inclusion est un ordre partiel dans I’ensemble des 0.

8i O est un ensemble totalement ordonné d’ensembles @), ’'ensemble des ouverts
qui appartiennent aux différents @ est un ensemble de type 0, qui contient tous
les @ €Q, done c¢’est une borne supérieure de ).

Dés lors, il découle de 'axiome de Zorn qu’il existe un ¢ maximal, ¢’est-a-dire
tel que tout @ qui contient @ lui soit nécessaivement égal.

Soit
0= {wy:0€F}

un tel ensemble maximal.

On a

Co(e) c U wa (%)
=3

De fait, si f ¢ O(e), tout ouvert w contenant f contient un ouvert ' dont I'inter-
section avec e est maigre.

Si ' ne rencontre pas les wy, en 'adjoignant & 0, on obtient un ensemble ¢’
qui contient strictement (@), ce qui est impossible.

Donc «’ et a fortiori w rencontrent

U wg,
aeS
ce qui établit la relation (*).
De (*) découle alors que
/’\
eN_0(e) C (U wy) U (U wgNe).
agS oeS
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L’ensemble

/"\
U W,

frontiere d’un ouvert, est maigre. De méme, comme w, M e est maigre pour tout
aef, en vertu du lemme ci-dessus,

U wgMNe
aef

est maigre, d’ott e \ 0(e) est maigre, ce qu’il fallait démontrer.

Prorosrrion 11. — Soient e, ne N, des ensembles contenus dans E.
[Si E est a semi-normes dénombrables et séparable,]
@ o
0 (U en) \ [V 0(en)]
n=1 n=1

est mazgre.
Il suffit d’établir que

[<s] 0
0 (U en)c U Oeqn),

n=1 n=1
puisque le second membre différe de

@
U Ofen)
n=1
par la frontiére d'un ouvert, qui est maigre.
Or, si
@D

fEO(U en)>

n=1

pour toute semi-boule b de centre 0,

F+0N (U ey)= v (1 +b)N ey
n=1 n=1
n’est pas maigre. Pour au moins un n e N,
(7 + b) N ey

n’est done pas maigre.
Or, vu la proposition 10,

f+bNneclf+bn O(en)] U [en \\ Oen)].
ol en \_0(ey) est maigre. Donc
(f + &) N O(en)
n’est pas vide et f - b rencontre
O 0(en)
n=1

quel que soit b, ce qu’il fallait démontrer.
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PropostTioN 12. — Soit B un espace de Baire.
Si 0(e) n'est pas vide et si 0(e) \_e est maigre, on

0(e) — O(e) ce —e.
Soit f e 0(e) — 0(e). L’ensemble
0(e) N [0(e) — /1 (*)
est un ouvert non vide de E. Il n’est donc pas maigre.
Par hypotheése,
Ole)ceU &,
ot & est maigre. De la,
0(e) N [0e) —flc (e W &) N [(e U &) — ]
clen(e—NV &,
ol
&'cédU(E—I)
est maigre, ce qui exige que
eN(e—f#ad.
Il en résulte que f appartient & e —e, d’out la these.

ProposorioN 13. — [Soit B & semi-normes dénombrables et séparable.]

Si e c B est absolument convewe, non maigre et tel que 0(e) \_e soit maigre, e est
d’intérieur non vide.

Comme ¢ n’est pas maigre, vu la proposition 10, p. 111, O(e) n’est pas vide.
En outre, comme ¢ \_0(e) est maigre, O(e) n’est pas maigre.
Pour démontrer le théoréme, il suffit d’établir que
O(e)ce—e.

En effet, ¢ — e est contenu dans 2e, donc on aura ainsi que 2¢é n’est pas vide, de
méme que é.
Si f € 0(e), 'ensemble
0(e) N [0(e) — 1]

n’est pas maigre. En effet, si f € 0(¢), comme 0(e) est ouvert et absolument convexe,
(cf. proposition 9, d), p. 110), il existe A € ]0, 1[ tel que

fe20(e).
De 14,
(1 —2)0(e) — f c O(e) N [0(e) — /]

et, par conséquent, le second membre n’est pas maigre.
Or, comme 0O(e) \_e est maigre, en procédant comme dans la démonstration
précédente, on voit que

0(e) N [0(e) —flc[en (e— NIV &7,
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ol & est maigre, ce qui exige que e M (e — f) soit non maigre, donc non vide, et
que f appartienne & e — e.
Les propositions 12 et 13 ci-dessus sont inspirées du théoréme 3 de Martineau [31].
Voici enfin un théoréme dit & O. Nikodym (cf. [35]).

Prorosition 14. — [Soit E & semi-normes dénombrables et séparable.]

Si e est souslinien, 0(e) \ e est maigre.

Sz, en outre, e est absolument convexe et non maigre, il est d’intériewr non vide.
Soit

{en“,,,,nk vk, m, ., npe NG

un crible de e.
Comme

e = U €ns
ny=1
en vertu de la proposition 11, p. 114, on a
0(e)c O 0(en,) U &0,
=1
ol &y est maigre.
De méme, quels que soient £ > 1 et 2y, ..., np3 €N,

o
6”1"”""1.’-1 :n;-):lenl’m’nk’
d’ont
o0
0(‘3% o py) )?I.,L=jl O(in,“.,nk) v g”y""”kﬂ’
ol g”r .my_, ©st maigre.
Posons
[eel [ve]
= U U (o@n ,,«nkU(o@o.
k=1 np=1

C’est un ensemble maigre. De plus, on a
O(e)ceU &.
En effet, si fe0(e) \_&,
fe U O(en ),
ny=1
d’ou fe O(e,,ll) pour au moins un n; € N. Pour cet n; fixé, on a aussi
@
fe v O(in,ﬂl)a
Ng=1
d’ott f€0(e pour au moins un ng € N. De proche en proche, on détermine ainsi
1y, F
une suite 7y telle que
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Or

O(enl,.u,nk) Celny,ng
pour tout ke N, d’otr

«©
fe N en, . m

k=1 1
ott le second membre se réduit & un élément de e, ce qui entraine que f appartient & e.

Si en outre e est absolument convexe et non maigre, les hypotheses de la pro-
position 13 sont satisfaites, donc I'intérieur de e n’est pas vide.

5. Théoréme du graphe borélien

Le théoréme du graphe borélien de L. Schwartz ([45]) s’énonce comme suit.

TufioriMe 1. — Soient K ultrabornologique et ¥ souslinien.

Si T est un opérateur linéaire de B dans F, & graphe sq-borélien dans E X F,
T est continu de E dans F.

Méme énoncé si, aw liew d’étre ultrabornologique, B est limite inductive (quel-
conque) d’espaces de Baire sousliniens [ semi-normes dénombrables].

En fait, Schwartz suppose T & graphe borélien. Il paraissait surprenant que,
dans les cas usuels ot son théoréme s’applique, on puisse aussi supposer le graphe
de T sg-fermé, en appliquant le théoréme 1, chap. II, p. 28. L’hypothése que le
graphe de T soit sg-borélien contient & la fois le cas ou il est borélien et celui ol il
est’ sg-fermé, ce qui régle la question. La possibilité d’améliorer Phypothése tient
au fait que toute partie sg-borélienne d'un souslinien est souslinienne (cf. proposi-
tion 4, p. 105). C’est la propriété formulée dans Bourbaki ([8]) pour les ensembles
boréliens et qu’il y a intérét & formuler pour les sg-boréliens quand on léve I'hypothese
de métrisabilité qu’il impose aux ensembles sousliniens.

Pour démontrer le théoréme, procédons d’abord & deux réductions de I’énoncé.

a) On peut supposer B de Banach.

Si B est ultrabornologique, il est limite inductive d’espaces de Banach E.
Pour que T soit continu de E dans F, il suffit que sa restriction T, & K soit con-
tinue de B, dans F quel que soit «.

Or le graphe de T, est encore sq-borélien dans Eq X F.

De fait, si & est I’ensemble des ensembles de E X F dont la restriction & By X F
est sg-borélienne dans B, x F, il est trivial que & contient les ensembles sq-fermés
dans E x F, les complémentaires et les unions et intersections dénombrables de
ses éléments. Dés lors, & contient les sg-boréliens de E X F, ce qui entraine que
tout sg-borélien dans E x F est tel que sa vestriction & By X F soit sq-borélienne
dans B, x F.

Done, si le théoréme est vrai pour E de Banach, il est vrai pour E ultraborno-
logique.

b) On peut en outre supposer B séparable.

Pour que T soit continu de I'espace de Banach E dans F, il suffit que I'image
par T de toute suite convergente dans E soit convergente dans F. 11 suffit done
que T soit continu dans 1’enveloppe linéaire fermée de la suite, qui est un espace
de Banach séparable.
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Or, si L est un sous-espace de I et si %(T) est sg-borélien dans E x T, le graphe
de la restriction de T & L est sg-borélien dans L x F. La démonstration est analogue
a celle de la réduction précédente.

¢) Supposons donc que E soit un espace de Banach séparable.

L’espace E X F est souslinien puisque B et F le sont. De méme, %(T), partie
sg-borélienne de E x F, est souslinien.

Soit  une semi-boule fermée de centre 0 dans F. En notant prg la projection
de E X F sur K, il vient

Tap = pre ({(f, Tf) : Tf € B}).

L’ensemble
{(t, Th : Tfep}

est fermé dans Z(T), done il est souslinien. Dés lors, sa projection sur E, T_1f3, est
aussi souslinienne.

L’ensemble T_if3 est en outre absolument convexe et absorbant. Il en résulte
qu’il n’est pas maigre, car

E= U mT_,

m=1
ot E n’est pas maigre.

Des lors, vu la proposition 14, p. 116, T 4B est d’intérieur non vide et contient
une semi-boule de centre 0, ce qui prouve que T est continu.

Si E est limite inductive d’espaces de Baire sousliniens, on procéde de fagon
analogue.

On se raméne d’abord & supposer E de Baire et souslinien.

On poursuit alors la démonstration comme ci-dessus.

Comme E est souslinien, il est séparable : on obtient un ensemble dénombrable
dense dans E en fixant un élément dans chaque e, seoomye 51l est en outre & semi-
normes dénombrables, la proposition 14, p. 116, s’y applique sans recours 3 ’axiome
de Zorn.

THEOREME 2. — Soient E ultrabornologique et F souslinien. Si T est un opérateur
linéaire défini d’une partie de F sur B & graphe sq-borélien dans B x T, T est ouvert.

Méme énoncé si, au liew d’étre ultrabornologique, B est limite inductive (quel-
conque) d’espaces de Baire sousliniens [& semi-normes dénombrables].

La démonstration est analogue & celle du théoréme précédent.

Soit 8 une semi-boule de F. On doit démontrer qu’il existe une semi-boule b
de E contenue dans T.

Si E est limite inductive des E,, il suffit qu’il existe une semi-boule b, de
chaque E, contenue dans Tp.

On peut donc se borner & démontrer que T est ouvert de F dans chaque E,.
Pour cela, il suffit encore que, pour toute semi-boule 8 de F et toute suite f,, tendant
vers 0 dans Eg, fs appartienne & T pour m assez grand.

En effet, si B est la boule unité de E, et si, pour ancun ¢ > 0, on n’a eB ¢ Tg,

. . 1 \ .
il existe fn appartenant & — B et n’appartenant pas & TP, quel que soit m € IN.
m
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On se raméne au cas oit E est un espace de Banach séparable en substituant
& Ey enveloppe lindaire fermée de la suite fy.

En procédant comme dans la démonstration précédente, on voit que T est
encore & graphe sg-borélien dans F x E’, ott B’ désigne I'espace de Banach séparable
auquel on s’est ramené. Comme F X E’ est souslinien, #(T) est donc aussi sous-
linien.

Si B est fermé, de

T8 = pre [9(T) N pre, 1P,

on déduit alors que TP est également souslinien.

11 est aussi absolument convexe et absorbant dans E’, de Banach, donc il n’est
pas maigre. De 13, vu la proposition 14, p. 116, TB contient une boule de E’, d’olt
la conclusion.

Raisonnement analogue si E est limite inductive d’espaces de Baire sousliniens.
Sils ne sont pas & semi-normes dénombrables, il faut recourir & I'axiome de Zorn
pour pouvoir appliquer la proposition 14.

REMARQUES. — a) Dans les énoncés précédents, on peut encore supposer que E
est limite inductive d’espaces E, sousliniens et que Z(T) (resp. TF) rencontre
chaque E, suivant une partie non maigre de Ey. Cela implique que chague Eq
soit de Baire, donc I’amélioration ne porte que sur T. On trouve alors que Z(T)
(resp. TF) est égal & E.

b) La considération de relations linéaires permet, comme au chapitre 1I, de
formuler quelques variantes des théorémes 1 et 2. Leur formulation ne présente
aucune difficulté ; nous ne les développerons pas ici.

¢) Dans le théoréme 2, si T est continu, on revient au théoréme 1 en considé-
rant T-1 défini de E dans F/N(T), le quotient étant séparé car N(T) est fermé.

6. Théorémes de localisation et de relévement

On peut préciser le théoréme du graphe borélien en faisant jouer au crible de
I’espace souslinien qui y intervient un réle explicite. '
An théoréme 1, p. 117, correspond le théoréme suivant.

THEOREME DE LOCALISATION. — Sotent B un espace de Fréchet, F un espace
souslinien, T un opératewr linéaire de B dans F, a graphe sq-borélien.

St
{enl,_“‘%k ckym, .., npeNY
est un crible de F,

— il existe ny € N tel que T—18n1 ne soit pas masgre dans E. Pour cet ny, il existe une
semia-boule by de E telle que

Tbl C 6”1 —_— enl.

— St T_lenl,,,_,nk n’est pas masgre dans B, il ewiste nyi1 € N ftel que T_lenl,‘,,,nk “
ne soit pas maigre dans B. Pour cet ny41, il existe une semi-boule byi1 de E telle que

Togsi C enl,...,nkﬂ — enl,...,nkﬂ'
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En particulier, il existe une suite ny €N telle que T_lenl,,,.,,;k ne soit maigre
pour aucun ke N et une suite de semi-boules by de E telles que

Tby C €y T Cnpye VikeN.

Méme énoncé si B est de Baire, souslinien [et & semi-normes dénombrables].
On a

E—=T,F — U T_sen,.

ny=1

Comme E est de Baire, un des T_lenl n’est done pas maigre.
De méme, quels que soient &, n1, ..., nz €N, on a

[ve)
T—lenl,...,nk = U T_e,
=1

]_""’77’]C+1’
A . b > M
d’ott, si T—lenl,.“,nk n’est pas maigre, un des Tflen],n-,nkﬂ n’est pas maigre.
Supposons T_leﬂl,u,,nko non maigre.
Vu la proposition 8, p. 107, Cny,emy, est souslinien. Done E X en, ..oy, est
souslinien, son intersection avec #(T) aussi et enfin
T~137ll,~~~,nkr‘ = PTE [(E X e’nl,.--,'n]gﬂ) N g(T)]

est souslinien.
Vu la proposition 14, p. 116, I'ensemble

O(Tflenl,“.,nkn) \ T~lenl,...,nkn

est done maigre dans E. En outre, comme T—lenl,m ’,,,I;“ n’est pas maigre, O(Tflenl,“,,nk )
n’est pas vide (cf. proposition 10, p. 110). Donc en appliquant la proposition 12,
p. 115, on obtient

O(enl,“.,nk“) — 0(6”1’-'-’7%0) C Cityynmy, enl,...,nkﬂ-

Le premier membre est un ouvert contenant 0, done il contient une semi-boule
b’”o de centre 0 et il vient

ka C @nl,..‘,nku - enl,...,nk“,

d’ott la these.

Voici un corollaire curieux du théoréme de localisation.

(Z) CorROLLAIRE. — Tout espace de Baire souslinien est un espace & semi-normes
dénombrables.

En effet, soit E 1’espace et soit

{en.,.ony 2 by may oo, np € N}

un crible de E.
Prenons pour T lopérateur identité de E dans lui-méme.

Les conditions du théoréme de localisation sont satisfaites et, dés lors, il existe
une suite d’indices 7y et une suite de semi-boules by tels que

br C €ty T By g VkeN.
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Or, pour toute semi-boule b de centre 0 dans E, on a

Cnyeyny T O,y cb

dés que k est assez grand, car il existe f tel que

1
enl,...,nkcf -+ 3 b

deés que k est assez grand.
Donc les semi-normes de E sont équivalentes aux semi-normes associées aux bg.

On ne voit pas, comme c¢’était le cas pour les espaces & réseau strict (cf. corol-
laire 3, chap. III, p. 54) la possibilité d’établir que E est sg-complet.

REMARQUE. — Ce corollaive prouve que le gain de généralité qu’on obtient en
utilisant axiome de Zorn dans le théoréme du graphe borélien est illusoire.

En effet, tout espace de Baire souslinien étant & semi-normes dénombrables,
il fait partie des espaces qu’on atteint sans recourir & I'axiome de Zorn.

THREOREME DE RELEVEMENT. — Sott b souslinien et soit T un opérateuwr linéaire
défint d’une partie de E sur T, & graphe sq-borélien.

Pour toute suite gn € F, trés convergente vers 0, il existe une suite f, € E, con-
vergente vers 0, telle que

Tfn = gu, VR e N.

S, en outre, E est sq-complet et st T est & graphe sg-fermé, pour tout ensemble
trés compact X de ¥, ol existe un compact K’ de E, tel que

TK' = K.

Si la suite ¢y, est trés convergente vers 0 dans F, il existe un espace de Fréchet Fo,
un opérateur linéaire continu T” de Fy dans ¥ et une suite %, tendant vers 0 dans Fo,
tels que

gn = T'hy, Ve N.

On peut méme supposer Fy séparable, quitte & lui substituer I'enveloppe linéaire
fermée de la suite hy.

Soit
{en ey 1o, o mp € N}
un crible de E.
Considérons les ensembles
/ ’
e‘nl,.‘.,nk = T_1 (Tenl,.‘.,nk)'
On a

Fo — T/,(F) = T,(TE) = U ¢},

=1
et

0
e,’nl,_,‘,nk = U e Yk, ny, ....np€N.

!
Mg yerey nk >
Mprp=1 1’ +1



Vu la proposition 8, p. 107, les Cnyyesmy, sont sousliniens.
Les e/ ng & sont aussi. En effet, on note d’abord que

ﬂly“"
{,9)€E X Fo: Tf = Ty}

est sg-borélien dans E X Ky, comme image inverse par opérateur continu (1, T’)
de E x Fy dans E x F du graphe de T. De I3,

{9 €E X Fo: T'geTen,..m} = {(f, 9) € B x Fo: Tf = T'g} O (en,...,m, X Fo)

est souslinien, puisque ey ,..,n;, X Fo est souslinien. Sa projection sur Fo est aussi
souslinienne et c’est I'ensemble T {(Te,, ... 4,).
1 1oy
De plus, comme Fy est de Baire, on voit qu’il existe une suite d’indices ny tels

que les elnl""’nk ne soient pas maigres. Pour ces 7y, par les propositions 10, 12 et 14,

les ensembles 0(3111,~~,nk) ne sont pas vides et on a
’ ’ 7 1
O(enl,m,nk) - O(enl,...,nk) Clnpynny ™ Cnyyon s VkeN. (*)
Dans (*), les premiers membres sont des ouverts non vides contenant 0. Done
ils contiennent ki, dés que » est assez grand.
Il existe alors une suite d’indices vy, croissants avec k, tels que

hn € O(e;ll,n-,'ﬂk) - O(Q;z],...,nk) c e;,l,...,nk — 3;11,...,7%

pour tout » compris entre vy et vi41 et tout ke N.
A chaque h;, tel que vy <7 < vg41, on peut done associer f,, f;teenl,__,,nk
tels que
Ttn — Tt = T'hy = gn.

La suite f, — f;, tend vers 0 dans E, par définition du crible de B, puisque
fn et fi, tendent vers Iélément

©0
fO = nlenl,.‘.,nk-

A

Donc elle satisfait aux conditions de I’énoncé. Il reste & relever les éléments
g1, --+» g, -1, quon reléve par n’importe quoi vu qu’ils sont en nombre fini.

Supposons & présent E sg-complet et soit K un ensemble trés compact dans F.
Il existe une suite g,, trés convergente vers 0 dans F, telle que

Kc (U gy ={ > ougu: > lou] <1}

n=1 Lt
n=1 n=1

Si la suite g, est relevée par la suite f,, tendant vers 0 dans B, comme E est sg-complet,

I’ensemble

oW [ee]
{zcnfn32|0n|<l}
n=1 n=1

est compact dans E.
Démontrons que

T({ Z Confn Z l Cn | < 1}) = <}iJ1 gn>.
n=1 n=1 o
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De fait, comme %(T) est sg-fermé, si g appartient au second membre, pour
un choix convenable de la suite ¢y, il vient
N
g = lim ? Cndn
Ly

n=1

. = =T (> calu).

N
. n=1
Z cafn = lim z cnfn
n=1

n=1

Enfin, K est relevé par

{Zanf'n:z:icn] <1}0T_1K,
n=1

n=1

ol le premier membre est sg-fermé, donc compact, vu le lemme du chap. ITI, p. 60.

REMARQUE. — Ce théoréme et le théoréme de relévement du chap. I1I, p. 61,
sont assez voisins mais ne se recouvrent pas. Ainsi, si E admet un réseau strict, il
n’est pas nécessairement souslinien : il suffit pour cela qu’il ne soit pas séparable.
Inversement, soit E souslinien. S’il est sq-complet, on sait qu’il admet un réseau
de type €, mais on ignore si ce réseau est strict. Ainsi la seule considération des
réseaux ne permet pas d’atteindre le théoréme de relévement établi ici.

7. Nouvelles propriétés de permanence

Comme c’était le cas pour les espaces & réseau strict ou de type &, le théoréme
de localisation permet d’enrichir les propriétés de permanence des espaces sous-
liniens et conduit aux résultats suivants.

TriorEME 3. — Soit E un espace de Fréchet séparable ow la limite inductive
d’une suite de tels espaces et soit F un espace souslinien sg-complet ow la limite inductive
d’une suite de tels espaces.

Lespace F po(B, F) est souslinien.
a) Supposons d’abord E de Fréchet et séparable et F souslinien et sg-complet.
Soit

{enl,_,,,nk vk, ., mp e NG

un crible de F.
Pour tout opérateur T linéaire et continu de E dans F, en vertu du théoréme
de localisation p. 119,

— il existe un indice 73 € N tel que T_len1 ne soit pas maigre dans E et une semi-
boule b; de E telle que

Tt c en, — €n,;

n’est pas maigre dans E, il existe un indice ngz € N tel que

- Si I—len
100
ne SOit pa,s ma,igre dans E eb une semi-boule bk+] de E teﬂe que

ny

T—le'nl,.‘.,nlm_1

Tbyy C enl,...,nkﬂ - enl,..‘,nkﬂ-
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Soient {p; : 1€ N} le systéme de semi-normes de E et b; les semi-boules by, (1/5).
Soit. en outre

{fi:jeN}
un ensemble dénombrable dense dans E.
Considérons les ensembles & (g 1ig,vy)s s 11, vi € N, formés des T € Z(E, F) tels
que
— Tflenl ne soit pas maigre,
- Tbil c en, — €n,>
— Tfl S5 6\,1.
Leur union est visiblement Z(H, F). Renumérotons-les par un seul indice m; € IN.
Formons ensuite les ensembles & (”1’”‘1’“1)'(“2’1’2”2-"’1)’ ng, 92, vz, v; € N, formés des
Te Z(E, F) tels que

— T_lenl,n2 ne soit pas maigre,

i)
— Tb. e —_—
zzc ny,m, 6"1’”2’

—_ Tfl S 8\,1,\,2 5 sz € 6%.

On renumérote encore (mg, 49, vg, vi) avec un seul indice parcourant N et on
poursuit la construction, de proche en proche.

Les ensembles ainsi formés constituent un crible de Z,.(E, F).

Tls vérifient visiblement la condition (a) de la définition du crible (p. 100).

De plus, soit mg, keN, une suite fixée et soient ng, ix, vg, vz, ... les suites
correspondantes.

Si la suite Ty, est telle que
Ty e CfJ@ml = (D@(n
elle est équicontinue.
En effet, soit ¢ une semi-norme de F. On a
€nsesny T Cngyeymy © by(1) (*)
des que k est assez grand, puisque, si g est 'intersection des Cnyene i
€nyysng C 0 + Bg(1/2)

pour %k assez grand (cf. (b’), p. 101). Supposons que (*) est vérifié pour k = ko.
Tl vient, pour tout k > ko,

1ivy) Toe (D@le,nzz = (D@(nl,il,vl),(112,1'2,\'2,\;1), e

Tlcbikq C Oy gy enl,...,nko C by(1),

d’out
1
(Z(ka) < ;;pikn(f), Yk > kO) Vf € E.
0

Comme Ty, ..., Ty _1 sont en nombre fini, ils sont équicontinus, done il existe ¢ == iz,
0
tel que

1
A(Tef) < 5 i), VI € E,
pour tout k < ko, done pour tout ke N, et la suite Ty, est bien équicontinue.
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La suite T,f; converge dans ¥ pour tout j fixé.
Cela résulte de la définition du crible de ¥, puisque les Tf; se répartissent
dans une suite - keN.
Si F est sq-complet, il résulte alors du théoréme de Banach-Steinhaus que la
suite Ty, converge dans . ,.(E, F).
La limite T des Ty, ne dépend que de la suite des my fixée. De fait, pour tout
jeN,
o0
Tfj = lim Tmfj = M

€u
seesbhop
m m=1 1

ne dépend que des my. Or, comme les f; sont denses dans E, T est complétement
déterminé par les valeurs qu’il leur associe.

Enfin, T est visiblement U'intersection de la suite d’ensembles du crible qui lui
correspond, d’ou la conclusion.

b) Suppos'ons a présent que I soit un espace de Fréchet séparable et que F
soit limite inductive d’une suite d’espaces sousliniens sg-complets F;.

On ne sait pas si ¥ est sg-complet, done on ne peut pas appliquer a).

Soit

{eld a1, e, np €N

Ny

un crible de chaque Fy. Les ensembles
en, = Fnl> n1 €N,

— p(N1)
€y, = Cpo) o E>1,n,...,n.6N,

constituent alors visiblement un crible de F.
Construisons encore les ensembles

6)1711,...,nzk> k» /rn'].) sy 771’/0 € II\I,

déterminés en a) relatifs a ce crible.
On obtient un crible de ., (E, F).

Il vérifie, pour les mémes raisons qu’en a), la condition (a) de la définition
des cribles.

De plus, pour toute suite m; fixée, si
T}c S gml,“‘,mk, V]C S N,

la suite Ty appartient & Z(E, le), par définition de @@ml. De plus, en procédant
comme en a), on voit qu’elle converge dans % p.(E, Fy, ). Or les semi-normes de le
sont plus fortes que celles induites par F dans le, done la suite Ty, converge alors
dans (B, F), ce qui permet de conclure comme en a).

¢) Soit enfin E limite inductive d’une suite d’espaces de Fréchet séparables E;,
T satisfaisant & I'une ou 'autre des conditions de I’énoncé.

La démonstration comporte deux étapes.

Désignons par Z, (B, F) 'espace Z(E, F) muni des semi-normes

sup ¢(Tf),
1eK
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ol ¢ parcourt ensemble des semi-normes de F et K P’ensemble des précompacts
des différents E;.

L’espace &, (E, F) est souslinien.
En effet, il s’identifie au sous-espace & de

BEZZCRNE
=1

formé des
(Tla TZ) . )
tels que
Tif = Tinf, Vie By, Vie N.

Or (*) est souslinien comme produit dénombrable d’espaces sousliniens et &
est visiblement un sous-espace fermé de (*), done il est aussi souslinien.

Si la limite inductive E est stricte, tout précompact de B est précompact dans
un des E;, done Z,(E, F) est en fait &, (E, F).

Ce n’est pas le cas en général, mais on va démontrer que 'opérateur identité
de Z(E, F) dans lui-méme est sq-continu de £, (E, F) dans £ (B, F). On en déduit
alors immédiatement que £ p,.(E, F) est souslinien.

Soit Ty, une suite convergeant vers 0 dans %, (E, F). Les restrictions des Tp,
& B; forment une suite bornée dans ¥y (E;, F), donc équicontinue puisque les E;
sont de Fréchet. Deés lors les T, sont équicontinus et, en vertu du théoréme de
Banach-Steinhaus, ils convergent dans % p.(E, F).

ReMARQUE. — Ce théoréme est énoncé par Schwartz dans [45], dans le cas
particulier oit E est limite inductive stricte des E; et olt les F; sont des espaces de
Fréchet séparables.

TukoriME 4. — 8¢ B est un espace de Schwartz & semi-normes dénombrables
et F un espace souslinien sq-complet ou la limite inductive d’une suite de tels espaces,
Lu(E;, F) est souslinien.

Comme E est de Schwartz et & semi-normes dénombrables,
LB}, F) = L (B}, F).

11 suffit donc de démontrer que Ej est limite inductive d’une suite d’espaces
de Banach séparables.

Soient p; les semi-normes de K, b; les semi-boules bp,(1/1), b% leur polaire.
Appelons E; I'enveloppe linéaire de b2 munie de la norme associée & b Cest un
espace de Banach.

Dans le choix des semi-normes de E, on peut supposer que, pour tout ¢, b4y est
précompact pour p;. Alors 0P est précompact dans Ej ;. Notons E; l'enveloppe
linéaire fermée de b2 dans Ej, , munie de la norme de Ej ;. C’est un espace de
Banach, séparable puisque b2 est séparable dans Ef ;.

Comme E est de Schwartz, E;, est bornologique et, dés lors, ¢’est la limite induc-
tive des I} (cf. [17], p. 257 et p. 262). C’est aussi la limite inductive des Ej, puisque

* ’ * .
E, C Ei C EH—I’ V@,
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Popérateur identité de chaque espace dans le suivant étant continu. D’out la con-
clusion.

TaEOREME 5. — Soit E limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Schwartz
a semi-normes dénombrables.

Soit F un espace soushinien sq-complet, muni d’un systéme de semi-normes {q}
tel qu’a toute swite g, € {q}, tl corresponde g € {q} et C, > O tels que

9n(9) < Cnqlg), VgeF, VneN,

ou la limite inductive d’une suite de tels espaces.
L’espace L (B, F) est souslinien.

REMARQUE. — On se référera & la proposition 1, chap. IV, p. 74, pour des
exemples de tels espaces F.

Soit E limite inductive stricte des E;.

Comme les E; sont de Schwartz,

Z =E], et (Ez)z = (Ei);c, VieN.

pe

Or, on a démontré en b), chap. IV, p. 72, que

. o %
ZL(E,, F) = 'U1 T L [(By),, B,
i=
olt 7; est un opérateur linéaire continu de & [(Ey),,, F] dans Z4(E,,, F) pour tout
1eN.
De plus, vu le théoréme 4, chaque & [(E;),,, F] est souslinien, d’olt la con-
clusion, par les propriétés de permanence des ensembles sousliniens.

Passons & présent au cas des produits tensoriels. Leur interprétation comme
espaces d’opérateurs, pour laquelle nous renvoyons au paragraphe 2, chap. IV,
p. 77, fournit quelques exemples de produits tensoriels sousliniens.

THEOREME 6. — St B est un espace de Fréchet et de Schwartz et F un espace
complet et soushinien, le produit tensoriel BEQF est souslinien.

\

De fait, le produit tensoriel EQ.F sassimile & un sous-espace fermé de
LHE,, F).

Or, comme E est de Fréchet et de Schwartz, B, = Ej et, comme tout ensemble
équicontinu dans E* est précompact dans Ej et inversement,

LB, F) = Zy(E}, F).

Vu le théoréme 4, p. 126, Z,(E;, F) est souslinien, d’ott la conclusion.

THEOREME 7. — Soit E limite inductive stricte d’une suite d’espaces de Fréchet
et de Schwartz. Soit ¥ un espace souslinien, complet et tel qu'a toute suite de semsi-
normes ¢n € {q}, 1l corresponde q € {¢} et Cp > O tels que

gx(9) < Cnqlg), Vg T, Vn e N.

~
L’espace EQF est souslinien.
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. S 1 *
Ici encore, EQ.F est un sous-espace fermé de Z(E,,, F) et on a

LB, ) = (B, F),

ca?

ou le second membre est souslinien, vu le théoréme 5, p. 127.

THEOREME 8, — St E est un espace de Fréchet séparable ou la limite inductive

. . . . . ~
d’une suite de tels espaces et si F est souslinien et complet, le produit tensoriel E,&F
est souslinien.

. . # * % > s 5
Qomme E est bornologique, E,, est complet. De plus, (E;,),, s'assimile & B
muni de ses semi-normes naturelles.

Enfin, comme ¥ est complet, c’est aussi le cas pour Zu(E, F) et E, Q.F est
un sous-espace fermé de Fea(E, F). Or ce dernier espace est souslinien, vu le théo-
réme 3, p. 123. D’oli la conclusion.

REMARQUE. — Comme au paragraphe 2, chap. IV, p. 79, on peut se débarrasser
de ’hypothése de complétion pour les filtres au profit de la complétion pour les
suites dans la plupart des cas usuels.

Le plus simple est de traiter directement les cas particuliers qu’on rencontre.
En voici un exemple typique.

St E est sqg-complet et souslinien, Vespace C, (€2 ; K) est souslinien.

Soit f(x) € Ci,(Q ; E). Associons-lui I'opérateur Ty défini de [C,(Q)}* dans E
de la maniére suivante.

A tout Te[C_(Q)]*, de la forme

o) = > [ Do dua, VoeCulQ),

[cx)Sn‘

ol [pe] c Ky pour tout o, on fait correspondre

T;C = z f Do fa)dpe,.

Ia'IS'n‘

Les intégrales (3 valeurs dans E) ont un sens, puisque B est sg-complet et D f(x)
continu dans Q) pour tout «.

Lopérateur Ty est visiblement linéaire.

11 est continu de [C(Q)]; dans E. De fait,

p(IC0) = sup | > | D* 2 [f(@)ldpa |

26ty o %n’
= sup | T{Z [f(2)]} |,
_ﬁ)ebﬁ

ot I’ensemble
{2[{@)]: 2eb)

est visiblement borné dans C_(Q).



On peut donc assimiler C,(Q ; B) & un sous-espace linéaire de .Z»([Co(Q)];, E),
muni des semi-normes induites par cet espace, puisque

sup sup p[D%f(®)] =sup sup sup |D*2 [f(x)]]

veKy o] <n ,@ebg zeKy ol <n
= sup sup | T{2 [f(x)]} | = sup p(T/T),
2ebly Ten e

ol # est un borné de [C,(Q)];.

Comme C(Q ; E) est sg-complet, il est fermé pour les suites dans Z5([C,,(Q2)];,E).
Or, vu le théoréme 4, p. 126, ce dernier espace est souslinien, d’olt la conclusion.

129



APPENDICE

LIMITES INDUCTIVES
D’ESPACES LINEAIRES A SEMI-NORMES

On développe ici une théorie des limites inductives dénombrables assez générale
pour unifier les limites inductives strictes de J. Dieudonné et L. Schwartz (['*]), les limites
inductives de J. S. BE. Silva ([**]) et les généralisations de celles-ci ([*], [22], [?°], [%°]).
On démontre quelques propriétés des bornés qui échappent & ces différents cas et qui
unifient et précisent certains résultats obtenus dans les chapitres précédents.

1. — Soient E, une suite d’espaces linéaires & semi-normes [séparables par
semi-norme] et tels que, pour tout n,

— E, soit un sous-espace linéaire de Ky,
— T’opérateur identité de E, dans E soit continu,
'3 n+l
Appelons E T'union des E,. Cest visiblement un espace linéaire.
Soit 7 une suite formée en choisissant une semi-norme dans chaque B,
T = (1)17 D2, ):

et v une suite de constantes positices cy.

ProrosiTION 1. — a) L’expression
Prolf) = inf > upalfa)
‘ f_(n)fn (n)
fn€Bn

est une semi-norme de E, si la borne inférieure porte sur toutes les décompositions
finies de £ en éléments appartenant aux différents By, (*)

b) Les semi-normes pr,y associées & toutes les suites w et vy forment un ensemble
Sfiltrant de semi-normes.

¢) La semi-boule ouverte de centre 0, de semi-norme pr~ et de rayon 1 est Uen-
semble

<,§1 by, (1/en),

ou les semi-boules by, (1[cy) sont prises ouvertes.

d) Soient T une fonctionnelle linéaire dans B, T® sa restriction & chaque BE,.

(*) Nous indiquons que les sommes considérées sont finies en plagant I'indice sous ¥
entre parenthéses.
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On a
LT | < prylf), VI€E,
81 et seulement st
| TO(f) | < cupuly), Vi€ By, Ve N.
De plus,

1
1T oy = sup =[] T g,

La démonstration des points a), b) et c) est facile et ne sera pas reprise ici (cf.
par exemple [17], chap. VIII).

Démontrons d). La condition est évidemment nécessaire :
[T | < Prylh) < cupalf), Vi€ By, Vne N.
Elle est suffisante. De fait, quelle que soit la décomposition f = Z fn, de

. (n)
| TO(fn) | < capalfn), VREN,

on déduit

[C() 1< D cupalfa)
()
et, comme la décomposition choisie de f est arbitraire,

| T | < prlf)
Enfin, pour établir 1'égalité proposée, on note que

TN 1< D 1T | < D1 E Iy, palfa)

(n) (n)
1 —
< (sup — || T™ Hp Z CnPu(fn)
n Cn )

quel que soit [ = N fn, d’ont
&

1
| T | < (sup — 1| TW 1) prsl), ¥ € B,
n n
et
1
1€ [l < sup [ T |Ip,.
n (3
Inversement,
| SO | <1 Ty el < I € g apald), Vf € B
d’ont

1
— 11 T [|, < || Tllp, ,, VnEN,
7

131



2. — DfrNTION. On appelle limite inductive des E,, Lespace E muni des
semi-normes pr ,, pour autant que celles-ci constituent un systéme de semi-normes
de E.

Pour cela, il faut que ces semi-normes séparent K.

Voici une condition suffisante pour qu’il en soit ainsi.

(Yest une amélioration des lemmes 3, p. 450 et 4, p. 453 de [1].

PROPOSITION 2. — 81l existe une suite d’ensembles absolument convexes By C By,
croissants avec n, tels que

— By contienne une semi-boule de R,
— By soit fermé dans Hyio,
— dans By, Vopérateur identité de Eyio dans (Ep41)g soit continu,

alors la limite inductive des B, est séparée.

Etablissons d’abord un

LemME. — L’intersection avec Bp d'un fermé absolument convexe de By est
fermée dans By quel que soit ¢ > n - 1.

Soit B = F' N By, out F’ est fermé dans By

Comme B’ est absolument convexe, il est faiblement fermé dans Ej,y1.

Vu Phypothése, F est alors fermé dans 3, pour les semi-normes induites par Ey .
Comme B, est fermé dans Eyie, F est fermé dans Eyo.

On passe de proche en proche au cas général : I est maintenant fermé dans
Epie et contenu dans Buaa, car By, C Bpir. 11 est done fermé dans Ej,.3, et ainsi de
suite.

Passons & la démonstration de la proposition 2.

Soit g £ 0 dans E. Il existe une suite d’ensembles Fy, n > 1, absolument
convexes et fermés dans E,+1, emboités en croissant et tels que
— g¢ ¥
— T, c Baus

— Fu 0 by, semi-boule de Ey,.

On les construit de proche en proche.
Déterminons Fy. Tl existe une semi-boule bg de Eg telle que ¢ ¢ bz. On peut
la supposer fermée dans Eg. Alors
Fo=baN Bl

est fermé dans Es, vu le lemme. Il contient une semi-boule de E;. De fait, la restric-
tion de bg & Ey contient une semi-boule B; de Ej. Il existe alors b1 contenu dans
B1 N By done tel que by C Fa.

Supposons F,, déterminé. Comme il est fermé dans E,4 et ne contient pas g,
il existe une semi-boule by+; de By telle que

g ¢ Fn + 2bn+1

d’out
g¢ T+ by ™
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A fortiori

9¢ Fp £ bprn) "1 O B

Appelons F,41 U'ensemble du second membre. Il est fermé dans E,i9, vu le
lemme. Il est absolument convexe et contient F,, car F,cCf,. Il contient une
semi-boule b, de E, : il suffit de choisir b, C by M B

@D
Comme les F,, sont emboités, U F,, est absolument convexe. Or il contient b,
n=1
pour tout %, done il contient

<U b’)l>,
n=1
semi-boule de E si on prend les semi-boules b, ouvertes (cf. ¢), p. 130).

Cette semi-boule ne contient pas g, done il existe une semi-norme p, . telle
que Pry(g) 7 0 et les pr,, séparent E.

ProrosiTION 3. — Sous les hypothéses de la proposition 2, pour tout borné B
de B, il existe A > 0 et ne N tels que B C A\By.

Si ce n’est pas le cas, quel que soit n, il existe g, € B tel que g, ¢ np,. Comme
B est borné, la suite g,/n tend vers 0 dans E.

On va montrer qu’il existe une semi-boule § de E, de centre 0 et ne contenant
aueun ¢g,/n. C’est absurde, donc il faudra que B c nf, pour au moins un .

Posons f,, = ga/n.
On détermine de proche en proche une suite d’ensembles F,, n > 1, absolu-
ment convexes et fermés dans H, 41, emboités en croissant et tels que

— fi ¢ Fy, Vi< m,
— Fy B,
— F; 0 bp—1, semi-boule de E, ;.

On pose Ty = £4.

Soit F,, déterminé. Il est fermé dans K, 41 et ne contient pas fi, ..., fp—1. Comme
il est contenu dans B, il ne contient pas f,. Il existe done une semi-boule b,4; de
Ep4 telle que

fl> (ER fn ¢ Fn + an%—l
et

fl; LRRE) f1z §é Fn + bn+1En+l~

Pour les f; € Eyq1, cela résulte de la fermeture de F,, pour les autres, du fait
que

1 1 Ept1
Fyp 4 bpr " € Epar

On a encore

T 1 7 . \En
fis coos fu @ (B + b)) ™00 B
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Appelons ¥, Pensemble du second membre.
Il contient ¥, puisque F, C .
Il est fermé dans E,.e vu le lemme.

Il est absolument convexe; il est contenu dans (3,49 et enfin, il contient une
semi-boule b, de E,. Il suffit de prendre b, C bps1 M By.

Les I, étant déterminés, posons
W
F= uU F,
n=1

L’ensemble F ne contient aucun f,. Or il contient une semi-boule b, de chaque
E, et, comme il est absolument convexe, il contient

[ee]
(U by,
n=1
semi-boule de E si on prend les b, ouverts.
REMARQUE. — Les hypothéses de la proposition 2 sont satisfaites s'il existe une
suite d’ensembles absolument convexes Py C By1, croissants avec n, tels que
— Pn contienne une semi-boule de Ey,

— By soit fermé dans By,

— dans By, Vopératewr identité est continu de Ey,1q dans (Ey)q.

D’une part, comme 3, C fy+1, opérateur identité y est continu de E,42 dans
(En+1)a~

D’autre part, 8, est fermé donc faiblement fermé dans E, ;. Or il est contenu
dans B4, ol lidentité est continue de E,ip dans (Epy1)e, done il est fermé dans

B n+2.

3. — La proposition 3 précédente n’apporte que peu de renseignements sur
les bornés de E. Pour obtenir une caractérisation plus précise, il faut introduire
une hypotheése supplémentaire.

ProrosiTioN 4. — 8’6l existe une suite d’ensembles absolument convexes By C Epy1,
croissants avec n, tels que, pour tout n,
— Byn contienne une semi-boule de By,
— By soit fermé dans By,
— dans By, Vopérateur identité soit continu de E dans (Epi1)a,
alors B posséde les propriéiés sutvantes :

a) un ensemble B C B est borné dans B si et seulement st il est contenu dans un Ey,
et y est borné.

b) toute suite convergente dans E est contenue dans un B, et y converge faible-
ment.

¢) toute suite de Cauchy dans E est contenue dans un Ey et y est faiblement de
Cauchy.

d) tout ensemble compact, précompact ou extractable dans E est contenwu dans un E,
et y est faiblement compact, précompact ou extractable.

134



e) toule suite trés convergente dans B est contenu dans un B, et y est trés con-
vergente.

f) tout ensemble trés compact dans E est contenu dans un By, et y est trés compact.

Démontrons a).

Comme I'opérateur identité de E, dans E est visiblement continu quel que
soit n, les hypothéses de la proposition 3 sont vérifiées, donc B est contenu dans
un nfy.

Dans nf,, lopérateur identité est continu de E dans (Ep41)a. Alors B est borné
dans (Ep1)q.

De fait, pour toute semi-norme p de (y41), et tout € > 0, il existe une semi-
norme 7 de E et % > 0 tels que

() < fenBy > p(f) <.

Soit
sup n(f) < C.
feB
Si C<,
sup p(f) <e.
feB
SiC >,
fe.gB = n(f) <, fenRn = p(f) <e,
d’ott
c
sup p(f) < - e.
feB n

Par le théoréeme de Mackey, B est alors borné dans E,.;, d’ott la conclusion.

Démontrons & présent b), ¢) et d).

Toute suite convergente et sa limite, toute suite de Cauchy, tout compact,
extractable ou précompact de B sont bornés dans E.

Deés lors, ils sont contenus dans un E, et y sont bornés. Ils sont done contenus
dans un nf3,. Dans celui-ci, 'identité de T dans (E,.1)s est continue et méme uni-
formément continue.

De la, la propriété de la suite et de I’ensemble vis-&-vis des semi-normes de E
est encore vraie vis-a-vis des semi-normes de (Ej.11)g.

Démontrons enfin e) et f).

Si la suite f;, est trés convergente ou si K est trés compact dans E, il existe
un compact absolument convexe Ky de E tel que fy (vesp. K) converge (resp. soit
compact) dans EKo'

Or Ky, compact de E, est contenu dans un E, et y est faiblement compact,
donc borné. Dés lors, 'opérateur identité de Ex dans E,, est continu et, comme B K,
est de Banach, la suite f,, (resp. I’ensemble K) est trés convergente (resp. trés com-
pact) dans cet K.
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4, — On peut encore renforcer hypothése sur les K.
Voici d’abord une remarque utile.

LeMME. — L'opératewr identité de (Ey)q dans By est continu quel que soit n.

En effet, il résulte de la proposition 1, d), p. 130, que la restriction & K, d'une
fonctionnelle linéaire continue dans B est une fonctionnelle linéaire continue dans
cet K.

PROPOSITION 5. — 81l ewiste une suite d’ensembles absolument convexes By C Hp41,
croissants avec n, tels que, pour tout n,

— By contienne une semi-boule de By,
— By soit fermé dans Kpya,

— dans chague By, Vopératewr identité de B dans Byt (vesp. de By dans (Ep+41)a) sout
contin,

Vespace E posséde les propriétés sutvantes :

a) une suite converge dans E (resp. dans By) st et seulement si elle est contenue
dans un B, et y converge (resp. y converge faiblement).

b) une suite est de Cauchy dans E (vesp. dans Bq) st et seulement si elle est con-
tenue dans un By, et y est de Cauchy (resp. faiblement de Cauchy).

c) un ensemble est compact, extractable ou précompact dans B (rvesp. dans Eq)
si et seulement si il est contenu dans un B, et est compact, extractable ou précompact
dans By (vesp. dans (Ey)a).

Les conditions nécessaires se démontrent comme dans la proposition 4.

Pour les conditions suffisantes, il suffit d’appliquer le lemme ci-dessus.

5. — Examinons quelques exemples de limites inductives et d’abord, traitons
le cas des limites inductives hyperstrictes.

DEFINITION. — On dit qu'une limite inductive est stricte si, pour tout =, le
systéme de semi-normes induit par E,; dans E, est équivalent & celui de E,.
Elle est hyperstricte si elle est stricte et si chaque E, est fermé dans Ep4.

ProrostTioN 6. — St la limite inductive est stricte, quel que soit n, le systéme
de semi-normes induit par E dans By, est équivalent & celui de By.

Soit b, une semi-boule arbitraire de E,.

On détermine de proche en proche une suite de semi-boules b; de E;, 7 > n,
telles que by 5 byt N By eb by o bya N Ey, pour tout ¢ > n.

D’autre part, pour tout ¢ < n, il existe une semi-boule b; de E; telle que b; C by,.

On a alors

oo
(U by N By = by,
=1

De fait,

< U bi> = <U bi>
i=1 t=n
P

P
={Zeifi:fiebi,e@o,Zei:1,p>n}.

i=n =N
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V4
Soit Z 0;/; un élément de cet ensemble et supposons qu’il appartienne a E,.

i=n

Alors

p—1

Opfp = i 0ifs — Z 0if; € Ep—1

i=n i=n
et
fp€bp N Ep1C by
De méme,
Opfp + Op-1fp-1C (Bpa + 0p)bp1 N Ep2C (051 + 0p)bp-2.
En poursuivant le méme raisonnement, de proche en proche, on arrive a

EX v,
Z 0:f: € ( Z 0:)bn = ba.

P=n =0

COROLLAIRE. Les limates inductives hyperstrictes satisfont aux hypothéses de
la proposition 5. D’ow lewrs propriétés.

6. — Soit E la limite inductive d’une suite d’espaces de Banach E, tels que,
pour tout n, la boule unité b, de E, soit contenue dans un compact de E,1.

DfFmnrrioN. — Une telle limite inductive est appelée limite inductive de Silva.

ProposITION 7. — Une limite inductive de Silva vérifie les hypothéses de la pro-
position 5. D’ow ses propriétés.

De fait, soit B, l'adhérence de b, dans E,.1.

C’est un compact absolument convexe de Ky Il est encore compact dans
Ej 42, done il y est fermé. Comme il est compact dans E,4q, 'identité de E,yo dans
E,+1 y est continue. De 14, vu la proposition 2, p. 132, E est séparé et les pr v y
forment un systéme de semi-normes. Dés lors, dans 8, I'identité est aussi continue
de E dans E;4;.

Les B, répondent donc aux conditions de la proposition 5.

La limite inductive de Silva posséde des propriétés supplémentaires, lides a sa
nature trés spéeiale. Pour celles-ci, nous renvoyons a [48], [34] ou [17].

Prorosrrion 8. — Soit E la limite inductive d’une suite d’espaces Ey, tels que,
pour tout n, Uopérateur identité de B, dans By soit faiblement compact.

Cette limite inductive vérifie les hypotheses de la proposition 5. D’ow ses propriétés.

Pour tout #, il existe une semi-boule b, de E, et un compact faible absolument
convexe K, de H, tels que b, c K,.

Les ensembles $, = K, vérifient les conditions de la proposition 2, p. 132, si
on les emboite en croissant.

De fait, (3, est faiblement compact done fermé dans E,ys.

L’identité est continue de (Ep41)q dans (Ep40), puisqu’elle est continue de Eyq
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dans Eyi2. De 13, comme K, est compact dans (E,i1), dans K, elle est aussi
continue de (Epis), dans (E,41)q et a fortiori de Epyo dans (Byi1)g.

Dongc la limite inductive de E est séparée.

On note alors que, dans K, I'identité est continue de E, dans (Ey41)q, d’ott la
conclusion.

7. — Si on suppose a priori que la limite inductive des K, est séparée, voici
une autre voie d’approche de ’étude de ses bornés, qui fournit des résultats plus
généraux.

ProrosirioN 9. — Soit E la limite inductive des E,, et supposons-la séparée.

Soit By une suile croissamte de semi-boules des B, successifs. Quel que soit le
borné B de E, il existe C > 0 et n €N tels que

BcCB,"
Si ce n’est pas le cas, il existe, pour tout =, f, appartenant & B et n’appartenant
e 1 . . .
pas & anE. Posons gy = - f,. La suite g, tend vers 0 dans E, puisque la suite
7

fn est bornée.
Pour tout n, il existe T, e E*, tel que .

Calgn) > 1 ot sup [ Talf) | <

€Bn
La suite T, est équicontinue dans E. Il suffit pour cela qu’elle le soit dans
chaque E;, vu la proposition 1, d), p. 130. Or

sup sup | Ty(f) | <sup sup | Ty(f) [ < 1,

n=t  fefy n=t  fefn
d’ott, comme {Ty, ..., Ty } est équicontinu, il existe b; c B; tel que

sup sup | Cp(f) | < sup sup]Cnf | +1 < co.

neN feb; n<i febg

11 existe donc une semi-norme 7 de E telle que
[Tul) | < =(f), VIEE, Ve N,
Dot
< | Calgn) | < 7(g);

ce qui est absurde puisque ¢,— 0 dans E.

Signalons un corollaire utile. C’est un cas particulier d’un théoréme de Kothe
([26], p. 405).

CoroLLATRE. — St E est limite inductive d’une suite d’espaces normés By, et est
séparé, tout borné de B est dans 'adhérence dans B de la boule unité B, d’un Ej,.

De la, le systéme de semi-normes de Ej est équivalent au systéme de semi-normes
dénombrables

sup | T(f) |, ne N.
feBy,

Ainsi, By est limite projective des ()} et 1l est de Fréchet.
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Si, dans la proposition 9, on prend pour 3, les By, qu’on peut évidemment
supposer emboités en croissant, il vient, pour tout borné B de E,

=T
Bc(CB,"
pour au moins un C > 0 et un n € N. De 14,

sup | T(f) | < O sup | T() |.
feB v ey

Comme les B, sont eux-mémes bornés dans E, ’équivalence annoncée est
démontrée.

Ainsi, Ej est & semi-normes dénombrables et, comme E est bornologique, il est
complet, donc il est de Fréchet.

On peut étendre le corollaire & des espaces & semi-normes dénombrables mais
sous des conditions assez restrictives.

Démontrons d’abord une version un peu généralisée d’un théoréme de Grothen-
dieck ([11], théoréeme 10, p. 85).

ProrosirioN 10. — Soit E la limite inductive stricte d’une suste d’espaces évalua-
bles Ey.

St (Ey), est bornologique powr tout ne N, il en est de méme pour E*, muni du
systéme de semi-normes

sup | T(f) |,
feB

ot B parcowrt Uensemble des bornés des différents Ey,.

Soit B P'espace E* muni de ce systéme de semi-normes et soit ® un ensemble
B : 7 *
absolument convexe qui absorbe les bornés de .

11 existe no tel que Ej c ©.

De fait, sinon, pour tout n, on peut trouver T, ¢ ® tel que T,(E,) = 0. La
suite nTy tend vers 0 dans Eg. En effet, pour tout borné B c E;, nTp(B) = 0 dés
que n > 1. C’est absurde, car ® absorbe les bornés, done notamment la suite Ty, et

{nCTp:neN}cCO = Cnegﬁ)C@

deés que n dépasse C.
Soit alors ®, l'ensemble des T, € E;, qui ont un prolongement Te®.

C’est évidemment un ensemble absolument convexe. Il absorbe les bornés B
de (E, );. En effet, un tel borné est équicontinu puisque En est évaluable. Soit
BcC bA Comme la limite inductive est stricte, il existe une semi-norme 7 de E

telle que
Puylh) < (f), Vf€ By

Alors, par le théoreme de Hahn-Banach, tout T, e C by, ., S¢ prolonge par
TeCba. Or, pour ) bien choisi, Ab2 est contenu dans O, d’ou

A
CB bﬁn C@n
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Comme les (Ej), sont bornologiques, ®n contient une semi-boule de (En, Y
il existe un borné de En tel que

{C%GEW sup ICn <e}c .n *)

On a alors

{TeE*: sup | T | <e}c2o,

ce qui établit la proposition. En effet, si T appartient au premier membre, sa restric-
tion Ty & En appartient au premier membre de (*), done & ®n0.

i ex1ste alms T’ €0, tel que Cn = ‘Cn Cela signifie que T'— T est nul
dans En , ce qui entraine

T—Te®et T=70 -+ (T—CT)e20.

ProrostTioN 11. — Soit B la limite inductive stricte d’espaces By évaluables et
& dual (E,); bornologique. Tout borné B de E est dans Uadhérence dans E d’un borné
d’un Ey.

De la, E; est limite projective des (Ey),, et il est bornologique.

Notons Ej l'espace E* muni des semi-normes associées aux bornés des diffé-
rents K.

Pour établir la proposition, il suffit de prouver que lidentité de E; dans Fj
est un opérateur continu. En effet, pour tout borné B de E, il existera alors B,
borné dans un certain E,, tel que ‘

sup | T(f) | < sup | T(f) |, VT e B,
jeB feB,

soit B ¢ BA, ce qui entraine
=5
Bc B‘L)\V = BO %,

si on prend By absolument convexe.

Or, par la proposition précédente, on sait que Eg est bornologique. Il suffit
done que tout borné de Ej soit borné dans Ej. Si # est borné dans Eg, I'ensemble
des restrictions & E,, des fonctionnelles T € & est borné dans (Ey)j;, done eqmcontmu
dans B, Par conséquent, % est équicontinu dans E* et a fortiori borné dans Ej.

8. — Signalons enfin que les théorémes de localisation du chapitre 111 four-
nissent d’autres critéres de bornation dans le cas oll on sait que B est séparé :

— si E est sg-complet et si les B, sont & réseau strict, tout borné de E est con-
tenu dans un K, et y est borné.

— i les B, sont & réseau strict, tout borné absolument convexe et sg-complet de E
est contenu dans un E, et y est borné, tout ensemble trés compact dans E est
contenu dans un E, et y est trés compact, toute suite trés convergente de B
est contenue dans un E, et y est trés convergente.
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