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INTRODUCTION

Dans ce travail, nous avons étudié les Vs de S5 du type général.
Elles possédent donc quatre systémes distincts de courbes asymp-
totiques. O. Rozet a déja considéré le sous-cas des systémes points
de Guichard [* et 5]. Par ailleurs, E. G. Togliatti a analysé les
différents types de V3 de S5 possédant au plus troishsystémes distinets
d’asymptotiques [10]. Par contre, le cas général n’a jamais été traité.

Pour atteindre notre but, nous avons utilisé une méthode
classique en géométrie projective différentielle : caractériser la
variété considérée par un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles. Toutefois, contrairement & ce qui se passe dans le cas de
I'étude des surfaces, on ne peut généralement plus, dans un pro-
bléme & plus de deux paramétres essentiels, choisir comme lignes
de référence des courbes définies géométriquement. Nous avons
donc di contourner cet écueil et ¢’est pourquoi nous avons préféré
utiliser la notion de différentielle, & laquelle nous pouvions conserver
une interprétation géométrique, plutét que celle de dérivée par-
tielle, qui n’en avait plus.

Dans la premiére partie de ce travail, nous définissons tout
d’abord nos notations et rappelons quelques définitions classiques.
Ensuite, nous spécifions la maniére dont nous allons exploiter la
notion de différentielle.

Dans la seconde partie, nous caractérisons projectivement une
Vs de S5 du type général par un systéme (S) d’équations aux déri-
vées partielles. Aprés avoir montré que les éléments de ce systéme
déterminent bien n’importe quelle différentielle du point générateur
de la variété considérée, nous en recherchons les principales condi-

s

tions d’intégrabilité. Ensuite, nous caractérisons, & partir du
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systéme (S), quelques propriétés géométriques importantes des Vs
étudiées. Nous recherchons notamment les conditions pour que la
variété soit réglée, soit un systéme point de Guichard, ait des
courbes planes pour lignes principales, ait un hyperplan bitangent
dépendant de deux paramétres essentiels seulement, ait certains
systémes de courbes définis géométriquement appartenant deux &
deux & un méme systéme de surfaces ; nous donnons également
quelques théorémes généraux qui lient ces différentes propriétés.

A ce stade, il était naturel d’envisager pour ces V3 la notion
classique de transformé de Laplace. En effet, ce concept est toujours
trés riche en renseignements sur les structures des variétés étudiées
et O. Rozet en avait déja déduit des propriétés trés intéressantes
pour les systémes points de Guichard. Malheureusement, une Vs
de S5 du type général ne se laisse pas traiter de la méme maniére
que ces systémes points de Guichard. Nous avons alors dd intro-
duire 1a notion de transformé de la variété par I'intermédiaire d'un
double systéme conjugué de premiére espéce. Cette nouvelle notion
a le grand avantage d’étre trés proche de la notion classique et
d’admettre notamment celle-ci comme cas particulier, sans toutefois
avoir son désavantage : la transformation classique n’existe que
pour quelques cas particuliers, tandis que celle que nous avons

introduite a toujours lieu.

Dans la troisiéme et derniére partie de ce travail, nous définissons
les doubles systémes conjugués de premiére espéce et les trans-
formés de la variété que I’on en déduit. Apreés avoir étudié quelques
propriétés générales de ces doubles systémes conjugués de premiére
espéce, nous sommes amené & considérer principalement ceux dont
le premier systéme de courbes est formé de lignes principales. Cette
étude nous conduit & distinguer, pour chaque systéme de lignes
principales, trois cas fondamentaux. Avant de détailler ces trois cas,
nous donnons quelques considérations générales sur les hyperplans
bitangents de la Vs considérée et nous montrons notamment que
I’étude de la variété décrite par le dual d’un hyperplan bitangent
a des connexions trés étroites avec 1’étude des doubles systemes



conjugués de premiére espece dont le premier systéme de courbes
est le systéme de lignes principales correspondant & I’hyperplan
bitangent considéré. Nous terminons cette troisi¢tme partie par
’étude systématique des trois cas fondamentaux signalés ci-dessus,
en menant de front Pétude des doubles systémes qui y interviennent
et celle de la variété décrite par le dual de I’hyperplan bitangent
correspondant.

Nous tenons & remercier Monsieur le Professeur Rozet qui nous
a proposé ce beau sujet de recherche et qui nous a éclairé de ses
conseils. Nos remerciements vont également & Monsieur le Profes-

seur Jongmans pour ses encouragements.
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CuaPITRE I

DEFINITIONS ET NOTATIONS

1. Points, hyperplans et V3 de Ss.

Dans un espace projectif Ss, nous désignerons par =z, ¥, z2,...,
£, M, ¥,... les points et les hyperplans de coordonnées homogénes
xt, ot 2., Ef it (0 = 0,1,...,5) et nous représenterons par
(&, ) Texpression 52 Eixt, La condition nécessaire et suffisante

=0
d’appartenance d’un point z & un hyperplan £ est done traduite par
(& ) =0.

Par définition, une Vs de S5 est une variété de S; engendrée
par un point =z dont les coordonnées sont des fonctions de trois
parameétres essentiels u, v, w. Dans la suite, nous supposerons
que les coordonnées homogénes x! du point générateur = de la
variété (x) sont des fonctions différentiables autant de fois qu’il
le faudra pour rendre licites les opérations que nous serons amené &
effectuer et nous représenterons par zy, Zv,..., Tuu, Lurse.rr Luuus.--
les points de Sz dont les coordonnées sont respectivement
oxt dxt 02t 0%t dBxt
T ae e Bude "

Un point « de S5 dont les coordonnées sont des fonctions de
trois variables u, v, w décrira donc une Vs de Ss sous la condition
nécessaire et suffisante que les points x, zy, v, % soient linéairement
indépendants pour des valeurs arbitraires de u, v, w. ’

Notons encore que deux points de la variété qui proviennent de
deux ternes différents de u, v, w doivent toujours étre considérés
comme distincts méme §’ils coincident géométriquement.
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2. Systéemes de courbes de la V3 et plan projectif = corres-
pondant.

Les équations

1-1 fl(m;w) = ki,

1-2

Sfoluow) = ke,

ou k; et ke désignent deux parameétres et ol fi et fo sont deux fone-
tions de u, v, w telles que la matrice des dérivées partielles du
premier ordre soit de rang 2, représentent un systéme (C) de courbes
de la V3. A chaque couple de valeurs de k; et k2 correspond une
courbe de ce systéme, engendrée par les points de la V3 qui sont les
images des u, v, w vérifiant les équations (1-1) envisagées.

Un systeme de courbes de la Vs est donc formé par co? courbes

de maniére que par chaque point de la Vs passe en général une et une
seule courbe du systéme.

En particulier, les courbes u données par v = k1 et w = ke
forment un systéme de courbes de la Vz. Il en est de méme des

courbes v et w.
Notons encore que les équations

Du(fife) = ki, (D1, ©2)

, avec —_—

Da(frfz) = ks, (1, f2)

représentent le méme systéme de courbes de la Vs que les équations
(1-1).

Par ailleurs, il est connu qu’sl existe une correspondance biuni-

0

voque entre les systémes (C) de courbes de la V3 et les ternes
(duc, dve, dwe) ot duc, dve, dwe sont des fonctions de w, v, w définies
& un facteur non nul de proportionnalité prés. Cette correspondance
s’établit comme suit. A un systéme (C) de courbes, donné par (1-1)

par exemple, correspond le terne duc, dve, dwe solution de

Srudw 4+ frodv 4 frudw = 0,
Soudu 4 fadv 4 Sfawdw = 0.

A un terne (duc, dvc, dwe) correspond le systéme (C) de courbes

de la V3 caractérisé par deux intégrales premiéres distinctes du
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systéme d’équations différentielles

du dv  dw
duc~ dve  dwo

On peut évidemment interpréter duc, dvc, dwc comme les coor-
données homogénes d’un point do situé dans un plan projectif que
nous appellerons plan . En conséquence, il existe une correspondance
biunivoque entre les systémes de courbes de la Vs et les points du plan
projectif .

Dans la suite, nous utiliserons souvent le langage suivant : si
P(uvw) est un point quelconque de S5 dépendant des trois variables
u, v, w auxquelles est référée la Vs(x), si f(uvw) est une fonction
quelconque de ces variables et si dc = (duc, dve, dwe) est le point
du plan = homologue d’un systéme (C) de courbes de la Vs(z),
dolf) = dof = fuduc + fodvo + fuduw,
do(P) = dcP = Puduc + Pudve + Pudwe
représenteront respectivement ce que nous appellerons les diffé-
rentielles de la fonction f et du point P dans la direction d¢ ou le
long de la courbe C. '

3. Systémes de surfaces de la Vj.
L’équation
1-3 f(uvw) = k,
ol k désigne un paramétre et f une fonction de u, v, w telle quau
moins une de ses dérivées partielles du premier ordre ne soit pas
identiquement nulle, représente un systéme (S) de surfaées de la V3.
Ce systéme (S) peut évidemment étre considéré de différentes
maniéres comme engendré par co! systémes de courbes de la V.
Le lieu des homologues dans n de ces systémes de courbes est la

droite

1-4 fudu + fodv 4+ fudw = 0.
En conséquence, la correspondance entre les systémes de cour-
bes de la V3 et les points du plan = assoeie & un systéme de surfaces

de la V3 une droite du plan .



1-5

1-6

Toutefois, remarquons qu’une droite quelconque
nmdw + nedv + ngdw = 0 du plan = n’est 'homologue d’un systéme
de surfaces de la V3 que sous la condition nécessaire et suffisante
que cette droite représente une différentielle totale exacte (c’est-a-
dire que mdu + nedv + medw soit une différentielle totale exacte
& un facteur non nul de proportionnalité prés).

De ceci, on déduit donc que la correspondance entre les systémes
de courbes de la V3 et les points du plan = indust une correspondance
biunivoque entre les systémes de surfaces de la Vs et les droites du
plan m qui représentent des différentielles totales exactes.

4. Condition nécessaire et suffisante pour que deux systémes
- distincts (C) et (') de courbes de la V3 appartiennent a
un méme systéme de surfaces. ’
Soient respectivement d¢ = (duc, dvc, dwe) et
do = (duc’, dve, dwe’) les homologues dans = de (C) et (C').
La droite de = qui joint ces deux points a pour équation
mdu + nedv + nsdw = 0 o n; est le déterminant, affecté d’un
signe convenable, déduit de la matrice formée par les coordonnées

de dc et d¢’ en y supprimant la i-éme colonne.

La condition cherchée est évidemment que celte droite représente

une différentielle totale exacte et est donnée par

n1(n2w — N3o) -+ Na(N3u — N1w) + M3(n10 — N2u) = 0.

Cette condition s’exprime ainsi par 'intermédiaire des coor-
données tangentielles de la droite. On peut lui donner une forme qui
fait intervenir plus directement les coordonnées de d¢ et d¢’. En
effet, on vérifie assez facilement que (1-3) est équivalent o
do’(duc) — de(duc’) ; duc ; duc
dc’(d?)c) — dc((lvc’) 5 dve 5 dog = 0.
de/ (dwe) — do(dwer) ; dwe ; dwe’

Remarquons immédiatement que si cette condition est vérifiée

pour deux points quelconques et distinots du plan =, elle T'est
également pour deux autres points quelconques de la droite qui

joint les deux premiers et inversement.
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5. Le faisceau (£) d’hyperplans tangents et le faisceau corres-
pondant (I';) de coniques.

L’espace 1-tangent [?] & la Vs(x) en son point générateur est
I’Sg déterminé par les points x, xy, Z», 24, et est 'axe d’un faisceau
linéaire d’hyperplans & qui sont dits tangents & la Vs en son point
générateur.

Ces hyperplans sont déterminés par
(& ®) = (& 2u) = (§ 20) = (&, x4) = 0.

Un & quelconque rencontre la Vg suivant une surface qui a un,

point double en z. Le cbne quadratique tangent correspondant est
caractérisé par

(&, ddx) = (&, zuu)du? + (&, Zop)do? + (&, xww)dw? + 2(8, wyy)dudy

—]— 2(&, zuw)dudw + 2(%, zyyp)dvdw = 0
et est engendré par les ool tangentes & la Vs qui joignent x aux
points xydu + zdv + 2udw dont du, dv, dw vérifient (1-8).

Dans le plan =, (1-8) représente une conique qui, dans la suite
sera désignée par I's. 4 chaque & correspond donc une conique I't
et lorsque & décrit le faiscean (£), T'z engendre généralement un faisceau
(I'z) de coniques.

Notons cependant qu’il peut arriver que toutes ces coniques
coincident ou s’évanouissent. Toutefois, en dehors de ces deux cas
vraiment trés particuliers (le premier a été considéré par
E. G. Togliatti [1°] et le second a lieu si et seulement si la V3 est
entiérement dans un Sz fixe), le faisceau (I'z) contient effectivement
col coniques. II est alors trés aisé de vérifier qu’il existe une corres-
pondance biunivoque entre les hyperplans tangents & et les coniques
I'y du plan ~.

6. Courbes et tangentes asymptotiques, courbes et tangentes
principales, hyperplans bitangents.
Une droite-base du faisceau linéaire de coénes quadratiques
caractérisés par (1-8) est une tangente particuliére & la V3 en son
point générateur, appelée tangente asymptotique & le Vi en x [4]
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1-9
1-10

(E. G. Togliatti [1°] appelle toutefois cette droite tangente prineci-
pale en réservant cependant le nom de courbe asymtotique aux
courbes de la V3 qui admettent en chacun de leurs points une telle
tangente).

Une V3 de S; admet done généralement, en son point généra-
teur, quatre tangentes asymptotiques distinctes. Toutefois, dans
certains cas, il peut y en avoir moins.

Les courbes tangentes en chacun de leurs points & une tangente
asymptotique de la Vs sont appelées les asymptotiques ou courbeg
asymptotiques de la Vi. A chaque tangente asymptotique & la V3 en
son point générateur correspond donc un systéme de courbes asymp-
totiques de la V3.

De méme, une droite qui est double pour un des cénes dégénérés
du faisceau de cOnes caractérisés par (1-8) est une tangente par-
ticuliére & la V3 en son point générateur, appelée tangente prin-
cipale & la Vs en z [4]. Les courbes tangentes en chacun de leurs
points & une tangente principale de la V3 sont appelées les courbes
principales (on dit plus souvent les lignes principales) de la Vs.
A chaque tangente principale a la V3 en son point générateur corres-
pond done un systéme de lignes principales de la Vs.

Les équations différentielles des asymptoviques de la Vi s’obrien-
nent évidemment en considérant le systéme formé par les équations de
deux coniques quelconques mais distinctes de (T'e).

Les équations différentielles des lignes principales s’obtiennent
un peu moins directement : en effet, on doit au préalable déterminer
les coniques dégénérées du faisceau (I'z).

Si &; et &g sont deux & particuliers et distincts, si Fgl et Fgg
sont les I'y respectivement correspondantes, alors & et I's sont du
type.
£ = a1 + Bé,

s = ocf‘gl -+ BI‘zz.

Pour trouver les coniques dégénérées de (I'z) et les hyperplans
dont elles proviennent, il suffit de remplacer, dans (1-9) et (1-10),
a et B par les solutions de I’équation du troisitme degré donnée par
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1-11

1-12

|

—— e,

(€ 2un) s (& 2uw); (& Zuw)
(&, Tuv) (& ww); (€ apw) | =0
(& 2uw); (B 2ow); (& Tww)
ou I'on doit exprimer £ sous la forme (1-9).
Si n est un & particulier tel que I', dégéneére, les équations

différentielles du (ou des) systéme(s) de lignes principales corres-
pondant(s) & cet hyperplan pewvent sécrire

(n? xuu)du + (7]7 xm})dv + (7}; xuw)dw = 07
(0, Zuo)du + (7, Tow)dv + (0, Toy)dw = 0,
(0, Tuw)d + (0, Tow)dv + (0, Tww)dw = 0.

De plus, un hyperplan tel que v est appelé hyperplan bitangent
a la V3 en son point générateur (M. M. Fubini et Cech [2] appellent
semblablement, dans le Ch. 11 du tome 2, complexe linéaire bitan-
gent ce qui correspond & cette notion d’hyperplan bitangent dans
la correpondance qui existe entre les complexes de droites de Sz et
les V3 d’'une hyperquadrique de Ss). '

D’aprés ce qui précéde, ces hyperplans sont donnés sous la
forme (1-9) par Vintermédiaire des racines de (1-11) et sont donc
généralement aw nombre de trois.

7. Correspondance Q.

Soient (C) et (C') deux systémes de courbes de la Vs et soient
respectivement d¢ et d¢ leurs images dans w. Si les polaires de do
par rapport aux Iz passent toutes par dc, les polaires de d¢’ par
rapport aux Fg passent alors par de¢. En effet, il est connu que la
polaire d’un point d’une droite par rapport & une conique passe par
le pole de cette droite.

Lorsque les polaires de dc por rapport aux Tz passent toutes
par de, nous dirons, dans la suite, que les systémes de courbes (C)
et (C') ainsi que leurs images dans © sont homologues dans la corres-
pondance Q.

Notons qu’a un point quelconque du plan = correspond tou-
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1-13

jours par Q au moins un autre point du plan = et généralement un
seul. Toutefois, les homologues par Q de certains points particuliers
du plan = forment parfois une droite. Ce cas arrive notamment
lorsque 1’on cherche les homologues par Q d’un point double pour
une conique de (I';) : les polaires sont alors confondues.

De plus, on vérifie trés facilement que la condition nécessaire
et suffisante pour que deux points do et dor de © soient homologues
dans Q. est que les coordonnées de ces points vérifient, quel que soit &,
Iéquation
(&, xuu)ducduc/ + (&, zw)dvcdve + (&, xww)dwcdwo' -+
(&, Zuv)(ducdve +ducdve) + (£, 2y w)(ducdwe +ducdwe) +
(&, zow)(dvodwe'+dverdwe) = 0.

8. Premiére classification des Vs de Ss.

Les différentes possibililités que I’on peut rencontrer pour le
faisceau (I'z) permettent déja de donner la classification suivante
des V3 de Ss. '

A. Toutes les I'; coincident avec une méme conique ;

B. le faisceau (I'z) contient effectivement ool coniques, mais elles

sont toutes dégénérées ;

C. le faisceau (I'z) posséde un seul point-base propre qui compte
pour quatre (les coniques se coupent en quatre points successifs),
il ne contient done qu’une seule conique dégénérée qui est com-

posée ici de deux droites confondues ;

D. le faisceau (I':) posséde deux points-base propres dont un
compte pour trois (les coniques se coupent en trois points
successifs) tandis que autre ne compte que pour un, il ne con-
tient done qu’une seule conique dégénérée qui est composée ici
de deux droites distinctes ;

E. le faisceaun (I'z) posséde deux points-base propres qui comptent
chacun pour deux (les coniques ont méme tangente en ces
points), il contient done deux coniques dégénérées : une en deux
droites distinctes, I'autre en deux droites confondues ;

20



F. le faisceau (I';) posséde trois points-base propres dont un
compte pour deux (les coniques ont méme tangente en ce point)
tandis que les deux autres comptent chacun pour un, il contient
donc deux coniques dégénérées qui sont composées chacune de
deux droites distinctes ;

G. le faisceau (I';) posséde quatre points-base propres qui comptent
chacun pour un, il contient donc trois coniques dégénérées qui
sont composées chacune de deux droites distinctes.

Comme E. G. Togliatti [1°], nous appellerons les Vs de S5 du
type C, D, E, F respectivement des Vs du type (4), (3,1), (2,2),
(2,1,1). Par analogie, une V3 du type G sera dite du type (1,1,1,1).

Les cas A, B, C, D, E et F ont déja été considéré par E. G. To-
ghiatti [10]. Cet auteur a donc laissé de c6té le cas G qui est le cas
général. Par ailleurs, O. Rozet [4] a étudié, en plus de certaines V3
du type F, les systémes points de Guichard qui sont des V3 parti-
culieres du type G. ;

Dans la suite de ce travail, nous étudierons, en toute généralité,
les Vs du type G.
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1-14

CrariTRE 1T

COORDONNEES ABSOLUES ET RELATIVES DANS II ;
DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES

1. Bases du plan = et de la V3, base primaire, bases de
référence. ,

Soient (Ry1), (Rz) et (Rs) trois systémes quelconques de courbes
de la V3, soumis toutefois & la condition que leurs images de, dRz’
dRs dans 7 soient linéairement indépendantes. Dans la suite, nous
dirons qu’un tel ensemble de trois systémes de courbes forme une
base de la V3 et que ’ensemble de leurs images dans = forme la base
correspondante du plan .

Il existe évidemment de trés nombreuses bases sur une Vs
de Ss. En particulier, les systémes de courbes constitués par les
courbes u, v et w en forment une, dont la base correspondante dans
le plan = est donnée par les sommets (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) du
triangle de référence de . Dans la suite, nous I'appellerons la base
primaire.

De plus, on appellera base de référence une base quelconque de
la V3 ou du plan = susceptible de devenir la base primaire aprés un
changement de variables du type.

W = w(uow),
o(u', v', w)

v = v'(uvw), avec ————~ #£0.
ou,v,w

w' = w'(uvw)

Notons que I'on vérifie trés facilement que la condition néces-
saire et suffisante pour qu’une base quelconque de la Vs soit de référence
est que les systémes de courbes qui la constituent appartiennent deux
a deux & des systémes de surfaces de la V.
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1-15

1-16

1-17

1-18

1-19

Comme nous I’avons déja signalé dans I'introduction, une base
d’une surface est toujours une base de référence dans le sens de
la terminologie introduite ci-dessus. Le théoréme (1-14) montre que
cela n’est plus vrai pour une Vs. Dans la suite, nous contournerons
les difficultés introduites par cette situation en utilisant la notion
de différentielle et celle de coordonnées relatives qui en découle. |

2. Coordonnées absolues et relatives.

Désignons par (R;) (¢ = 1,2,3) les systémes de courbes d’une
base quelconque de la V3 et par d; = (dus, dv;, dw;) leurs images
dans 7. Si P(uvw) est un point quelconque de S5 (ou une fonction
arbitraire) dépendant des trois variables auxquelles est référée la
Vs(x), on a par définition
diP = Pudu; + Pudv; + Poudw; (i = 1,2,3).

On en déduit les formules inverses

uw = adiP + oadeP + agdsP,

| Py = BidhP + BadoP + PudsP,

Py = cadiP -+ codoP + e3dsP,
ol ay, B; et g (¢ = 1,2,3) sont respectivement obtenus en divisant

les cofacteurs de du;, dv; et dw; dans

duy ; dv; s dwy

{ A =| dug; dvs; dws | parlavaleur de ce déterminant.

dus ; dvs ; dws

Considérons maintenant un systéme quelconque (C) de courbes
de la V3. Désignons par d¢ = (duc, dvg, dwe) son image dans = et
posons
bic = oyduc + Bidve + sdwe (3 = 1,2,3).

Nous avons évidemment les formules inverses
duc = ticdwy + tacdus + facdus,
dve = ticdvr + tecdva + fzodvs,
dwe = ticdw: + tecdws + tacdws.

Les équations (1-15), (1-16) et (1-17) donnent directement
dcP = Puduc + Pudve + Pudwe = ticdiP 4 tecdoP -+ t3cdsP.
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1-20

1-21

1-22

1-23

Dans la suite, duc, dve, dwe seront appelées les coordonnées
absolues du point do de = et du systéme (C) de la V3 tandis que
tic, tac, tsc en seromt appelées les coordomnées relatives o la base
dy, do, ds, ou plus simplement les coordonnées relatives lorsqu’il w'y
pas &’ ambiguité.

Les formules (1-17) et (1-18) permettent de passer d’un sys-
téme de coordonnées & l’autre. Les coordonnées relatives et la
seconde forme de (1-19) permettent de décomposer la différentielle
dans la direction d¢ en une combinaison linéaire des différentielles
dans trois directions arbitrairement choisies.

3. Différentielles successives.

En plus des notations introduites au numéro précédent,
considérons n systémes quelconques, (C1), (Cz), ... (Cs), de courbes
de la V3(x). Nous représenterons respectivement par duc;, dvo,, dwc,
et fic;, tac;, t3c; les coordonnées absolues et relatives de dc,, image
de (C;) dans = (2 = 1,2...n).

D’aprés ce qui préceéde, dc,P est un nouveau point de Ss (ou une
nouvelle fonction) dépendant de u, v, w. On peut done différentier
dc,P dans la direction dc,, k égal ou non & . On. obtient ainsi
dcy(dc;P), qu'on représentera généralement par doydc,P.

On définit semblablement dcdc, P, qui est généralement
distinet du précédent. k

De (1-16) et de ces définitions, on déduit facilement que
doydo P = doy # doP + (1;Cx, C)diP + (2;Ck, Ci)deP + (3;Cr, Ci)dsP,
ou lon a posé
(4:Cr, Ci) = ajdoy(duc,) + Pidoy(dve;) + eideg(dwe,) (5 = 1,2,3),
dey, = do,P = duoidck(]?u) e dUCide(Pv) + dwe,doy (P w).

Si 'on remarque que _
d(,'k * dciP = dci % dckP = d’wokd:ci(]?u) -+ dv(}kd(‘i(Pq)) —+ dwckdcd(P w)s

on déduit immédiatement de (1-20) que

3
doydo,P — dodoP = Zd,-‘]?[( :Ce, i) — (j:Cu, Ci)l.
=1
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1-24

1-25

Evidemment, les systémes (R1), (Re), (Rs) peuvent se trouver
parmi les n systémes de courbes (C1), (Cz),...(C»). Dans la suite,
chaque fois que (C;) coincidera avec (Ry), on n’écrira pas le R dans
les expressions ci-dessus, tandis que I'indice m sera conservé. C’est
ainsi que l'on rencontrera fréquemment les symboles d;« diP,
didc, P, (452, k), (5;Ci, k) ete.

En plus des différentielles secondes, on peut considérer les
différentielles troisiémes dc,dodoP et dc,(do, = de,P) qui sont
respectivement les différentielles premiéres de do,dc,P et dcg = doP
dans la direction dc,,. De méme, on peut également introduire des
différentielles quatriémes, cinquiemes, etc.
~ Puisque la relation (1-23) est valable quel que soit P, elle est
également valable pour une différentielle quelconque de P. On
obtient notamment ainsi

3
doydode, P — dedoyey P = > dycy PIG:Cx 0000l
=1
Les équations (1-23) et celles du type de (1-24) sont trés impor-
tantes. En effet, elles joueront, pour ce calcul différentiel, exacte-
ment le méme rdle que le théoréme d’interversion des dérivations

dans le cas des dérivées partielles successives.

4. Quelques formules utiles pour la suite.
Avec les notations et les relations introduites dans les numéros
- précédents, on vérifie assez facilement que 'on a
‘ 3 3
de(dug) = Z(k;Ci,j)duk L del) + zak(j;c,-,k) —0;
k=1

k=1

3 3
de,(dvy) = zw;ci,j)dvk L de(s) + Zw;ci,k) —0;
k=1 k=1
3

3

de,(dwy) = Z(k;ci,j)dwk D o) + Zew;ci,k) —0;
k=1 k=1 ‘

(1;C1,5) + dugde,(on) + dvido,(Bn) + dwidc(en) = 0, n,j = 1,2,3;

de, quelconque.

s
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De ces équations, on déduit

do(o)dcy(dun) + dCi(ﬁf)de(d”n) + dCi(sf)d%(dwn) +

3
Z(j;ci,mm;ck,n) —o,
m=1

1-26 3
Ao (:Cm)] — doyl (j:Cum)] = Z{ (i) (m;Ci,C)—(m;Ci, C1)]
m=1
| + (5:Cm) (m;Ci,n) — (§;Cs,m) (m;C,n)},
n,j = 1,2,3 ; do,, do;, quelconques.
Par ailleurs, (1-18), (1-20) et (1-21) entrainent
3
| dcid(}k . = Ztncitmckdnde + de tncidn(tm()k),
mn=1
3
1-27 \ d(ji * deP == Ztm(}itnckdm & an,
' mm=1

3
(5:Ci,Cr) = do,(tsep) + Ztmcitnck(j;mm)-
: myn=1
Les formules (1-27) seront trés utiles dans la suite, car elles font
directement intervenir les coordonnées relatives.
De plus, on démontre facilement que la condition (1-6) est

équivalente a
1-28 | (4;0',0) — (5:0,0") ; tic; tir | = 0,
ol le premier membre est un déterminant dont on n’a écrit que la
t-¢me ligne (¢ = 1,2,3) et ol #1c, tac, t3c et tic, tac’, £y sont respec-
tivement les coordonnées relatives de (C) et (C').
Finalement, (1-27) et (1-7) montrent que I’équation de la coni-

que I'ts peut se mettre sous la forme
3

1-29 (£,ddz) = Ziitk(z,didkx) =0,

k=1
ol ¢y, f2, 3 sont les coordonnées courantes relatives & dy, da, ds.
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5. Les expressions 71, %3, #3.
Par Vintermédiaire de la premiére équation de (1-21), nous °
avons introduit les 29 expressions (4;5,k) qui dépendent uniquement
de la base di, da, d3 considérée.
Les trois combinaisons linéaires
F1=(1;3,2) — (1;2,3), F2 = (2;1,3) —(23,1),
Fs = (3;2,1) — (3;1,2),

joueront un role privilégié. En effet, compte tenu de (1-28), on

1—303

voit que

(d;-dx) de = représente ume différentielle totale exacte (ky.j = 1,2,3,
mais ¢ £ k £ J).

De ce théoréme découle immédiatement le corollaire

Fi=0 est la condition nécessaire et suffisante pour que la droite
1 31§

F1=F> = F3 =0 est la condition nécessaire et suffisante pour que

1-32
la base dy, de, d3 soit de référence.

Notons encore que si, dans les équations (1-26), on remplace C
par R, on obtient une série d’équations desquelles on déduit notam-
ment (i = 1,2,3; lorsque 4 =1, k= 2 et j = 3; lorsque ¢ = 2,
k=38etj=1;lorsque ¢ =3,k =1etj=2)

di(/z) + dk[ 7’ ?”.7 ( ,.7 ?’)] + d}'[("’ k Ib) —(4; %k)] +
fi[ k:kﬂ' _(k’%k) :.7””) (.797”.7)] ‘|’
[(558.5)—(6s5:0) 1 [(G3 k) —(J5k:5)] +

[(5F,8)—(530,8)] [(Bs,§)—(ksj k)] = 0.
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DruxiimMe PARTIE

QUELQUES FONDEMENTS DE LA THEORIE DES
Vs DE 8s DU TYPE (1,1,1,1)



2-1

2-3

CuapriTrE I

SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
ASSOCIE A UNE V; DE §; DU TYPE (1,1,1,1)

1. Recherche du systéme.

Nous avons déja signalé qu’une V3 de Ss du type (1,1,1,1)
posseéde quatre systémes distinets d’asymptotiques, trois systémes
distincts de lignes principales et trois hyperplans bitangents
distinets.

Comme dans la premiére partie, nous désignerons par z(uvw)
le point générateur de Ja V3 et par £ un hyperplan quelconque du
faisceau (£) d’hyperplans tangents & la V3 en ce point. En outre,
nous pourrons évidemment choisir les systémes de lignes principales
de la V3 pour jouer les roles des systémes (Rq), (Re), (Rs) introduits
dans le second chapitre de la premiére partie. Le point d;(s = 1,2,3),
image dans  du systéme de lignes principales (R;), sera donc le
point double d’une conique I'; provenant d’un £ particulier qui
sera désigné par 7; et qui est donc I’hyperplan bitangent corres-
pondant & (Ry). ‘

Les équations (1-12) et (1-21) donnent immédiatement
(i, di x diz) = 0 (ki = 1,2,3).

Par ailleurs, (1-7) et (1-20) entrainent
(E.,dzdkx) = (E,dkd@x) = (&,dz* dk%) (7/,.76 = 1,2,3).

En conséquence, (1-9) et (1-22) montrent que les équations (2-1)
sont équivalentes &

(E.di % dgz) = 0 (3, = 1,2,3, mais ¢ £ k),

N (nedidiz) = 0 (5 = 1,2,3).
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2-4

2-5

T el

2-6

De plus, puisque ds, qui est le point double de I, , ne peut pas
&tre un point-base de (I'z), on a

(&,didsx) £ 0 sauf lorsque & coincide avec v; (1 = 1,2,3).

Ces équations (2-3) et (2-4) permettent de démontrer que les
points z,dyx,dsx,dsx ,did s dpdpx(i,k = 1,2,3, mais ¢ 7% k) sont linéaire-
ment indépendants et qu’il existe toujours des fonctions aq,bs.e:fi,
ki (1 = 1,2,8), a,b.e,f de u,v,w telles que L'on ait

dy % dox = azx + badix + esdox -+ Jadaz,
d1 % dsx = asx + badix + esdox + fodsx,
do % dsx = a1z + bidix + eidox + frdaz,
kididix + kedadex + ksdsdse = ax + bdix + edox -+ fdsz,

avec ]Clk'gks i 0.

Le systéme (2-5) et la condition (2-6) constituent le systéme
(S) signalé dans l'introduction. Avant de ’exploiter pour étudier
les V3 considérées, nous rechercherons ses principales conditions
d’intégrabilité et nous donnerons la méthode pour trouver toutes
les différentielles troisiémes de « (ce qui est suffisant pour déterminer
toutes les différentielles) que ’on peut former & partir des directions
dy, ds, ds. )

2. Méthode pour obtenir ces différentielles troisiémes.

On déduit directement de (1-20) et des trois premisres de (2-5)
les différentielles secondes didrx (1, k = 1,2,3, mais i £ k).

En différentiant ces expressions dans les directions dy, do,ds et
en tenant compte de leurs valeurs, on obtient finalement les diffé-
rentielles troisitmes du type djdidgx (4,7, k = 1,2,3, mais ¢ %= k)
sous la forme d’une combinaison linéaire des points z, dix, dox,
dsx, didyx, dedox, dadsz. 11 suffit maintenant de considérer la der-
niére de (2-5) pour pouvoir donner ces différentielles troisiemes sous
la forme d’une combinaison linéaire des points d’une base de Ss.

Remarquons toutefois que cette derniére étape détruit la
symétrie entre les indices 4, k,j et qu’en conséquence, nous ne

Penvisagerons que lorsqu’elle sera vraiment nécessaire.
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2-7

Pour déterminer toutes les différentielles cherchées, il ne reste
plus qu’a rechercher celles du type dididix (3, k = 1,2,3). A

Si, dans (1-24), on remplace C; par Ry, C; ét Cy, par Ry, P par 2,
on obtient six équations qui déterminent les six différentielles
dididix (3, &k = 1,2,3, mais ¢ £ k) en fonction d’éléments déja
trouvés. Pour obtenir les trois derniéres différentielles didid;z, il
suffit maintenant de différentier la derniére équation de (2-5) en
ayant égard aux expressions déja connues.

Nous avons ainsi donné la méthode pour trouver, & partir du
systéme (2-5), toutes les différentielles troisiémes cherchées. Nous
ne recopierons cependant pas les valeurs ainsi trouvées, car les
calculs pour les obtenir sont trés simples bien qu’un peu fastidieux.

Notons toutefois que nous ferons une exception pour les diffé-
rentielles d;d;d;x qui sont les plus fastidieuses & obtenir. Nous avons
ainsi - ;
kidididiz = Sindidix + Sizadadar + Sissdadsz + Siw + Sudiw +

Sisdsr 4 Sisdsz (1 = 1,2,3), '

| ol nous avons pose

Si11 = —da(k1) + b, Sase = —da(ke) + ¢, Ss33 = —ds(ks) + f,

Siae = —da (k) — koles+2(2;1,2)—(2;2,1)],

Siss = —du(ks) — ksl f2-+2(3;1,3)—(3;3,1)],

Se11 = —da(k1) — ka[b3+2(1;2,1)—(1;1,2)],

Sass = —da(ks) — ks[f1+2(3;2,3)—(3;3,2)],

Ssur = —ds(lr) — ki[ba+2(1;3,1)—(1;1,3)],

Ssae = —ds(k2) — kale1+2(2;3,2)—(2;2,3)],

et des valeurs que nous ne transcrirons pas pour les autres coeffi-

cients.

3. Remarques sur la symétrie entre les indices 1,2,3.

Au début de ce chapitre, nous avons donné arbitrairement un
numéro d’ordre & chaque systéme de lignes principales de la Vs. Or,
puisqu il y a six permutations de trois objets, il y a six maniéres
possibles dé faire cette numérotation. Nous avons choisi au départ
uné de ces manidres, mais il est toutefois bon de tenir compte des
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2-8

autres. En effet, les systémes de lignes principales de la V3 jouent
des roles symétriques sur celle-ci et, tant que I’on ne fait pas d’hypo-
théses qui détruisent cette symétrie, chaque équation ou propriété
obtenue dans une numérotation doit, en conséquence, avoir une
équation ou propriété analogue dans les autres numérotations.
Cette remarque est trés utile, car elle permet de dissocier des
problémes fondamentalement distincts et elle permet aussi, soit de
vérifier les calculs, soit de trouver directement de nouveaux résul-
tats & partir de ceux que 'on connait déja.

Dans nos notations, on peut résumer les six permutations
possibles par le tableau suivant

1,2, 3, b,¢e, f, kan JF H M # N o 8
2,8 1, e f, b kan JF H# M, # N, o 8
3, 1,2 f be kanw, JF H# M, # N, o8, ..
2,1,3,¢%b, fka v, —f —# —M, —»#, —N, —p, S, ...

3 eee

'

Dans la suite, ce tableau sera utilisé de la maniére suivante.
Pour passer, par exemple, de la numérotation 1,2,3 4 la numsrota-
tion 3,2,1, il suffit, dans le tableau, de passer de la deuxiéme ligne
4 la quatriéme. On voit ainsi que es devient e, fo devient bs, £1 -
devient — #3, #s devient —#s, (1;2,3) devient (3;2,1), Se11 devient
Saasz, ete.

Remarquons que nous avons déja introduit, dans ce tableau,
des notations qui ne seront définies que dans la suite.

4. Les principales conditions d’intégrabilité du systéeme (2-5).

Si ’'on remplace, dans (1-24), (Cx) par (Rg), (C:) par (Rs), (Cm)
par (R;), P par z et si ’on tient compte des valeurs des différentielles
troisiémes et secondes trouvées au numéro deux de ce chapitre,
on obtient 27 équations de liaison entre les points z, diz, dox, dsx,
didiz, dadox, dadsx. Puisque les quatre premiers de ces points et
deux quelconques des trois derniers forment une base de Sj, ces
équations doivent se réduire, & un facteur de proportionnalité prés,
& la derniere de (2-5) & moins, évidemment, que ’équation considérée
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ait tous ses coefficients nuls. Nous obtenons ainsi, pour chaque
équation qui ne s’évanouit pas, six conditions d’intégrabilité du
systeme (2-5).

Puisque les équations (1-24) s’évanouissent dés que i = k,
puisque changer i en k revient & multiplier (1-24) par —1 et puisque
six de ces équations ont déja été utilisées pour calculer les différen-
tielles didid;x, on constate finalement que, parmi ces 27 équations
du départ, il n’en reste plus que trois linéairement indépendantes.

Nous obtenons ainsi les 18 conditions d’intégrabilité suivantes

I s id

b=k T (123 = —-klk_: — (1;3,2),
eg = kz% —(2;3,1) = ——]{:2%— (2;1,3),
1
fs = ks{:f —(3:12) = —kaékill —(3;2,1);
do(@s) — dalas) — ad#y + as[bat(1;3 1)+(2;3,2)—(2:2,3)] —
aé[bs+(l;2,l)+(3;2,3)%(3:3,2)] = —% a,
’ 1
dafba+(1;3,1)] — ds[bs+(1;2,1)] + [Bs+(1;2,1)] [(2:3,2)—(2:2,8)] +
k
[ba-t(133,1)] [(3;3,2)-—(3;2,3)] + ‘—% [fo+(3;3,1)] +
29 ¢ zcl—,:{z[es—k (2;2,1)] = -—% b,
2 1
dafbs+ (1;1,2)] + dl[klf 2] — t — [ (151,2)] [er 4 (2:3.2)] —
s
k
Hobs+(151,3)] — ‘%[33*‘2?1’2’“3?1’3) ----- (8:3,1)] = -ff b,
d{’?l,;ff] Aot (151,3)] 4 @ + [ba+ (LLL3)] [k (3:2.3)] —
3
k )
Ho[bs+(151,2)] — is[fer(3;1,3)+(2;1,2)-—(2;2,1)] = —{—Z— :

et 8 autres équations qui se déduisent des 4 précédentes en passant
dans le tableau (2-8) de la premiére ligne & la seconde et de la

premiére ligne & la troisiéme.
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Dans ces équations, #; a été défini par (1-30) et nous avons
posé :
H1 = e3+(2;2,1)—fo—(3;3,1), H2 = fi+(3;3,2)—bs—(1;1,2),
Hs = ba-+(1;1,3)—e1 —(2;2,3).

2-10

Les trois premiéres équations de (2-9) entrainent notamment

2-11 é+gf+&= 0.

ki ks ks

Ces équations (2-9) constituent toutes les conditions d’inté-
grabilité du systéme (2-5) qui proviennent des valeurs des différen-
tielles troisiémes. On pourrait encore en déduire d’autres & 1'aide
des différentielles quatriémes mais, trés souvent, elles ne seront
que des conséquences de celles déja trouvées. Toutefois, si 1’on
remplace, dans (1-24), (Cx) par (Rg), (Cs) et (Cp) par (Rs) et P par
dix(i, k = 1,2,3, mais ¢ s£k), on obtient 6 équations dont on tire
finalement 6 équations de liaison entre les points z, diz, dow, dsz,
didix dodox, dsdsx. Chacune de ces équations va encore donner
6 conditions d’intégrabilité du systéme (2-5). Parmi celles-ci, nous ne
retiendrons que celles qui proviennent des coefficients de didiz,
dzdzd:; dadsx. Nous ne retenons done que 12 de ces conditions d’inté-
grabilité. Par ailleurs, en tenant compte de (2-9), nous pouvons
constater que ces équations en contiennent 6 qui sont des conséquen-
ces des 6 autres. Il reste ainsi les 6 conditions d’intégrabilité suivantes

S S
do( 1) — M Mr+(121)—(L1,2)] + 2 + e =0,

k' (k)2
da(etty) + MM (131, 3)—(153,1)] — 22 D

2-12/ ks 7 (ks)?

et 4 autres équations déduites des 2 précédentes en passant dans
le tableau (2-8) de la premiére ligne & la seconde et de la premiére
ligne & la troisiéme.

Dans ces équations, nous avons posé

S22 Sizz  ,  Saszs Sann Ss11 Saa
213 My = DB DB g, DB B S S
Y kT T Tl T Tl ke
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2-14

2-16

2-17

Cuarrtre 1T

QUELQUES CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES
FONDAMENTALES SUR LES V; DE S; DU TYPE (1,1,1,1)

1. Le faisceau (&) et le faisceau correspondant (I';).

Un £ quelconque vérifie toujours (1-7). En particulier, ’hyper-
plan bitangent v; (¢ = 1,2,3) vérifie (1-7) et la derniére de (2-3) et
est donc déterminé par
(e, &) = (s, dpx) = (n, dide) = 0 (5, k = 1,2,3).

Ces équations et la derniére de (2-5) permettent de conclure
qu’il existe des fonctions p1, ps, ps de u, v, w telles que ’on ait

(1, dada) = p1ks, (mu, dadsx) = — piks ;
(2, dadsx) = pok1, (e, didiw) = — poks ;
(03, dadaz) = pskz, (s, dedsz) = — pgk ;

avec pipap3 7~ 0.

Par ailleurs, on vérifie facilement que

4 =0.
Pi
i=1
Si 'on désigne par ¢y, £, t3 les coordonnées courantes relatives
& dy, ds, ds, on trouve, en tenant compte de (1-29) et (2-5), qu’une
conique quelconque du faisceau (I'e) a une équation du type
3

z (&, dudiz)? = 0.

=1
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En particulier,
', a pour équation kstz — kot = 0,
2-18 Ty a pour équation —kst? + kifs = 0,
I, a pour équation kot? — kyt2 = 0.
De ceci, on déduit immédiatement que les points-base du
faisceau (I':) coincident géom.étriquement avec les points

P - (\/z;, \/k_Zy \/70; == (__\/EQ \/_IC;, \/70:3),
2._19 R’ = (\/7617 ’\/k29 V: S == (\/E: \/E> e \/k_3)’
ott les coordonnées sont des coordonnées relatives & dy, dz, ds.

Remarquons encore qu’en utilisant ces mémes coordonnées,
les points di, ds, ds coincident respectivement avec les points
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Avec ce qui précéde, nous avons déterminé tous les éléments

fondamentaux des faisceaux (&) et (I'z).

2. Quelques expressmns associées geometrlquement ala Vs.
Par l'intermédiaire du faisceau (Tz), nous trouvons dlrecte-
ment 9 droites du plan = associées géométriquement & la Vs :
3 droites qui joignent dy, da, d3 et les 6 droites qui forment les coni—
ques dégénérées. 11 est donc intéressant de rechercher, pour chacune
de ces droites, la condition nécessaire et suffisante pour qu’elle
représente une différentielle totale exacte. En tenant compte de
(1-27), (1-28), (1-30), (1-31) et de la remarque située en dessous de

(1-6), on trouve que les conditions cherchées sont

Fi = 0 pour la droite (dm-ds) (¢, m,j = 1,23, mais ¢ % m #j),

2.90. %, = 0 pour la droite (d1-P), &1 = 0 pour la droite (d1-R),
P2 = 0 pour la droite (d2-P), S5 = 0 pour la droite (d2-Q),
PR3 = 0 pour la droite (ds-P), #3 = 0 pour la droite (d3-Q),
ot #; a été défini par (1-30) et ol 'on a posé

Fi 1 Fi 1
T R Aoy/ i s TRV N

(¢, m,j = 1,2,3, mais © = m %)
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|

2-22

avec

. B k3\ 7T
M; =d; log<3> + 2(2;2,1) — 2(2;1,2) + 2(3;1,3) — 2(3;3,1),

o k1\ T

, T (ka\T]
Mz =ds ]og<£) + 2(1;1,3) — 2(1;3,1) + 2(2;3,2) — 2(2;2,3).

De ceci et des relations (2-6) et (2-11), on déduit notamment
les théorémes suivants.

a) La condition nécessaire et suffisante powr que les trois drostes
(da-ds), (dr-ds), (do-ds) représentent simultanément des différentielles
totales exactes est que deux quelconques de ces droites représentent des
différentielles tot@les exactes. |

b) La condition nécessaire et suffisante pour que les trois droites
déterminées par Ty e (dp-dy) G,b,§ = 1,2,3, mais © £k #£7)
représentent simultanément des différentielles totales exactes est que

| deux quelconques de ces droites représentent des différentielles totales

2-23

exactes.

3. Systemes points de Guichard.

C. Guichard [3] appelle systéme point d’un espace linéaire
quelconque la variété engendrée par un point fonction de 3 variables
essentielles de maniére que ce point décrive un réseau dés qu’une
quelconque de ces variables reste fixe.

De la seconde partie du travail de O. Rozet [4], on déduit facile-
ment qu'une Vs de S5 du type (1,1,1,1) sera un systéme point de
Guichard sous la condition nécessaire et suffisante que ses trois
systémes de lignes principales forment une base de référence.

En tenant compte de (1-32), (2-6) et (2-11), on trouve done que
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une Vs de S5 du type
(1,1,1,1) soit un systéme point de Guichard est que deux des expressions
F1, F2, 3 soient identiquement nulles, la troisiéme Uétant alors auto-

matiquement.
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Si cette condition est vérifie, on peut supposer en toute géné-
ralité que les lignes u, v, w de la V3 coincident respectivement, aprés
un éventuel changement de variables, avec les lignes principales
Ri, R, Rs. Cela entraine que diz, dex, dsx deviennent respective-
ment y, Ty, Ty, que di, d2, d3 ont respectivement comme coordon-
nées absolues (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) et qu’en conséquénce (3:5,k) = 0
(i,j,k = 1,2,3). Dans ces hypothéses et compte tenu des conditions
d’intégrabilité (2-9), le systéme (2-5) devient exactement (aux
notations pres) le systéme (I') de O. Rozet [4].

4. Convention.

Soit ¢ un hyperplan quelconque de Ss. Comme nous I'avons
signalé au numéro 1 du chapitre 1 de la premiére partie, les
coordonnées tangentielles de cet hyperplan sont désignées par
Ci(e = 0,1...,5). En vertu du principe de dualité bien connu qui
existe dans un espace projectif, nous pouvons également considérer
les ¢¢ comme les coordonnées projectives d’un point de Ss. Pour
distinguer ce point de I’hyperplan ¢, nous le désignerons dans la
suite par ¢. De méme, si P est un point quelconque de S5, nous
désignerons par P I’hyperplan de Ss qui a les mémes coordonnées
~ que le point P. Notons toutefois que nous n’indiquerons générale-
ment pas le signe ° dans les équations, car il n’y change rien. C'est
uniquement dans le texte que ce signe interviendra pour permettre
de distinguer le point P de ’hyperplan P.

5. Quelques premieéres considérations géométriques relatives
aux hyperplans bitangents.

Les équations (2-14) déterminent les coordonnées de v; & un
facteur non nul de proportionnalité prés. Ces coordonnées sont done
des fonctions de u, v, w et, lorsque x décrit la Vs, n; décrit générale-
ment une famille d’hyperplans & trois parameétres essentiels.

Comme le langage des variétés de points est mieux connu que
celui des variétés d’hyperplans, nous parlerons le plus souvent de
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la variété décrite par le point ¥, quitte & prendre I'interprétation
duale des résultats si cela devient nécessaire.

Le point %; décrit donc généralement une Vs de Ss. Toutefois,
sous certaines conditions, ce point peut décrire une variété & moins
de trois indéterminés.

En tenant compte de (2-5), (2-6), (2-7), (2-14), (2-15) et des
équations que l'on déduit de (2-14) par différentiation, on trouve

(d}g‘!)qj, d}g%’) = - (’Y)i, d]‘;kkx) # 0 (?/,k = 1,2,3, mais ¢ # k),
(dyms, dpx) = 0 (4,5,k = 1,2,3, mais j 7% k et ¢ quelconque),
2-25( - pikikn

(M6, dididix) = — (dins, ddix) =

Mi(i,5,m = 1,2,3,. mais

(2

i #j # ).

A P'aide de ces équations, on démontre facilement que la condi-
tion mécessaire et suffisante pour que v; engendre, lorsque u, v, w
varient, une variété o deux paramétres essentiels au plus est que M ;
soit nul (i = 1,2,3). Par ailleurs, lorsque M; = 0, (1) se réduit tou-
jours & ume surface sams jamais se réduire & une variété & moins de
deux indéterminés (courbe ou point).

6. Une seconde interprétation géométrique de .#; = 0.
Comme on le sait, ’hyperplan bitangent ; est 1ié géométrique-
ment par sa définition au systéme (R;) de lignes principales de la
Vs. Il serait done intéressant de connaitre pour (R;) les conséquences
de Thypothése .#; = 0. '
Par l'intermédiaire de la derniére de (2-5) et des équations
(2-7), (2-12) et (2-13), on voit immédiatement que .#; = 0 entraine
que le point didid;x peut s’exprimer sous la forme d’une com-

binaison linéaire des points z, dix, did:x et inversement.

On a donc le théoréme suivant

la condition nécessaire et suffisante pour que toutes les lignes principales
996 R sotent planes est que My soit nul (1 = 1,2,3) ou, ce qui est équiva-
(lent, que le point 7; engendre seulement une surface lorsque x décrit

la Va.
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2-28

2-29

i

7. Conditions pour que la V; soit réglée.

Si dg est 'image dans n du systéme de courbes (C) de la Vs, il est
connu que la condition nécessaire et suffisante pour que les courbes
C soient des droites est que le point dedox s’évanouisse ou s’exprime
sous la forme d’une combinaison linéaire des points z et dez. En
conséquence, toute droite d’une Vs est nécessairement une asympto-
tique et une V3 du type (1,1,1,1) posséde au plus 4 systémes de droites.

Supposons maintenant que (C) soit un systéme quelconque
d’asymptotiques de la V3 et désignons par #ic, fec, £3¢c les coor-
données relatives de d¢. Ce point coincide donc avec un des 4 points
définis par (2-19) et ses coordonnées relatives vérifient donc dans
tous les cas

(fio)2 = k(i = 1,2,3).
A Paide de (1-20), (1-27), (2-5) et (2-27), on trouve que
doder = qox + q1dix + gadex + gadaz,

ol ¢;(¢ = 0,1,2,3) est une notation (selilement valable pour ce
numéro) dont on peut trés facilement calculer la valeur.

Pour que les courbes C soient des droites, il faut et il suffit que

En développant ces conditions et en tenant compte de (2-9), on
obtient finalement que la condiion nécessaire et suffisante pour
que les courbes. C sotent des droites est que I'on ait

37; . N
t1cNa + f2cNig + fscNijz — ;ci tictactsc = 0 (¢ = 1,2,3), ol #c,

K3

tac, tsc est une des 4 solutions de (2-27) et ol 'on a posé

Nu= %dl[log(;z—?-’>] + 2fy— 23 -+ (3;1,3)+(3;3,1)-——(2;1,2)— (2;2,1),
2 .

1 k
N = dz[10g<7;>] — 21+ (3:2,3) + (3;3,2),
, 2

N ~l‘d[l (k‘"’):l bL e (223 (2;3,2)
13—5308'7;; 70—3 1 34y 39,4 ),
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2-29

suite

et des valeurs pour Naj, Noz, Nos, N3, N3z, N33 que I'on déduit faci-
lement des trois précédentes en passant dans le tableau (2-8) de la
premiére ligne & la seconde et de la premiére & la troisiéme.

Puisque la méthode employée pour trouver (2-28) est valable

“quel que soit le systéme d’asymptotiques considéré, on a que la

2-3 13

/

2-323

2-33

2-34

condition nmécessaire et suffisante pour que la V3 soit respectivement
quadriréglée, triréglée, biréglée ou uniréglée est que les trois condstions
de (2-28) soient identiquement vérifiées par les coordonnées de 4,3,2 ou
1 points distincts de = solutions de (1-27).

De la méthode utilisée pour trouver (2-28), on déduit immé-
diatement que ces trois équations sont vérifiées dés que deux le
sont. D’ailleurs, on vérifie facilement que I’on a identiquement

Nyi + Nog + Ngg == 0 (2 = 1,2,3).

8. Quelques théoremes.

Du numéro précédent, on déduit que
la condition nécessaire et suffisante pour qu’une V3 du type (1,1,1,1)
soit quadriréglée est que Ny = F¢ = 0 (1, k = 1,2,3)
(notons que (2-11) et (2-30) entrainent notamment que, parmi ces
12 équations, il y en a au plus 8 linéairement indépendantes).

De ce théoréme découle le corollaire suivant :

toute Vs de S5 quadriréglée est mécessairement wn systémse point de
Guichard.

Par ailleurs, on démontre aussi que
tout systeme point de Guichard triréglé est quadriréglé.

On démontre également les identités suivantes

My = My — A (5 = 1,2,3),

1 1
Nig == 5 M; — 25 = E[Ja —3#;] (= 123).

En tenant compte de (2-20), (2-21), (2-26), (2-28) et (2-34), on

trouve le théoréme suivant :
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st deux systémes distincts d’asymptotiques de la Vs sont des sys-
temes de droites, la condition mécessaire et suffisante pour qu’ils
appartiennent & un méme systéme de surfaces est que le systéme de
lignes principales, dont l’iMage dans w est alignée sur les images des
systemes d’asymplotiques en question, soit composé de courbes planes.
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TroistEME PARTIE

ETUDE DES DOUBLES SYSTEMES CONJUGUES
DE PREMIERE ESPECE ET DES HYPERPLANS
BITANGENTS



CHAPITRE I

GENERALITES SUR LES DOUBLES SYSTEMES
CONJUGUES DE PREMIERE ESPECE

1. Préliminaires.

La théorie des systémes conjugués d’une surface de S3 est trés
bien connue et est & l’origine de résultats trés intéressants pour
Pétude de ces surfaces.

Ces notions se généralisent directement pour certaines surfaces
particulieres de S, (n > 3) qui sont les surfaces ® de Segre non
paraboliques [8 et ¢]. Dans ces conditions, il est naturel de consi-
dérer le lieu des co! suites de Laplace que ’on peut déduire d’une Vs
lien de oot surfaces ® non paraboliques et d’appeler cette suite de
Vs une suite de Laplace de V3. O. Rozet [4 et 5] et E. G. Togliatti [10]
ont déja considéré les principales Vs de S5 qui admettent ces suites
de V3.

Malheureusement, une Vs quelconque ne peut généralement pas
étre considérée comme étant le lieu de oo! surfaces ® non paraboli-
ques. Evidemment, on peut toutefois considérer cette Vs comme
étant le lieu de ool surfaces qui ne sont done généralement plus des
surfaces ®@. Cela n’est cependant pas trés utile, car il n’existe pas
de systémes conjugués sur de telles surfaces. Conscients de cette
lacune des surfaces quelconques, E. Bompiani [!] et par la suite
B. Segre [¢ et 7] ont introduit les systémes conjugués d’espéce v
d’une surface quelconque d’un S, . Il semblerait done intéressant
de considérer également, pour les Vs de Ss, les systémes conjugués
de seconde espéce et les suites de Vs que I'on peut en déduire.
Cependant, bien que cette étude doive normalement apporter des
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résultats assez importants, elle a certains désavantages qui ont fait
que nous avons préféré adopter un autre point de vue.

C’est ainsi que nous introduirons ce que nous appellerons les
doubles systémes conjugués de premiére espéce (désignation qui se
justifie en remarquant que leur définition fait intervenir des élé-
ments du méme ordre que dans le cas des systémes conjugués d’une
surface ® non parabolique). Un des avantages de cette notion de
double systéme est qu’elle existe sur n’importe quelle Vs de Ss tout -
en étant trés proche de la notion classique des systémes conjugués.
Un second avantage de cette notion (et cela n’aurait pas eu lieu
avec les systémes conjugués d’espéce 2) est qu’elle admet comme cas
particulier cette notion classique chaque fois que cette derniere
existe sur la V3 considérée..

Cette richesse supplémentaire des doubles systémes conjugués
de premiére espéce réside principalement dans le fait que les deux
systémes de courbes, qui déterminent un double systéme, ne doivent
pas nécessairement appartenir & un méme systéme de surfaces
tandis que les deux systémes de courbes conjugués doivent nécessai-
rement vérifier cette condition.

Dans la suite, nous allons donc donner la définition des doubles
systémes conjugués de premiére espéce et nous utiliserons ce con-
cept pour étudier les Vs de Ss du type (1,1,1,1). Toutefois, comme
cette notion est valable pour n’importe quelle V3 de S5, nous allons
d’abord la considérer pour une telle Vs et en donner quelques
propriétés générales avant de considérer le cas un peu plus parti-
culier des V3 du type (1,1,1,1).

2. Définitions.

Soient (C) et (%) deux systémes de courbes d’une V3 quelconque
de Ss. Nous dirons que ces deux systémes de courbes forment sur la
Vs un double systéme conjugué de premiére espéce (C, €) ((C) sera
alors dit le premier systéme tandis que (%) sera dit le second sys-
téme) §’ils sont distinets géométriquement et si les tangentes aux
courbes C aux différents points d’'une méme courbe € forment une
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3-2

surface réglée développable. L’aréte de rebroussement de cette
surface engendre, lorsque ¥ déerit (%), une variété de S5 qui sera
généralement une Vs et qui sera appelée la transformée de la Vs
par Uintermédiaire du double systeme (C, €) conjugué de premiére
espéce (parfois, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous dirons la trans-
formée de la V3 dans le sens C).

Bien que ces définitions soient trés proches de celle de courbes
conjugées d’une surface ® non parabolique et celle de transformé
de Laplace de cette surface, nous verrons plus loin que les roles
joués par les systemes (C) et (%) ne sont généralement plus inver-
sibles. En conséquence, ’existence sur une V3 de Ss d’un double
systeme (C, €) conjugué de premiére espéce n’entraine générale-
ment plus.celle du double systéme (%, C) conjugué de premiére
espéce. Toutefois, ce cas peut arriver et nous dirons alors que
les doubles systemes (C, €) et (€, C) sont en involution.

3. Traduction analytique des définitions précédentes.

Désignons respectivement par d¢ et d¢ les images dans = de
deux systémes (C) et (%) de courbes d’une V(). De la définition
précédente, on déduit facilement que la condition nécesswire et
suffisante pour que (C) et (€) forment sur (x) un double systeme (C, €)
conjugué de premiére espéce est

a) que les points d¢ et D¢ soient distincts géométriquement ;

b) qu’il existe des fonctions 6¢, oc et A¢ de u, v, w telles que
Pon ait dg[dcx + Oox] = cox + Aedez.

Lorsque ces hypothéses sont vérifiées, la transformée de lo
Vs(x) par Uintermédiaire du double systéme (C, €) conjugué de
premiére espéce est engendrée par le point yo qui vérifie
de(yc) = ot + redox o0 Yo = dex + Ocx.

4. Deux premicres propriétés des doubles systéemes conjugués
de premiére espece.

Supposons que les systémes de courbes (C) et (%) forment sur
la Vs(z) un double systéme conjugué de premiére espéce (C, €).
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3-3

Si £ est un hyperplan quelconque du faisceau (£) d’hyperplans
tangents & la V3 en son point générateur, la condition b) de (3-1)
entraine notamment que (&, dedox) = 0.

Cette équation et (1-13) démontrent le théoréme sulvant
st (C) et () forment sur la Vs(x) un double systéme conjugué de
premiére espéce (C, €), ces deux systémes de courbes sont nécessaire-
ment holologues dans la correspondance Q associée & la Vs.

La réciproque de ce théoréme est fausse ainsi qu’on le verra dans
la suite. On peut d’ailleurs concevoir facilement ce fait en tenant
compte de la démonstration du théoréme direct.

La seconde propriété s’obtient de la maniére suivante.

Si o — Ache £ 0, ce qui & nécessairement lieu lorsque wyc
décrit effectivement une Vs, on déduit des équations (3-2)

x[o¢ — Acc] = d?yc - 7\0?/0;
1
doxt = —— [ccyc — ecd%/c]

On a donc le théoréme sulva,nt :

st (C, ) est un double systéme conjugué de premiére espéce sur lo
Vs(z) et si (yo) (transformée de (z) par lintermédiaire de (C, %)

3-4/ o5t effectivement une Vs, (%, C) est un double systéme conjugué de

premiére espéce sur la Vi(yc) et la variété transformée de (yo) par
Pintermédiaire de ce double systéme est précisément la Vs(x).

5. Quelques considérations sur les doubles systémes con-
jugués de premiére espéce et en involution.

Soit, sur une Vs(z), (C, ¥) un double systéme conjugué de
premiére espéce et en involution. L’équation de (3-1) et celle que
Ion en déduit en permutant les indices C et € sont donc vérifiées.
Elles entrainent

3-5 dgdcx —dcdgx = .’I;[Gc - O0g + dc(e%) T d‘f(e(})] 'f‘

dox[Ac + O¢] — dea[0c + re¢l.
Puisque les points d¢ et d¢ sont distincts dans =, il y a toujours
moyen de prendre un troisiéme point D tel que ces trois points
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forment une base de =. Il existe alors toujours ji, j2, js (notations
seulement valables pour ce numéro) tels que Pon ait ‘
dedox — dodex = 1Dz + jzd(gx + jgdcx. B

En comparant cette.équation avec (3-5), on déduit notamment
que le coefficient de « est nul dans (3-5) et que j1 = 0. Or, (1-23) et
(1-31) démontrent que j1 = 0 est la condition nécessaire et suffisante
pour que les sytémes de courbes (C) et (%) appartiennent & un
méme systéme de surfaces de la Vs. v :

Inversement, si les systémes de courbes (C) et (%) appartien-
nent & un méme systéme de surfaces et §’ils forment sur la Vs un
double systéme conjugué de premiére espéce (soit (C, %) par
exemple), on peut écrire
yc =dcx + Oz,
dfgyc = 6cx + Aedex, .
deder — dedgx = jgd(;x -+ jgdcx.

Si I'on pose ‘

Be =Js— Ac, A¢ = —Jja— Oc et

o¢ = o¢ + do(fe) — de(0c),

on déduit immédiatement de ces équations que

Yo = dgx + Bz est tel que on ait

doye = oex + Aedgx.
En conséquence, le double systéme (C, €) est involutif.
Nous avons done démontré le théoréme suivant :

, st deux systémes de courbes, (C) et (€), forment sur la Va(x) un double
systéme conjugué de premiere espéce, la condition nécessaire et suffi-
3"6? sante pour que ce double systéme soit involutif est que (C) et (¥) appar-

tiennent & un méme systeme de surfaces de la Vs.

Remarquons encore que, si (C) et (%) forment sur la Vs(z) un
double systéme conjugué de premiére espéce et en involution, les
systémes correspondants de courbes des variétés (yc) (transformée
de (z) par intermédiaire de (C, %)) et (y) (transformée de (x) par
I'intermédiaire de (%, C)) forment également sur ces Vs des doubles

systémes conjugués de premiére espece et en involution du moins
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lorsque y¢ et y¢ décrivent effectivement des Vs (cela se justifie trés
facilement en tenant compte de (3-4), (3-6) et du fait que si deux
systémes de courbes de la V3(x) appartiennent & un méme systéeme
de surfaces, les systémes de courbes correspondants des variétés
(yc) et (y¢) appartiennent au systéme de surfaces correspondant).

En conséquence, de la Vi(z), on déduit par (C, ¥) la variété
(yc) qui généralement redonnera (x) par (%, C) et donnera une
nouvelle variété par (C, %) et ainsi de suite. De méme, dans I'autre
sens, la Vs(z) donne par (%, C) la variété (y¢) qui généralement
redonnera (z) par (C, ) et donnera une nouvelle variété par (%, C)
et ainsi de suite. On obtient donec, dans ces ‘conditions, une suite
de V3 qui sera généralement illimitée dans les deux sens et qui est
en fait une suite de Laplace de V3. En effet, les systémes de cour-
bes (C) et (¥) appartiennent & un méme systéme (S) de surfaces de
la Vs. On vérifie alors trés facilement que ces surfaces S sont des
surfaces @ de Segre non paraboliques et que (y¢), par exemple,
coincide avec le lieu des oo! transformées de Laplace dans le sens de
C des oo surfaces S.

En conséquence, lo notion de double systéme conjugué de
premicre espéce admet bien comme cas particulier (lorsque le double
systéme est involutif) la notion de systéme conjugué au sens tradi-

tionnellement envisagé.
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CrapriTrE 11

GENERALITES SUR LES DOUBLES SYSTEMES
CONJUGUES DE PREMIERE ESPECE D’UNE V; DE Ss
DU TYPE (i,1,1,1)

1. Equations différentielles de ces doubles systémes.

Nous conserverons dans ce chapitre et les suivants toutes les
notations introduites dans les deux premiéres parties. Soient done
dc et de les images dans = des systémes de courbes (C) et (¥) d’une
Vs(z) du type (1,1,1,1). Nous désignerons respectivement par
duc, dve, dwe et dug, dvg, dwg les coordonnées absolues des
points d¢ et deg tandis que tic, tec, t3c €t tig, baw, t3¢ représenteront
les coordonnées relatives & di, de, ds de ces mémes points.

Si yo = dox + Bez, on trouve, en tenant comte de (2-9) et des
valeurs des différentielles secondes déduites de (2-5), que

Yo = ticdix + tacdex + facdsx + Oz, ,
diye = [qroo-+d1(8c)]x + [quc+Ocldir + quacdor + qusodsr -

trodady,
| dayc = [qaoc+da(0c)]x + gaodix + [g220+0c)dex + gescdsa +-
tacdador, ,
dsyc = [gsoc+ds(0c)]x + gsicdix + gsacdar + [gssc—+Ocldsx +
tacdadsz,

ol 'on a posé
qroc = tacas + facae,
quic = tac[bs+(1;1,2)] + tac[ba+(1;1,3)] + datic),
ko f3
G120 = tacles+(2;1,2)] — tsc —Zkgf + da(tac),
3
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k
qisc = tac jj—iz + tac[fa+(3;1,3)] + da(tsc),
2

suite } et des valeurs analogues que Ion trouve trés facilement pour les

autres ¢ixc.

De (3-7) et (3-1), on déduit donc que la condition nécessaire et
suffisante pour que (C) et (%) forment sur la Vs(x) un double systéme
(C, €) conjugué de premiére espéce est

a) qué do @f)(dw soié_nt distinctskgévom,‘é\_triquement' ;

5 b) qu’il existe Bc, oc et 7\0‘ teis que lon ait '
lichig  lactew  faclse
b ke ks
tiequoc + taegroc + taegsos + die(0c) + pa = &0,
ligquic -+ f2eqaic + t3egsic + pb = Actic — Octie,
P ligqizo - fagqeac + taegaec + pe = Aotec — Ocfaw,
tieqisc + faggesc + tseqssc + pf = Aofsc — Ocfse

3-8

On vérifie alors trés facilement que (3-8) équivaut & dire
a) que d¢ et dg soient distincts géométriquement ;.
b) que sQient identiquement vérifiées les équations
hiotie  facte _ laclse *)
3Nk b ks

tieqiic + taegeic + taegsic + ub; hig ; fic
tieqizc + faegoec + lseqsac + pe; feg; tac | = 0 (*%).
tieqiac + tawqasc + 3wgssc + uf; l3e; fac ‘

Les équations différentielles des doubles systémes conmjugués de
premiére espéée sont donc donmées par les équations (*) et (**) de (3-9)
o les inconnues sont tic et tie (¢ = 1,2,3) et onr la condition (3-9)
a) doit étre vérifide.

2. Quelques remarques sur les équations (3-9).

En tenant compte de (1-7), (1-13), (1-27) et (2-5), on vérifie
que l'équation (*) de (3-9) traduit analytiquement la condition
nécessaire et suffisante pour que les systémes de courbes (C) et (%)
soient homologues dans la cdrrespondance Q de la V3 considérée.
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On retrouve ainsi le théoréme (3-3) et on constate maintenant trés
bien que la réciproque de ce théoréme est généralement fausse. De
plus, cette équation (*) de (3-9) permet de trouver trés facilement les
résultats suivants (qui-ne sont done valables que pour une Vs du
type (1,1,1,1))

un point-base du faisceau (I'z) est toujours son propre homolo-
gue dans la correspondance Q et n’admet que lui-méme comme
homologue ;

un point double pour une conique de (I';), soit d; par exemple,
admet comme homologues dans la correspondance Q-tous les points
situés sur la droite qui joint dy & d; (kK 7% j £ 1) et n’admet que ces
points comme homologues ; ‘

un point quelconque du plan =, qui n’est toutefois ni un point
double pour une conique de (I':) ni un point-base de ce faisceau,
admet toujours un et un seul point qui lui est homologue dans Q
et ces deux points sont toujours distincts géométriquement.

Ce qui précéde donne donc une interprétation géométrique de
Péquation (*) de (3-9) et entraine les remarques suivantes.

a) Il n’existe jamais de systéme de courbes qui forme un double
systéme conjugué de premiére espéce avec un des systémes d’asymp-
totiques de la V3 (les conditions (3-9) a) et (3-9) (*) sont incompa-
tibles). '

b) Il n’existe généralement pas de systéme de courbes qui
forme un double systéme conjugué de premiére espéce avec un
systéme quelconque de courbes de la V3 distinet cependant d’un
systéeme de lignes principales. En effet, 'équation (*) de (3-9).
détermine déja complétement le systéme de courbes susceptible
de répondre & la question et I’équation (**) de (3-9) n’est générale-
ment plus vérifiée.

c¢) Il existe toujours au moins un systéme de courbes qui forme
un double systéme conjugué de premiére espéce avec un quelconque
des trois systémes de lignes principales de la V3. En effet, dans ce
cas-ci, I’équation (*) de (3-9) laisse un paramétre de liberté aux
systémes de courbes susceptibles de répondre & la question et
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3-11

Péquation (**) de (3-9) détermine généralement un nombre fini de
solutions.

Dans la suite, nous nous limiterons & la considération des
doubles systémes conjugués de premiére espéce dont le premier
systéme de courbes est un des trois systémes de lignes principales
de la V3. En effet, ces doubles systémes sont certainement les plus
intéressants et, en plus, on est assuré de leur existence sur n’importe
quelle V3 de S5 du type (1,1,1,1).

3. Cas ou le systéme (C) coincide avec ’un des trois systémes
de lignes principales de la Vs(z).

Pour fixer les idées, nous considérerons le cas ou le systéme
de courbes (C) coincide avec le systéme de lignes principales (Rz).
Cela ne nuira en rien & la généralité de la question, car les trois
systémes de lignes principales jouent exactement des roles symétri-
ques sur la V3 et les résultats que nous obtiendrons pour (Ry) pour-
ront immédiatement étre transformés, par lintermédiaire du
tableau (2-8), en résultats valables pour (Rg) et (Ra).

Nous allons donc supposer que fic = 1, fac = fs¢ = 0. Compte
tenu des deux numéros précédents, nous obtenons :
le ou les systeémes de courbes (%) de la Vs(x) tels que le ou les doubles
systeémes (Ry, €) sont conjugués de premiére espéce sur cette V3, sont
donnés par les solutions de
lig =0,

2%]03]:%1 + the / + baglse 1 = 0.

De plus, le point générateur de la variété (y), transformée de (x)
par Vintermédiaire du double systéme (Ri, €) conjugué de premiere
espece, est donné par
y = diz + 0z ol 0 est solution de

k
tagles+(2;2,1)] + twl: 2}{1]
1

= —fo¢0,
tw[ 3j1] + tw[fzwL 3;3,1)] = —t340.
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3-13¢

Notons que les deux équations de (3-11) qui déterminent 6 sont
toujours compatibles puisque le fait que f2¢ et f3¢ vérifient (3-10)
est précisément équivalent & cette compatibilité.

De plus, on a ici
diy = d1(0) + 0dix + didiz,
doy = x[az+da(0)] + dix[b34(1;2,1)]

+ doafes—(2;2,1)+6] — f&dg ,
dsy = x[as+ds(0)] + dﬂv[bz—}—(l,?»,])]
2f1 dex + d3x[f2—|— (3;3,1)4-6],
dey = ox —I— Az
ol ¢ et A sont donnés par

taglas+dz(0)] + tag[as+ds(6)] = o,
' tog[bs+(1;2,1)] + fag[b2+(1;3,1)] = A

Si P'on désigne par '3 le discriminant de la seconde équation
de (3-10), on déduit de ce qui précede les trois cas suivants.

a) Lorsque A1 5 0, il existe sur la Vs(x) deux systémes distincts
de courbes que nous désignerons par (%12) et (€13) et qui sont tels que
les doubles systémes (Ra, €12) et (R1, €1s) sont conjugués de premiére
espéce ; dans la suite, nous désignerons respectivement par (yi2) et
(y13) les variétés transformées de (x) par l'intermédiaire de ces
doubles systémes.

b) Lorsque A1 = 0, mais 141 7 0, il existe sur la Vs(x) un
et un seul systéme de courbes que nous désignerons par (%1) et qui
est tel que le double systéme (Ry, €1) est conjugué de premiére espéce ;
dans la suite, nous désignerons par (y1) la variété transformée
de (x) par lintermédiaire de ce double systéme.

¢) Lorsque §1 = H#1 = 0, il ewiste sur la Vs(x) une simple infinité
de systémes de courbes (€) qui sont tels que les doubles systemes (R1, %)
sont conjugués de premiére espéce ; dans la suite, nous désignerons
encore par (y1) la variété transformée de (v) par l'intermédiaire
d’un quelconque de ces doubles systémes (en effet, quel que soit
le double systéme considéré, on obtient la méme variété trans-

 formée).
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3-14

Les notations que nous venons d’introduire se transforment
directement en notations analogues dés que I’on considére les Sys-
témes de lignes principales (Rsz) et (Rs) au lieu de (Ra).

Nous avons notamment

N2
Hy =H7 — 41::%,—(%) (¢ = 1,2,3, mais n 5475 #1).

i

4. Condition nécessaire et suffisante pour que la transformée
de () par Pintermédiaire de (R;, ¥) se réduise a une
variété a moins de trois indéterminés.

Soit (%) un systéme de courbes de la Vi(z) tel que le double
systéme (Ry, %) soit conjugué de premiére espéce sur (z). Comme au
numéro précédent, désignons par (y) la variété transformée de
(x) par l'intermédiaire de ce double systvéme (nous n’ajouterons
done des indices & € et y que lorsque nous considérerons d’une
maniére preelse un des trois cas du théoreme (3-13)).

Il est connu que la condition nécessaire et suffisante pour que
(y) se réduise & une variété & moins de trois indéterminés est qu’il
existe jo, j1, j2, ja (notations seulement valables pour ce numéro)
non tous nuls et tels que I'on ait

Joy + Jidwy + jedoy + jadsy =0.

En tenant compte de (3-11), (3-12) et du fait que les points
x, diz, dox, dsx, didix sont lindairement indépendants, on constate
que cette condition est équivalente & Jexistence de jo, j1, je, j3 non
tous nuls et tels que 'on ait

“‘71_—0

Job + gelas+da(0)] + jslaz+ds(6)] = 0,
Jo + gelbs+(1;2,1)] + ja[b2+4(1;3,1)] = 0,
k2 71

.15 : .
elest(2:2,1)+6] + ja—2m = o,

ky
Sjl + jalfat(3;3,1)+6] = 0.
Lorsque F1=H1=0, on a 0=-—[es}(2;2,1)] =

58



3-163

—[fa+(3;3,1)]. Dans ce cas, les conditions d’intégrabilité (2-9)
montrent que les deux derniéres de (3-15) s’évanouissent et que la
seconde est proportionnelle & la troisiéme. En conséquence, lorsque
F1 =1 = 0, le systéme (3-15) est vérifié quels que soient jz et js
tandis que jy et j1 sont déterminés par les trois premiéres qui sont
compatibles. ' ‘

'Si _#1 et #1 ne sont pas simultanément nals, (3-15) est incom-
patible lorsque Q = ¢ — A0 est différeat de zéro tandis que (3-15)
admet une et une seule solution (donnée par j» = fag, jz = l3¢,
j1 = 0 et jo = — ) lorsque Q est nul.

Si I’on remarque encore que les conditions d’intégrabilité (2-9)
entrainent toujours' Q = 0 lorsque #; =1 = 0, on arrive au
théoréme suivant :

la condition nécessaire et suffisante pour que y décrive une variété &
moins de trois indéterminés est que Q = ¢ — A0 soit nul.

Plus précisément, on peut dire :

i F1=H1 =0, Q est toujours nul et y décrit toujours une courbe

3-17

——

3-18

(jodoy + jadsy coincide géométriquement avec y quels que soient
Ja €t ja) ;

si f1 et H1 ne sont pas simultanément nuls, y décrit une Vs lorsque
Q est différent de zéro tandis que y décrit une surface lorsque Q est
nul (dgy coincide géométriquement avec y).

5. Une premiére propriété de la variété (y).

Le théoréme (3-4) est applicable & (y) et le fait que (Ry) est un
systéme de lignes principales de () va nous permettre de readre ce
théoréme encore plus intéressant en démostrant que (%) est un
systéme de lignes principales de (y).

En effet, si Pon différentie dans les directions di, dz, ds la
valeur de dgy donnée par (3-12) et si I'on tient compte de (2-5),
(2-14), (3-11) et (3-12), on obtient

(1, y) = (1, dky) = (M1, dkd‘f?/) =0 (k= 1,2,3).
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De ces équations, on déduit le théoréme suivant :
" lorsque y décrit effectivencient une Vs, le sysiéme de courbes (%) est sur
cette Vs un systeme de lignes principales et I'hyper plan bitangent & (y)
3-19: en son point générateur et correspondant & ce systéme de lignes princi-
pales coincide avec m1 (qui est Phyperplan bitangent & (x) en x et
correspondant au systéme de lignes principales (R1)).

Ce théoreme laisse déja entrevoir que la notion de variété
transformée de la Vs(x) par l'intermédiaire d’un double systéme
(R1. ¥) conjugué de premiére espéce sur cette Vi et la notion
d’hyperplan bitangent & (z) en x et correspondant & (R;) sont
étroitement lides. C’est pour cette raison que nous allons rechercher
quelques propriétés générales de la variété décrite par le point
7 (convention du numéro 4 du ch. 2 de la seconde partie) avaat de

faire une étude systématique de la variété (y).
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3-20,

Cuarrtre III

GENERALITES SUR LA VARIETE DECRITE PAR 7;.

1. Quelques calculs prélimninaires.

En tenant compte des équations (2-3), (2‘5) (2-7), (2-14),
(2-15), (2-25) et des équations déduites des precedentes par différen-

tiation, on trouve facilement que

(@m) = (@don) = (@ didi) = (2, dsdom) = 0 (¢ = 1,2,3),
(x,dadony) = piks, (@, dsdsm) = — p1kz;
(@) = (diwdin) = 0 (i = 1,2,3),
(cllx dlcdl'f)l) =z 0 (](7 =2 3)
prkaks M 1

(e, didim) = ————s (diz,dsdon) = )
]Cl kl

(dr,dodom) = prksles+(2;2,1)],

(dhz,dsdsny) = — pika[fo+(3;3,1)]

() = (dj,dim) = (ddidins) = 0 (i=1,2,3, j=2,3 et i74)),
(dox,dom) = —p1ks, (dsx, dgn1) = pike, '
(dew,dadiny) = p1ks{—da[log(p1ks)]+es+2(2;1,2)—(2;2,1)},
(dow,dadom) = p1ks{—ds[log(piks)]+e1+(2;3,2)},

(dow,dadom1) = piks{—ds[log(pTkeks)] + k—2+f1+2(3;2,3)-(3;3,2)},

(dox,dsdsm) = —p1ke[f1+(3;3,2)],

(dsw,dsdiny) = pike{di[log(prks)l—f>—2(3;1,3)+(3;3,1)},
(dsx,dsden1) = p1ka{ds[log(p1ka)]—f1—2(3;2,3)+(3;3,2)},
(dsz,dodon) = prke[e1+(2;2,3)],

(dsz,dsdan) = pike{ds[log(pikaks)]— %—61—4(2;3,2)+(2;2,3)} ;
3

| (dadiw) = (didiz,dom) = (dadaz,dsmi) = O,
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sulte

(drdrx, didam) =

(dz,diy) = — =

plkzks-ﬁ 1

:——dl[logw%kzkwl)H et 2A(21,2)
\—-(2;2,1)+f2+2 (3;1,3)—( 3,3,1)3,
koles M B 2hookes M
(s dadyy) = 2 2k3 lg—dz 10g<pl.2k3 1):l+-b3+
. 1

1

2(1;2,1)—(1;1,2)}, o
(dady ) = Plkzk”{lg | 1o g("lk“’]’:wl)}rbﬁ

2(1;3,1)—(1;1,3)], ) R
(daddydadim) = piks| dll:

_,__2_{3 [f2(3;3,1)] — Foles+(2; 2,1)]§,

ko g1 ke f1 , i
2 /1 +_27?[33+(2;1,2)+(3;3,1)---(3;1,3)]

) k ‘
(didiz,dodom) = paks{di[es+(2;2,1)] + [es+(2;2,1)]2 +2]g_2f 173},
1

; k:
(drdrz,dadans) = — pike{da[fo+(3;3,1)] + [fo+-(3;3,1)]2 + 2];?}(1/2};

(dodox,n1) = piks,
(dodox,dym) = piks{di[log(p1ks)]—es—2(2;1,2)+(2;2,1)},

dodow,dom) = prks{da[log(p1kz)] — ;5 —f1—2(3;2,3)+(3;3,2)},
2

(
(Clzdzx,d3“f)1) = plk3{d3[]og(plk3)]—31—--2(2;3,2)+(2;2,3)},
(dadox,dodim) =
p1k3§d2d1[10g(91k3)] + doflog(p1ks)ldu(log(p1ks)] —
doles+2(2;1,2)—(2;2,1)] — dollog(p1ks)] [es+2(2;1,2)—(2;2,1)]
—M[do(log (k1)) + b3+2(1;2,1)—(1;1,2)] +

[d2(log (k2)) — 5;] [d1(log(p1ks))—es—2(2;1,2)+(2;2,1)] +

[d2(log(ks))+f1+2(3;2,3)—(3;3,2)] [—d1 (log(p1ks)) +/f2+
2(3;1,3)—(3;3,1)]],
(dedoxd3dim1) =
paks|dsdi[log(p1ks)] + dallog(p1ks)ldallog(prks)] —
da[es+2(2;1,2)—(2;2,1)] — daflog(prks)[es+2(2;1,2)—(2;2,1)]
—da[log(prks)] [e1+2(2;3,2)—(2:2,3)] +
[e1+2(2;3,2)—(2;2,3)] [es+2(2;1,2)—(2;2,1)]].
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2. Systéme d’équations aux dérivées partielles vérifié par les

coordonnées de »; dans le cas #; #0.

Dans ce cas (#; 7 0), on sait déja que le point »; déerit effecti-

vement une Vs et les équations (3-20) montrent que les hyperplans

z et dyz sont tangents & cette Va en son point générateur. On vérifie

aussi trés facilement que les points %1, dimi, deni, dani, didiny et

drdin1 (B = 2 ou 3) sont toujours linéairement indépendants.

De ces remarques et des équations (3-20) et (1-20), on déduit
que les coordonnées de ny vérifient toujours, dans le cas M1 #0, le

systeme d’équations aux dérivées partielles suivant

d2 = dimy = Az + Badim + Esdemn + Fadam,
d3 = dimy = Aemy + Bodim + Eodon + Fadam,

de % dgm = Ay + Badim + Eudomy + Fudsm + Gadadin,
Kididim +Kodedon: +Kadsdsm = An 4 Bdimy + Edany + Fdans.

ou l'on a posé

BE; = d1[10g(?1k3)] — e3 — 2(2;1,2),

leokes M
&Z%@4KEJH—M~NMM+WML

ky
Fy = dyflog(pike)] — fo — 2(3;1,3),
Ez = — (2;3,1),
kok:
&:%h%i%ﬁn_mmmmm+muL
3-22¢ !

As = do[F2+(3;3,1)] — [Fa+(3;3,1)] [Bs+(1;2,1)] +
M r{—da[log(prks)]+f1+2(3;2,3)—(3;3,2)},

Az = dg[Es+(2;2,1)] — [Es+(2;2,1)] [B2+(1;3,1)] +
./ﬂl{dg[log(mks)] —e1—2(2;3,2)+(2;2,3)},

F; = dz[log(plkz)] —'fl — 2(3;2,3),
E; = dg[log(piks)] — e1 — 2(2;3,2),
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3--22/

suite \

3-23

Br = —(1;3,2) + —34—d [] ( kzk"’“”lfl):l + ._b_% .

ky
jl{ 2:1,2)—(2;2,1)+3(3;1,3)—3(3;3,1)}+ hte
kz./ﬂl
%4
Ky = ks, Kg = ks, Ky = — ;,[11,

F = ka{ds[log(e%kaks)] —fkig+2(2;2,3)_2(2;3,2)},

= ka{da[log(pTkaks)] —ki + 2(3;3,2) —2(3;2,3) }>
2

Tyt b
B= ;ﬁll{—dl[log(p%lczkge/ﬂ'l.}’fl)] + _.+2(2;1,2)-—2(2;2,1)} +

I /32_

et :
ii{zg,l,s 331}+2“’¢1
M

Notons que nous n’avons pas déterminé les valeurs de A et A;
parce quelles sont trés lourdes et que dans la suite nous ne les
utiliserons pas.

3. Recherche des asymptotiques de la V; (v;) dans le cas
M1 F£ 0.

Dans la suite, nous représenterons une conique du faisceau de
coniques associé & la Vs(7:1) par le symbole y avec en indice le dual
de ’hyperplan auquel cette conique correspond. vz et v, , sont done
deux coniques distinctes de ce faisceau ; elles sont déterminées par
les équations ‘

ksts — kots = 0 pour v,
kg[e:;—i—(?;?,l)]tg wkz[f2+(3;3,l)]t§ + 2]62]63%' tats +
1

koks M
2 r—ltz = 0 pour v,
ky

" ou ty, bz, t3 sont les coordonnées courantes relatives & di, da, ds.

3-24%

En tenant compte de (3-23) et (2-18), on voit déja que la
conique v, associée & la V(1) coincide géométriquement avec la
conique I’y associée a la Va(x).
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Puisque les asymptotiques d’une Vs sont caractérisées par les
points-base du faisceau de coniques associé & la V3, on a que

les asymptotiques de la Vs(n1), dont les images dans w sont situées sur
| la droite (P-Q) de Iy , ont pour équations

'\/Zzts — \/E:;tz =0,

kze/ﬂ 1 '\/iﬂgﬂgf 1
k]_ kl

tandis que les asymptotiques de (1), dont les images dans © sont

2+ géfl—{—z gtg =0,

3-25

situées sur Uautre droite de Iy , ont pour équations

\/Ezt:g - \/Egtz = 0,

keo M\ 0% ,_21/@{1
Fer ! T

Remarquons que (2-14) entraine

#, 2\/ koks 71 ’\/702703/ 1
k1 ki

2 4 12 = 0.

3-26 A1 = 1 — 2

.

4. Quelques théorémes valables lorsque .#; # 0.
Du numéro précédent et du numéro 8 du ch. 1 de la premiére
partie, on déduit immédiatement le théoréme suivant
la Vs(11) sera du type (2,2) sous la condition nécessuire et suffisante
que j;:/fl =0;
\elle sera du type (2,1,1) sous la condition nécessaire et suffisante que
8-27. 41 = 0 avec 141 7#0; ;
elle sera du type (1,1,1,1) sous la condition nécessaire et sufisante que
A1 #0;
et il n’y a pas d’autres cas possibles.

Le théoréme (3-24) donne déjd un lien important entre les
faisceaux de coniques associés aux Vs (1) et (z). Ce lien est encore
renforcé par le théoréme suivant :
le point dy et le point de rencontre de (do-ds) avec une quelconque des
deuz droites de T sont homologues dans les deux involutions déter-

? minées, sur la droite considérée de T, , respectivement par le faisceau

de coniques associé & la Vs(x) et celus associé a la Vs (v°;1).v
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3-30

Puisque les points unis de ces involutions sont respectivement
des points-base des faisceaux de coniques considérés, on déduit
de ce théoréme :

st un point du plan w est simultanément Uimage d’un systéme d’asymp-
totiques de (1) et d’un systéme d’asymptotiques de (x), il ewiste tou-
Jjours au moins un second point de w qui jouit de la méme propriété
et qui est tel que la droite déterminée par ces deux points passe par dy.

Par ailleurs, en ayant égard & (2-19), (2-20), (2-21), (3-25) et
(3-29), on trouve le théoréme :

si les images dans © de deux systémes d’asymptotiques de (1) sont
alignées sur dy, elles seront également les images de deuz systév.nes
d’asymptotiques de (x) sous la condition nécessaire et suffisante que
ces deux systémes d’asymptotiques appartiennent & un méme systéme

' de surfaces de la Vs.

En particulier, les asymptotiques de (7)) et celles de (x) seront
représentées dans le plan = par les mémes points sous la condition
nécessaire et suffisante que les deux droites de I';, représentent des
différentielles totales exactes (ceci a donc lieu si et seulement si
M; = 1 = 0 ety £ 0).

Dans ce dernier cas, les faisceaux de econiques associés aux Vs

(n1) et (x) ont mémes points-base et coincident done.

5. Lignes principales et hyperplans bitangents de la V3 (1)
dans le cas .#; # 0.

Compte tenu de (3-20), on trouve déja que x est un hyperplan
bitangent & (1) en son point générateur et que le systéme de lignes
principales correspondant est représenté dans m par dy.

Les autres hyperplans bitangents de (1) sont donnés par
diz + Oz avee 0 solution de [(dlx,d@d;cm)—l—()(x,didkm)k =0 ou le
premier membre de cette équation est un déterminant & 9 éléments
caractérisé ici par ’élément de sa i-iéme ligne et de sa k-iéme colonne.

En développant ce déterminant, on trouve que les hyperplans
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3-31

3-32

3-33

(x excepté) bitangents & la Vi (1) en son point générateur sont donnés
par
dixz + 9% avec 0 solution de
02 + Oles+(2;2,1)+/2+(3;3,1)] + [ea-+(2:2,D] [fo+(3:3,1)] +
koks 73
K

= 0.

A chaque hyperplan bitangent donné par (3-31) (il yen a 1
ou 2 suivant que "1 est nul ou différent de zéro) correspond un et
parfois une infinité de systémes de lignes principales de (1) qui ont
pour équations ' ’

=0,

[es+(2;2,1)+ 62 + ﬁﬁ ts = 0,

ks #1
ky
ol 6 est la solution de (3-31) qui correspond & hyperplan considéré.

ty —[foH(3;3,1) 4+ 0ts =

Les systémes de lignes principales de la Vs(n1) (celui représenté
dans = par d; exceptd) sont donc donnés par
1 =0, '
sz L, kaf 1

ky

s -+ H1bats = 0.

A chaque solution 6 de (3-31) correspond donc par (3-32) les
systémes de lignes principales associés & I’hyperplan considéré et,
inversement, & chaque solution de (3-33) correspond par (3-32) la
valeur de 6 qui donne hyperplan bitangent associé & ce systeme

de lignes principales.

6. Quelques nouvelles propriétés valables lorsque .#1 0.
En comparant les résultats du numéro précédent et ceux du
numéro 3 du chapitre précédent, on obtient le théoréme suivant.
Lorsque My # 0, les images dans le plan = des systémes de
courbes (%) de la V3(x), tels que les doubles systémes (R, €) forment
sur cette Vs des doubles systémes conjugués de premiére espéce, coin-
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cident avec les images (d1 excepté) des systémes de lignes principales
de lo V3(n1). De plus, si y est le point génératewr de la variété trams-

3-34 formée de la Vi(x) par Vintermédiaire d’un double systéme (Ri, €)

3-35

/

|
|

\

conjugué de premidre espéce sur cette Vs, y coincide géométriquement
avec le dual de Uhyperplan bitangent & la Vs (n1) en son point généra-
teur et correspondant aw systéme de lignes principales de ceite derniére
Vs dont l'image dans le plan = coincide avec U'image de (€).

Ce théoréme donne une nouvelle interprétation géométrique
de la variété transformée de la Vs(x) par 'intermédiaire d’un double
systéme conjugué de premiere espéce dont le premier systéme de
courbes est un systéme de lignes principales pour la Vs. Cette inter-
prétation n’est cependant valable que lorsque .#1 7 0. Toutefois,
méme lorsque .#; = 0, nous verrons plus loin qu’il existe encore
des liens trés étroits entre ces variétés transformées de la Vs(x)
et la variété décrite par ;.

7. Quelques premieres considérations géométriques sur la
surface (7;) dans le cas .#; = 0.

On sait déja que dans ce cas le point ; décrit toujours une sur-
face (dim coincide géométriquement avec 71). Le plan tangent 3
cette surface en son point générateur est déterminé par les points
1, dam1, dsn et coincide, ainsi que le montrent les équations (3-20),
avec l'intersection compléte des trois hyperplans z, diz, didiz.

Compte tenu de (3-20), on vérifie facilement que la condition
nécessaire et suffisante pour que le point jasdedan: + jsadadam: -+
jssdsdsn1 (ja notation seulement valable pour ce numéro) appar-
tienne au plan tangent & (=) en son point générateur est que 'on
ait
ksjoo — kajsz = 0,
kexd 1oz + k2 P12 = 0,

kok
jzz%dl(ymwfl[ew(2;2,1>+fz+(3;3,1>] + 2—2—5&[§~%]$ +
1 3 2
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k23323d1<j1) J’ff jl{dl[log ko)]+es-+fa+2(3;3,1)-+(2;1,2)}

3-35 —”ﬁ (3;1,3).,
suite Y
ou I’'on a tenu compte de la premiére pour obtenir les deux suivantes
sous la forme donnée ci-dessus.

Si on pose

A </ > Fe 2k2k3f2[f3 fz]
3-36 F, =2_ _ 7 a2 —
F1 T d1(#1) e%plch 7 + 702%1 -+ 72 T T

— %%1{d1[10g(k2)]~(3;1,3)+(3;3,1)—(2;2,1)+(2;1,2)},

on a donc le théoréme suivant.

| L’espace osculateur (on dit aussi I’espace 2-tangent) & la surface

(n1) en son point générateur se réduit & un Sz sous la condition néces-

saire et suffisante que F1=H1=0;

3_37 cet espace se réduit & un Sy sous la condition nécessaire ef suffisante
que F1=0 avec F1 et H1 non simultanément nuls ; cet espace
coincide avec I'Ss dans lequel se trouve (11) sous la condition nécessaire

| et suffisante que F1 7~ 0

il n’y a pas d’autres cas possibles pour cet espace.

Plus précisément, dans le cas #1 = 5#1 = 0 (avec évidemment
M1 = 0), les points dedany et kadedony + ksdadsn: appartiennent au
plan tangent & (n1) en son point générateur. En conséquence,
I’espace osculateur & (v)1) en son point générateur est un S3 fixe et
(n1) est située entiérement dans cet S3. De plus, cette surface posséde
toujours deux systémes distinets d’asymptotiques (représentés
dans w par les points de rencontre de I‘,,1 avec la droite (de-d3)) et
ne sera donc jamais une surface développable.

Dans le cas #1 = 0 avec #; et 51 non simultanément nuls, le
'pOiIlt kz/ 1d2d2’;]1 —I—- ksf 1(,11/3(13";)1 — ]{/‘Lyf 1d3d2';)1 appartient tO’lleIlI‘S
au plan tangent & (v1) en son point générateur. En conséquence,
(n1) est une surface ® de Segre dont les courbes caractéristiques

sont données par
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3-38

3-39

k3f1tg + szltg + k1 itats = 0 et H = 0.

Lorsque 1 = 0, (1) ne possédera donc qu'un systéme de
caractéristiques ; lorsque 41 % 0, (1) possédera deux systémes
distinets de caractéristiques.

Si’on remarque encore que %1 = .#1 = 0 entraine nécessaire-
ment &1 = 0, on arrive aux conclusions suivantes (valables seule-
ment lorsque .#; = 0) :

(m) sera ume surface non développable d’un Ss fixe sous la con-
dition nécessaire et suffisante que F1 = H'1 = 0 et ses asymptotiques
seront représentées dans  par les points de rencontre de I’y avec
(da-d3) -

(n1) sera une surface ® de Segre parabolique sous la condition
nécessaire et suffisante que A1 = 0 avec F1#1 7 0 et son unique
systéme de caractéristiques sera donné par la racine double de (3-38) ;

(m1) sera une surface ® de Segre non parabolique sous la condition
nécessaire et suffisante que F1 = 0 avec K1 £ 0 et ses deux systémes
de caractéristiques seront donnés par (3-38) ;

(m) aura son espace osculateur en son point générateur qui
coincide avec I'Ss ambiont sous la condition nécessaire et suffisanie

que F1#£0;

il W'y & que ces quatre cas possibles pow* la surface (m1).

8. Remarque.

Soit P un point de S5 qui dépend de u, v, w et supposons que
ce point ne décrive qu’une surface lorsque u, v, w varient. Il existe
done un point D du plan = tel que DP coincide géométriquement
avec P ou s’évanouit.

Considérons maintenant un point quelconque d¢ du plan =
distinet toutefois de D. De d¢, on déduit encore, comme pour les
Vs,‘ un systéme de courbes (C) de la surface (P). Par contre, il
n’existe plus de correspondance biunivoque entre les points. du
plan = et les systémes de courbes de la surface (P). En effet, si le
point dcP est bien sur la tangente & la courbe C issue de P, il en est
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de méme des points «DP + Bd¢P («x et B fonctions quelconques de
u, v, w). En fait, on peut démontrer qu’il existe une correspondance
biunivoque entre les systémes de courbes de la surface (P) et les droites
de w qui passent par D.

En conséquence, dire que le point d¢ est I'image dans = d’un
systéme de courbes (C) de la surface (P) est un léger abus de lan-
gage, qui ne crée toutefois aucune difficulté pour autant qu’on s’en
souvienne. Dans la suite, nous conserverons done ce langage comme
nous I’avons d’ailleurs déja conservé dans le numéro précédent.
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3-40

3-41

CuaritrE IV

UNE BASE INTERMEDIAIRE DU PLAN II

1. Introduction de la base dy, d,, ds.

Le théoréme (3-28) et le fait que les solutions des équations
(3-38), (3-33) et (3-10) divisent harmoniquement les deux points de
rencontre de I'; avec (da-ds) permettent d’entrevoir que la base du
plan 7 formée par le point dy et les deux points de rencontre de I',
avec la droite (d2-ds) joue un role intéressant dans ce travail.

Désignons done par dy et dj les points de rencontre de I’y
avec la droite (da-ds) et désignons aussi par d; le point dy qui va
done avoir deux désignations possibles.

Sans nuire & la généralité de la question, on peut supposer que

ces points sont donnés par

d; = (1,0,0), d} = (0, —\ T2, V3), a5 = (0,7 oz, V'ks),
ot les coordonnées de d sont des coordonnées relatives & la base

dy, da, ds.

De ceci, on déduit immédiatement que

A =dy, Ay = —ATads + Vads,  dj = Vs + Vksds,

et les formules inverses

1
ke

Si t1, £, 3 sont les coordonnées courantes relatives & di, d2, d3

dy=d,,  dp=

1
[d5—ds), ds = + ——=[d;+d3].
2V ks

et si t}, t5, t; sont celles relatives & d, dj, d3, on a donc les formules
de changement de base
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g ! ¢ £ t2 —l— t3 23 + ta
- 1, _ = e — —_— = _—
! ? 9V 2V ks T ol 2V

b=t to=—VEit;—1t;]  ts=Vts + 1],

3-42

2. Calcul des (m;i,j) .

Si on affecte d’un prime les expressions déduites de la base
da, ds, ds pour désigner celles de la base d, dj, d; qui sont définies
d’une manidre analogue, on trouve en tenant compte de (1-16) et
(1-21)

(1;7’5.7 = (l;i,’jl)a

1 1
(28,§) = — ——=(27",§) + —=3:¢"j),
J 2'\/]{?_2 J 2’\/]03 J

3-43( (35i,4) = + o7 B0+ (3565,

k2
i,j = 1,2,3 et o1 I'on a posé
(i) = oomdids) + Bdi(dv) + cmdi(d)).
Compte tenu de (3-40), (3-43) et de la derniére de (1-27), on
obtient finalement

1
24/ ks

3

(133,5) = Ztmtm(lzm,n),

: mn=1
‘t 1 _ _
92:4.3) = ———{\ Toad(t3) — Vs (t2s) +
l( 9) 2\/k2k3{ ad 5 (t35) 3 ;(f29)
3
s Ztmtm[v?c;(3;m,n)——\/k_3(2;m,n>]},
1 mm=1
1 _ _
3.5 = ————{V Tead(tsg) + V kadi(tes) +
(35%,9) "3 szks{ ad;(t37) 3 3(t2)
3

ztmitm-[\/ E(3;m,n)+\/5§(2;m,n)]},

mn=1

ot £14,821,t3; sont les coordonnées relatives & di, da, d3 du point d;.
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En particulier, on a
S = (1:3,2) — (1;2,3) = —2V kaks 71,
\/ keks

,%1,

«/zgzz;y

Fi=(21,3) — (%3,1) =

3-45

fé = (3;211)’ - (3;1;2)I =

!
ou %, et &1 ont été définis par (2-21).

1,

On a done

A1

— = 0.
21

3-46 J:+ J5 +
3. Ge que devient le systéme (2-5).
En tenant compte des équations (1-27) et (3-41), on trouve
facilement
'a,) que les points x, dix, dyx, dsx, didix et dy * djx sont linéaire-
ment indépendants ; '
b) qu’en utilisant la base d}, dj, dg du \plan w, le systéme (2-5)
devient '
dixdix = azx + bidix + eidax + fidiz,
dyxdgx = azx + bydix + eydyx + fidix,
didio+Tadadie = gl + ghdie + ghdie + ghadie,
ddsx + kdidix = g3 + g33dix + giodox + g35d5w,
ou Pon a posé
3-47¢ g = — V'ksas + V ksas,
by = — v kabs + \/ Jgbs,

— ool — [sea+ Fafil,

\/ keoks
fa= E[f 2—es] + 2— — [k3ea—kafs],

2 ok3
93 = a — 2 kaksaz,
Gor = b — IrV Ieakes ff-—»”iz]
) ks ke
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ka\1
Too = ?géds[log(kzksn + {; 20+ (223) + (2;3,2)2 —
| \/ ke
gég = 12]@ Nig — \/]62 Niz (Niz et Nig définis par (2-29)),
3-47

<uite | €6 OU les autres coefficients s’obtiennent des precedents par le

tableau suivant
7 ’ ’ r !’ ’ 7 !
as, bi, €3 fa 92 9210 920 P23
’ 7 ’ ’ ’ ’ ’ ’
ag, by, fa, €35 93 9315 9335 932

dans lequel il suffit de remplacer v par —A/k; dans la valeur

d’une expression de la premiére ligne pour obtenir la valeur de

Pexpression correspondante de la seconde ligne.

4. Ce que devient le systeme (3-21).
Comme au numéro précédent, on trouve facilement que le
systéme (3-21) devient
di=dym = Apn + Bidim + Egdgm + Fadgm,
dyxdgm = Agn + Bydon + Exdom + Fodan,

ke
ddom -;;/‘1 Kiphdim = Gom + G21d17)1 + Gzzdz"’ll“’“std V)l»

k ’ 14
dadsm *,71 Kishdim = Gom + Ggydim + Giodim -+ Gagdan,
. 1 . .

3.48 ott I'on a posé
AL = —AVkAs + VA,
B, = —\/kzBs + V/ksBs,

1
By = {dl[log(P?kzks)] —e3— 2(2;1,2) —fo — 2(3;1,3)} +

2\/_

(ka(3;2,1) + ks(2;3,1)},



3-48 )

suite

T 1 k
F, = Egdl[log(iﬂ + es -+ 2(2;1,2) — fo —2(3;1,3) +

1
—— {k2(3;2,1) — k3(2;3,1)},
5 szks{ 2(3;2,1) — k3(2;3,1)}
K, — o, Y Eaba s
ky
Gy =A —-’W%AI,
k B
G = a(K3a) — 228l 3t )] + Ve 222 %
%1 -/% 3
IK o b
+ — ) 4 2(21,2) — 2(2;2,1) + 2(3;1,3) — 2(3;3,1);,
M1 ks
Tl , ‘
Gy = — l/—2§—dz[log(p§k;k§)] -—ki — 2fi — 5(3;2,3) + 3(3;3,2)2
2 . : .
+ \/Eé ds[log(eSk3kT)] _i — 21 — 5(2;3,2) + 3(2;2,3)5,
3
Gz = — ¢33,

et ol les autres coefficients s’obtiennent des precedents par le
tableau suivant

A:’i: B:)”’ Eé? Féa K:’lm G;: Gél? G;2’ Gés

Ay By, Ty By Kig Gf, Gy, Gig G,

dans lequel il suffit de remplacer Vs par —\/ky dans la valeur
d’une expression de la premiére ligne pour obtenir la valeur de
Pexpression correspondante de la seconde ligne (notons que pour
obtenir Gj,; et G, on doit se souvenir que Kj, et ¢;, deviennent

| respectivement Ki; et g3,).
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CHAPITRE V

CAS ¢, =#1=0.

1. Préliminaires. ;
Notons tout d’abord que #1 =0 entraine V’existence sur la
Vs(x) d’un systéme de surfaces qui contient les systémes de courbes
(Re) et (Rs) et qui sera désigné, dans ce chapitre, par (X).
Moyennant (3-11), (3-12), (3-44) et (3-47), on obtient
= diz + 01 avec 0, = — [e3+(2;2,1)] = —[fo+(3;3,1)],
dis = [+ (L, lyn 0.§=2,3 et i),
Ty = B+ (i1 T 3,§=2.3 ot i),
dyyr = dadsz + Odaz + wdi(61),

ol y1 désigne, comme convenu en (3-13), le point générateur de

3-49

la variété transformée de (x) par I'intermédiaire d’un quelconque

| des ool doubles systémes (Ri, ) conjugués de premiére espéce

| sur (2).

De (3-49), on déduit déja les remarques suivantes :
a) la variété (y1) se réduit toujours & une courbe (résultat déja
donné par (3-17));

‘ b) Pespace (n+1)-tangent a la courbe R; issue de x contient
toujours Pespace n-tangent & (y1) en 1 et contient donc ainsi un
sous-espace qui est fixe lorsque  décrit z;

¢) lorsque y1 décrit une courbe située entiérement dans un
espace & n dimensions (n=1,2,...,5), les courbes R, sont situées
au plus dans des espaces & n + 1 dimensions.

Remarquons ici que, si la propriété c) est en fait immédiate, sa
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réciproque l'est beaucoup moins bien que nous démontrerons
bient6ét qu’elle a lieu pour certaines valeurs de n.
Les équations (3-49) donnent directement

\ didhyr = [b5+2(1;8,1) —(1;1,6) [dwy1 + .91,

d;d1d1y1 = [b;—f--?)(l;’&.,])'—2(1;1,i)']d1d1y1 + ..-d1y1 —|— Y1,
3-50 ete.

f ol ,j=2,3 et i5%4j et ol les ... représentent des coefficients dont on
\ n’a pas calculé les valeurs.

Par ailleurs, (3-48), (3-47), (3-44) et (3-22) entrainent

keoks. M '

1 J10 (91 PN | by i)+ 2Ly =By 4 (519,

1,j = 2,3 et z;éj. I
De (3-51), (3-50), (3-49) et (3-20), on déduit finalement

(Y1) = (duy1) = ([danyr) = (dsny) = (dydgm,y) = 0,
(nu.dy) = (dan,diyr) = (dym.diyr) = (dodini,dayr) == 0,

1 koks M
(n,diday1) = — (dun,duyr) = EZTJ >
1
ks M
55y (Bimdidiys) = 93«2]613 [B; + (1;1,2)],

prkoks M1
ky

k. k M
(d; d3m,d1dly1) - e

/ (d3m,diday) = [B; 4 (1;1,3)],

{d3[Bs+(1;1,3)'] +

|
|
|
|

2. La tangente a la courbe (y;) en y;.

Puisque la tangente & (y1) en y1 est déterminée par les points
y1 et dyyy et puisque les hyperplans v, dgn, dim, dydsn: sont tou-
jours linéairement indépendants, on déduit de (3-52) que la tangente
& (y1) en y1 coincide avec 'intersection compléte des quatre hyper-
plans 1, dym, dym, dadgn.

De (3-52), on déduit encore que la courbe (y;) sera une droite

sous la condition nécessaire et suffisante que .41 = 0.
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En conséquence, on a bien que la condition nécesswire et suffi-
sante pour que la courbe (y1) soit une droite est que les courbes Ry de la
Va(x) soient des courbes planes.

De plus, lorsque .#1 = 0, nous avons vu en (3-39) que la surface
(1) appartient & une S; fixe. Maintenant, on peut compléter ce
résultat en remarquant que cet Sz coincide avec Pintersection
compléte des deux hyperplans 1 et dig1.

Donnons encore l'interprétation duale de cette propriété :
Jorsque A1 = 0 avec évidemment #1 = #1 = 0, les 0 hyperplans
1 passent tous par une droite fixe qui coincide avec la droite
décrite par yi. |

3. Quelques conditions d’intégrabilité du systéme (3-48)
valables lorsque #; = #1 = 0 avec .#1 7 0.

Dans ces hypothéses, Je systéme (3-48) prend une forme assez
simple (on a notamment Kj, = Kj; = Gy = G4, = 0, F5+(3;1,2)
= B;+(2;1,3) = — 1—11 M;, Fi+(3;2,1) = By+(2:3,1) = — % M)
et permet de trouver assez facilement quelques conditions d’inté-
grabilité utiles pour la suite. Ces conditions d’intégrabilité devront
évidemment étre des conséquences des conditions d’intégrabilité
du systéme (2-5), mais, en les déduisant directement de (3-48),
elles seront sous une forme directement applicable.

De la premiére de (3—48), on tire facilement la valeur de
dididyn: tandis que la troisiéme donne la valeur de didjdym. Si
’on compare ces deux expressions et si 'on fait la méme chose
avec les valeurs de djdidim et dididin, de dydydin eb dgdidim, on
obtient des conditions d’intégrabilité (valables seulement lorsque
J1=H1 =0 avec M1 # 0) parmi lesquelles nous retenons

gdé[Bé + (131,2)]— [Bj + (1;1,2)1[G — Bg — (1L1,2)] —

L) B Ly — G =0,

( dyB; + (151,31 —[Bj + (1;1,3)1 [Ggs — By — (11,3) 1 —
5alBs + (151,2)]— Gz =0,
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[ dg[B3+(1;2,1) T —dg[By+(1;3,1) T+ [Bg+(1;2,1)'1[(2;2,3) —(2:3,2)']
+ B3+ (1;3,1)1[(3;2,8)'—(3;3,2)'] = 0,
3-53) @3l Bs+(1;1,2)' 1—dg[Bo+(1;1,3) 1+[B; + (1;1,2)1[(2;2,3) —(2;3,2)']
suite C B (1:1,3)10(3:2,3)—(3;3,2)] = 0,
ol la derniére s’obtient en tenant compte de I'avant derniére et
\ des équations (1-33) relatives & la base dy, d;, d3.

4. Plan osculateur a la courbe (y;) en ¥, lorsque .41 £ 0.
Posons
Cla = dgm — [B3+(1;1,2) T,
- Cis = dam — [Bay+H(L1,3) s,
My = da[Bg+(1;1,2)'T— A — [Bi+(1;1,2) [B5+(2:1,2)] +

BB CMBLH(LLY),
/ iy = AIBy+(1L3)] — Af — [Bi+(LL3Y T Tt (351,3)] +
|
1
3 MBS+ (11,2 )

En tenant compte de (3-53) et de ce que deviennent les (3-48)
dans le cas considéré ici, on obtient

a) les hyperplans C,, {33, d3li; sont toujours linéairement

!

indépendants ainsi que les hyperplans {3, {15 d505s;

b) d3lis = [Ga—Bi—(1;1,2) 15 + Gislis,
d3lis = [G35—Bs—(L1,3) 115 + Gilia
3.55 @812 — d3l1s + [B3+(1;1,2)'+(3;2,3)'—(3;3,2) [ 1s —
[Bs+(1;1,3)'+(2;3,2) —(2;2,3) 1 = O,

‘1 d - AV A4 ’
| diis = — Miia + [F5+(BL3) Ko — Mg,
1
s = B4+ (21,2) Tk — ;Milis — M.

Moyennant (3-49), (3-50), (3-51), (3-52), (3-54) et (3-55), on
trouve
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3-5

3-578
/

(Ciz??/l) = (C£3,?/1) = (décisayl) = (d:;C127y1) =0,
(€latiyn) = (Ciadiy) = (d581s,0191) = (d3812,d1y1) = 0,

| (Cardidiyn) = Cisodidiyn) = (d5815.d1day) =(d5lls.didiya) = 0,

keoks M
(o) = = Tj=2.3 et i)
6 koks M 4 , .
(@5 o) = S (A0 + TB]+ 2(151,6) — (1) T}

=23 et iZj),

(¢
| (d5810,%) = (d3l]s7) = (dodym,x) = — 2p1keks,
(

Cox) = (Crodix) = (Cotidiz) = ((yodididaz) = 0 (1=2,3),
(Ciosdidididiz) = (Cidididiyn)  (6=2,3).

De ces équations, on déduit que le plan osculateur & (y1) en
y1 coincide avec lintersection compléte des trois hyperplans
Cias C1as 43815 (intersection qui appartient aussi & Phyperplan dlis)-
Ce plan restera fixe et en conséquence la courbe (y1) sera une courbe
plane sous la condition nécessaire et suffisante que I3, = I3, = 0.
De plus, on voit également que 1’Sg 3-tangent a R en « coincide avee
Pintersection compléte des deux hyperplans {3, et {j;. Cet Ss
restera fixe lorsque x déerit Ry et en conséquence les courbes Ri
seront des courbes situées dans des Sz sous la condition nécessaire
et suffisante que I}, = IIj; = 0.

On a donc que la condition nécessaire et suffisante pour que la
courbe (y1) soit plane est que les courbes Ry de la Va(x) soient situées
dans des Ss.

5. S3 3-tangent 4 (y;) en 7, lorsque IIj, et I[I;; ne sont pas
simultanément nuls.

Posons
Gy = Miplse — M350,
1 1
*@i = Hiadl(niz) - Hizdl(nis) + ‘1 Ml(nis)z - 1 Ml(Hiz)2

+ T3 M55 Eg+(251,2) —F—(3;1,3)'].
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Compte tenu de (3-55), on trouve

| dals = Uia{dy(Tlhs) 4 T3 [Grop—Bs— (131,21} —

3-58

3-59

Cia{dé(nis) — HizGéa} - Hisdéq&

d3t1 = Lia{ds(Il3,) — MisGiaa} —

Cis{da(I115) + T1a[G3—Bs—(1;1,8)]} + I1ad3Cs,,

1
it = Ciafda(T3e) + Tl B+ (51,27 + TG} —

1
Cis{dl(nis) -+ ZMlniz + H£3[Fé+'(3§1,3),]}-

En ayant égard & (3-50), (3-56), (3-57) et (3-58), on obtient
(o) = (Codugn) = (Chdaduyn) = (Cy,dadaduzn) = 0,

L @) = (ddwn) = (AT Lddvy) = (dX5dadrdayn) = 0

7 = 2’3’
(Crr) = (L) = (C1,dhdrz)y = (Z1,dhdidix) = (C1,didididyz) = 0,
(d581,) == 2p1kaksIl s, (A @) = —2p1kaksl )y,
koks M

(Ciydldldldlyl) e w :'D

ky

koks A
@) = — = +

ky
Z[Bi+3(1;1,5)—2(1;¢,1)']}

3,j=2,3 et i £ .

Si I’on remarque que (3-59) et la premiére de (3-49) montrent
que Vhyperplan II3,d3¢; + I11,d5C; coincide géométriquement
avec {; (en effet, ces deux hyperplans coincident avec I’hyperplan
4-tangent & Ry en ), on trouve facilement que parmi les hyper-
plans {3, d;C1, 307 il y en a toujours au moins deux linéairement
indépendants et qu’il n’y en a jamais plus de deux. De (3-59), on
déduit alors que 1’Sg 3-tangent & (y1) en ¥ coincide avec l'inter-
section compléte de ces trois hyperplans. Cet Sz restera fixe et en
conséquence la courbe (y1) sera située entiérement dans un Sz sous
la condition nécessaire et suffisante que #; = 0. De plus, on vérifie
également que I’hyperplan 4-tangent & R; en z coincide avec 'hyper-
plan ¢;. Cet hyperplan restera fixe lorsque 2 décrit Ry et en consé-
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quence les courbes Ry seront des courbes hyperplanes sous la condi-
tion nécessaire et suffisante que #; = 0.

On a donc que la condition néoessaire et suffisante pour que la
courbe (y1) soit située enterement dans un Sz est que les courbes Ry

de la Vs(x) soient des courbes hyperplanes.

6. Remarque.

Notons que nous pouvons & présent déterminer trés facilement
I’hyperplan 4-tangent a (11) en y1 et en déduire la condition néces-
saire et suffisante pour que (y1) soit une courbe hyperplane (les
calculs sont cependant assez lourds). Toutefois, ces considérations
ont ici moins d’importance que précédemment, car,. si le fait
que (y1) est une courbe hyperplane entraine encore que les Ry
sont des courbes situées dans des S5 (qui coincident ici tout sim-
plement avec 1'Ss dans lequel se trouve la Vs(z)), la réciproque
de ce théoréme n’est plus vraie contrairement & ce qui se passait
dans les cas ot la courbe (yi) était située entiérement dans un
espace & n dimensions (n = 1,2 ou 3). En effet, si cette réciproque
était vraie, (y1) serait toujours au plus une courbe hyperplane puis-
que les courbes Ry sont au plus des courbes de IS5 dans lequel se
trouve la Vs(x). Or, ‘cela n’est pas toujours vrai ainsi que le mon-
trera ’exemple du numéro 8 de ce chapitre ou (y1) pourra étre une

courbe située dans Ss sans appartenir & un hyperplan.

7. Résumé des principaux résultats obtenus dans le cas

f 1 =1 =0.

En faisant le résumé des propriétés obtenues jusqu’a présent
pour une Vg de S5 du type (1,1,1,1) telle que ¢1=#1=0, nous
obtenons les propositions suivantes. '

11 existe toujours sur une Vs(x) de ce type ool systémes de courbes
(%) définis par le fait qu’ils appartiennent av systeme (Z) de surfaces
de (x) déterminé par les systemes de lignes principdles (Re) et (Rs).
Ces systémes de courbes (%) sont tels que les doubles systémes (R1, €)

sont conjugués de premiére espéce sur (@) ; la variété transformée de
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(x) par Uintermédiaire d’un quelconque de ces doubles systémes est
indépendante du double systéme considéré et son point générateur o été
représenté par y1. Ce point yi reste five lorsque x décrit la surface
et lorque x décrit toute la Vs(x), y1 décrit une courbe de Ss.

Cette courbe se réduira & une droite sous la condition nécessaire et
suffisante que les lignes principales Ry de (x) soient des courbes planes.
Cela a liew si et seulement si M1 = 0. Lorsque cette condition est
vérifiée, le point 11 décrit une surface non développable située entiére-
ment dans wn Sz five, qui coincide avec Uintersection compléte des
hyperplans i1 et dyy.

S M1 £ 0, la courbe (y1) n’est jamais une droite et la variété
() est une Vs de S5 du type (2,2) dont les deux systémes & asympioti-
ques sont représentés dams le plan @ par les points dy et dj et dont les
systemes de lignes principales sont donnés par le point dy et les points
de la droite (dy-ds). Les hyperplans bitangents & (71) en son point
générateur sont x pour celui qui correspond au systéme de lignes
principales représenté dans © par dy et 31 powr celui qui correspond
aux outres systemes de lignes principales de la Vs. Les propriétés
des Vs du type (2,2) trouvées par E. G. Togliatti [10] et celles que
nous avons également signalées [11] sont applicables ici & (7).
Notamment, nous pouvons dire que la Vs(31) est le lieu de oo! sur-
faces non développables situées dans les Sz 1-caractéristiques de la
famille & un parameétre essentiel formée par les hyperplans 7;..

Plus particulierement, (y1) sera une courbe plane sous la condi-
tion mécessaire et suffisante que les lignes principales Ry de (x) soient
des courbes situés dans des Sg. Cela a liew si et seulement si 11, =
I35 = 0. Lorsque cette condition est vérifiée, ces Sz ont en commun
un plan fixe, qui est le plan de (y1), et (1) est une Vi du premier type
cas (2,2) dans la classification de la référence [11].

(y1) sera située entiérement dans un Sz sous lo condition nécessaire
et suffisante que les lignes principales Ry de (x) soient situées dans des
hyperplans. Cela a liew st et seulement si B, = 0. Lorsque celte con-
dition est vérifiée, ces hyperplans ont en commun un Sz fixe, qui est
S déterminé par la courbe (y1), et (1) est une Vs du second type cas
(2,2) dans la classification de la référence [11].
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8. Exemple.

Dans ce numéro, nous surmonterons les points de Ss d’une
flache pour ne pas les confondre avee les fonctions. De plus, nous
introduirons quelques nouvelles notations qui ne seront valables

que pour cet exemple.

Considérons dans S5 un point quelconque fixe % un point
quelconque z fonction d’'un parametre essentiel que nous désignerons
par u et un autre point quelconque 7 fonction d’un autre parametre
‘essentiel que nous désignerons par w. Supposons encore que T ne
g’évanouisse pas, que les courbes décrites par % et t ne soient pas
planes et que le plan osculateur & (2) en Z soit disjoint du plan
osculateur & (;) en f.

De ces hypothéses, on déduit facilement que les points 2, Zu,
Zuw, Z i ws wa forment une base de Ss et qu’il existe en conséquence

des fonctlons U, jk, gr (k=0,1,...,5) telles que 'on ait

T — o} + inbu + i + Ga8 + iata + istuww,
3-60) Frpmw = job -+ Jiu + Jofun + st + jabw + ot wus
(z — 405 + g + @ a5t + Gabu + gt wor-
Des hypothéses faites sar _’i‘, %, £, on déduit que

ks js qr (K=0,1,.. .5) sont au plus des fonctions de «, w;

isis = 0, car, dans Phypothese contraire, il suffit de dériver la pre-
") miére de (3-60) par rapport & u et w pour arriver & une conclusion

contraire & nos hypothéses.

Considérons maintenant le point

Z = ez + 'ut T ob v désigne un pouveau paramétre indépendant

de u, w et ou e représente la base des logarithmes népériens.

% est donc un point de S5 dépendant des trois paramétres u, », w.
Lorsque ces paramétres varient, on vérifie facilement que z déerit
toujours une Vs effective telle que les pomts %, Tu, &y, Ty et deux
quelconques des trois points Fuu, Zovs Zww Solent linéairement
indépendants. De plus, on trouve que les coordonnées de # vérifient

le systéme d’équations aux dérivées partielles suivant
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3-63S

|

> > > > 1—>
Tuw =0, Ly = Xy, Tow = 511710,

% %4
> > > > L1l .\ .
kxZuy + koXoy + ksZww =2 — Z)xu — (v+i3)Ly — ;95 ws

ol l'on a posé
1 . . 5
k= —, ko = —[ev — ve? + 19 — 13¢Y], ks = =
ev , e . v

Ce qui précéde démontre que Z est le point générateur d’une
Vs de S5 du type (1,1,1,1) telle que #1 = 51 = 0. Il s’agit méme
ici d’'un systéme point de Guichard référé & ses lignes principales et

, 1
tel que%”1=%3=0;<}’f2=—~—1,.
v

Le point générateur 71 de la variété transformée de (¥) par
Pintermédiaire d’un double systéme conjugué de premiére espéce
sur (z), tel que son premier systéme de courbes coincide avec le
systéme de lignes principales u, est donné par 1 = %, et coincide
donc géométriquement avec z,. En conséquence, puisque nous
n’avons imposé & (2) que de ne pas étre une courbe plane, on concoit
facilement que la courbe (1) peut étre une courbe de Ss qui ne se
réduit pas & une courbe hyperplane.
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CuAPITRE VI

CAS 41 — 0 AVEC #1#1 # 0.

1. Préliminaires.

“Moyennant (3-26), on voit que, dans le cas considéré ici, on a,

ou bien 51 + 2\/76—2764?,{;—E = 0, ou bien #1 — 2\/—70—210 S = 0.
y :

i
Toutefois, ces deux possibilités conduisent & des conclusions
géométriques complétement analogues : il suffit en effet de permuter
les réles joués par les points dy et d} pour passer d’une & l'autre.
En conséquence, nous pouvons supposer en toute généralité que

3.64 H1 =2V Ic—z?a% avec F11 7 0.
1

Dans ces conditions, les équations (3-10), (3-11), (3-12), (3-17),
(3-44) et (3-47) donnent
tzfg = _\/E: tgrg = '\/Ey d(g - d;a

1
b= —3 [ea+(2;2,1) +f2+(3;3,1)],

M= b+ (2L, o1 =ag + dgf),
Q1 = o1 — Mby,
3-65 4, = dix + O,

dyn = hy + Qs

diyy = [by+(1;3,1) yn —#1dgw + <,

dyy = Ouyr + dadar + a[da(61) — 6],

ol ¢ (notation seulement valable pour ce chapitre) est défini par
e = aj + dj(01) — Ba[by+(1;3,1)]-
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A Taide de (2-9), (2-21), (2-34) et (3-64), les équations (3-44),
(3-45) et (3-47) donnent notamment

es 4+ (2,2,1) = f; + (3;3,1) = — 6y,
1
fo+ (3;2,1) = o0, fi+ (312 = 4,
1 ‘
e + (2;3,1) = —o, ey + (2;1,3) = 1[%1 — 251],

T g = —tir,

1
Fs= ;[v/fl + 25#1],

‘ 1
Iy = —— M.
/3 4 1

Des deux premiéres équations du systéine d’équations aux déri-
vées partielles de (3-47), on déduit facilement les valeurs de ddjdyx
et dydydixz. Si 'on compare ces deux expressions, on obtient des
conditions d’intégrabilité parmi lesquelles nous retenons
Q1 = — #1955,

e = d}(#1) — H1a + H[(3:3,2) —(3:2,3)'] + Hrgls.

De plus, (3-20), (3-41), (3-47), (3-64), (3-65) et (3-66) entrainent
(My1) = (mdign) = (dinuyr) = (ndidign) =didim.y) = 0
(0,k = 1,2,3, mais k £1),

3-67

plkzk&//l 1

ky

(m,daday1) = (didim, i) = — (din,days) =

(n,d3d5y1) = (dadoniyn) = 0,

(. ddyyn) = (dodyni,yr) = 201koks sy,
(dynyr) = (dyndiyn) = 0 (1=1,2,3),
(dsn,didyr) = (dyn.diday) = 0,

3-68
kaok kok
(Amdudayy) — PE dg[log<‘fi ; Ml)] o+ 2(11,2)
ky ky
—_ 2(1;2,1)/%,
1
(dym,didsy) = — 291762103% 1#1,
(dandiday) = 201keksQy,
(dsmdidzyn) = 2o1keka st 1{d[log(prkaks#1)] — M + 2(3;3,2)'

\
— 2(3;2,3)'}.
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3-69

3-70

Rappelons que nous avons déja démontré que, dans les hypo-
théses considérées ici, (1) est une Vs lorsque Qi est différent de
zéro tandis que (y1) est une surface lorsque Q1 est nul ; (71) est une
Vs du type (2,1,1) lorsque #1 est différent de zéro tandis que (71)
est une surface ® parabolique lorsque .#; est nul. En conséquence,
ce chapitre nous conduira & envisager en plus de la condition (3-64)
les cas suivants : ou bien #; = Q1 = 0, ou bien 41 = 0, Q1 #0,
ou bien .#; = 0, Q1 = 0, ou bien #1Q; 7 0.

2. Quelques cailculs valables lorsqu’en plus de (3-64) on a
My = 0. '

Afin de ne pas effectuer deux fois des calculs semblables, nous
allons chercher, dans ce numéro, quelques conséquences de I’hypo-
thése .#1 = 0 sans préciser si Q; est nul ou pas.

Lorsque #1 = 0, nous savons que les lignes prineipa,ies (Rq)
de la V3(x) sont des courbes planes. On a done
dididix = pox + padix + pndadaz (Lo, 1, it notations seulement
valables pour ce chapitre).
Moyennant (3-47), (3-65), (3-66) et (3-69), on trouve
didiyr = joyr + Jidaya + j,
Cdidyyr = mduyr + yi{di(M)+ Q) + 2{d1(Q1)—Qn61},
didyn = dyi{m+(1;2,1)—(1;1,2)'} +
yu{di(M)+Qu+M[(2;2,1) —(2:1,2)' ]} +
w{dl(Ql)leel'+‘Ql[(2;2:1),—(2§1,2),]}:
Hrdydyy = —Qudzyn + yl{fldé(h)+Q1[bé+(1;3,1)']4-//17\%} +
x{yfldé(Q1)+€Q1+%17\1Q1},
didgn = Mdi + ndi(h) + Qudge + 2ds(Qu),
did iy = dgn{n+(3:2,3)—(3;3,2)"} + key 1y -
y{dy(n)+l(2:2,3)—(2:3,2)1} + Qudsz +
w{ d3(Qu)+Qul(2:2,3)' —(2:3,2) ]},
| didiyr = dign{+(3:1,3) —(3:3.1)'} + dyi{ by+(1;3,1)'} +
| Jaoy1 + js,
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- dydgp = dly; + diyi{ b3+2(1;3,1)—(1;1,3)"}

1 1
! + yl{j:i()“"é% 1M} 4+ x{js — EW 1Q1},

ou 7, 5,50, j1, J3, jso (notations seulement valables pour ce chapitre)
sont définis par
T = diflog(##1)]1—014(2;1,2)'—(2;2,1)' +(3;3,1)'—(3;1,3),
J1 = pa1 + 0Oy, '
Jo = p1— puib1 + 2ds(61) — 62,
J = o — a1 — paa[d1(61)—02] + dadi(61) — 36:d1(6,) + 62,
Jao = di{bi+(133,1)'} + e — A1 b4+ (1;1,2)'} +
{02+ (1;3,1) Y —duflog(#1)] + 6, — (2;1,2)"+(2;2,1)'},
J3 = di(e) — a3t + 0141 bs+(1;1,2)'} —
{dillog(##1)] + (2;1,2)" — (2;2,1)'}.

Les équations (3-65) et (3-70) donnent encore

3-70

suite

daidys = x4 .diyi+ . —3‘;_1

dsdhdiys = .x+.yn+.diys + digi{jo+iir} + jdlw,
didsdiys = a4+ .y1+.diy,
did iy = -4yt - déyl{dl(r)—k'r['r—i—(3;1,3)'—(3;3,1)’]}
didsdiys = .+ yi+.dup+.digy + '
dgr{d1(Q1) — Q161 + Qu(2;2,1)'—(2;1,2)'1},

dedidiy; = Yy diyn - dgyn + tQud g

De ces équations et du fait que les points z, Y1, iy, Ay, dgx
sont toujours linéairement indépendants, on déduit les conditions

déyl s

I

d’intégrabilité suivantes
J=0,
3-TK jo + jir — di(z) — 12 = 0,
d1(Qu) — Qulb+7+(2;1,2)—(2;2,1)'] = 0.
Considérons maintenant le point z = dijys — vy1 (2 notation
seulement valable pour ce chapitre).

En tenant compte de (3-70) et (3-71), on trouve immédiatement
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z = dyy1 — YL diz = {h — T3z,
| doz = {7\1+(1;2,1)’——(1;1,2)’}z + 73y,
diz = {b;+2(1;3,1)"——(1;1,3)’}z‘-\— ryy1 + 1%,

ol 7,74 73 (notations seulement valables pour ¢€ chapitre) sont

définis par
3.72 )
r=js— 5%1(%1, ,
ry = di(M) — dyr) + Q + 7\1[(232,1)'—’(2913)/] +
’F[(1§2,1)'—‘(1;1,2)'],
1
— 5%17\1 —dg(v) + T[b'z+2(1;3,1)"“(1;1,3)']~

Il
1
} ’ .

Ty = J30

De (3-65), (3-70) et (3-7 2), on déduit facilement les valeurs de
didyz, dadoz, did sz, dedsz sous la forme d’une combinaison linéaire
des points linéairement indépendants 2, Y1, *> diyr. Ces expressions
donnent de nouveau une série de conditions & intégrabilité parmi

lesquelles nous retenons

g r 4+ Hry =0, ,
573 da(rp) + Zrim—rajr T P33, —(3:1.8)1— 57 =

1

w

De plus, en ayant égard & (3-68) et (3-7 2), on trouve

'Iml) =0 (@,k=1,2,3)
s hypotheses considérées ici,
Punique systéme

374 (zm) = (2, dm) = (@did
Par ailleurs, on sait que, dans le

(1) est une surface @ de Segre parabolique dont

de caractéristiques est représenté dans le plan © par les point da.
On a donc

515 didym = qom + Gdam T qidim ov g0, 4245
valables seulement pour e chapitre.

sont des mota tions

Le fait que (dadant, dyy1) = ga(dsn djyy) donne alors

3.76 #1953 = Q1.

Ces calculs et ce que nous connaissons
deux numéros suivants.

déja vont nous permettre

de donner les conclusions des
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3. Cas A, = Q; — 0.

Dans ce cas, i coincide géométriquement avec et (1) est une
surface ® de Segre du type parabolique. L'unique systéme de caracté-
ristiques de cette surface est Jormé de droites et est représenté dans le
plan = par le point dy s Uhyperplan osculatewr o (M) en son point
génératewr coincide géométriquement avec .

Le point dyy, coincide géométriquement avec Y1 el (y1) est une
surface de Ss. Le systéme de courbes de (y1) représenté dans le plan r
par dy est formé de droites et, en conséquence, (y1) est une surface
réglée.

Plus particuliérement :

a) Lorsque 7} = 0, les équations (3-73) et (3-72) montrent que
re =7 =0 et que z est un point fixe de S5. Dans ces conditions,
(1) est ume surface ® parabolique, réglée et située entiérement dans un
hyperplan fixe, qui coincide avec 2, tandis que (1) est un cone de Ss
de sommet z.

b) Lorsque 7, = 0 et r3s # 0, les équations (3-73) et (3-72)
montrent que r = 0 et que z décrit une courbe de S; (diz et djz
coincident géométriquement avec z). Dans ces conditions, (n)
est une surface ® parabolique, réglée et telle que son hyperplan oscula-
teur, qui coincide géométriquement avec 3, ne décrive quw’une famille
a un paramétre essentiel, tandis que (y1) coincide avec lg surface
réglée décrite par les tangentes & la courbe (z).

¢) Lorsque 7} 5 0, les équations (3-73) et (3-72) montrent que
rr3 7 0 et que z déerit une surface de S5 (diz coincide géométrique-
ment avec z) que I'on vérifie trés facilement étre une surface ®
parabolique et réglée dont Phyperplan osculateur coincide avec 1
et dont le seul systéme de caractéristiques est représenté dans 7
par le point d;. Dans ces conditions, (1) est une surface ® parabolique
et réglée dont Uhyperplan osculatewr coincide géométriguement avec %,
tandis que (y1) est une surface ® parabolique et réglée dont Dunique
systéme de caractéristiques est représenté dans = par le point dy. De plus,
la génératrice de (1) (¢’est-a-dire la droite qui joint y; & duy;) coincide
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géométriquement avec la génératrice de (2) (c’est-a-dire la droite qui
joint z & djz). Les surfaces (41) €t (2) coincident donc géométriquement.
Par ailleurs, on vérifie encore tres facilement que I’hyperplan oscula-
teur & (y1) en som point générateur coincide géométriquement avec
I hyperplan
2 — dim — mi{dlog(erkeks )] — hi+2(3:3,2) —2(3:2.3)')
(¢} notation seulement valable pour ce chapitre).

(Z4) est une surface ® parabolique et réglée qui -coincide
géométriquement avec (1) et dont I'unique systeme de caractéris-

tiques est représenté dans 7 par le point dj.

4. Cas M, = 0 avec Q1 # 0.

Dans ce cas, (y1) est une Vs effective et les équations (3-68)
montrent que les hyperplans »n; et dgni sont tangents a cette Vs en
son point générateur. Plus précisément, si It et V. désignent
respectivement les coniques de 7 associées & ces hyperplans tangents
et si &), 5, t5 sont les coordonnées courantes relatives & df, dj, d3, on
trouve que
I's a pour équation 32 = 0,

T, @ pour équation
2Qutyts + t22{d3log(erkekst1)] — n+2(3;3,2)—2(3;:2,3)'} = 0.

En conséquence, (y1) est une Vsde S5 dont le faisceau de coniques
associé est formé de coniques dégénérées en deux droites généralement
distinctes : une de ces deua droites coincide toujours avec (di-d3) et est
done fiwe ; Vautre varie dans le faisceau de droites de sommet ds.

Par ailleurs, remarquons que (3-66) entraine ici £4 = 0. On
déduit done, de (3-4) et (3-6), que les systémes de courbes représentés
dans = por dy et dy forment sur la Vsa(y1) un double systéme conjugué
de premiére espece et en imwclution.

Compte tenu de (3-4), on trouve que x est le point générateur
de la transformée de (1) dans le sens dj ; (3-72) permet de conclure
que z est le point générateur de la transformée de (y1) dans le sens d.

Puisque Qi # 0, les équations (3-73) montrent que reg =20
entraine r = r4 = 0 et que r5 7= 0 entraine r 7= 0. En conséquence,
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il n’y a que deux cas possibles pour (z) : ou bien ry =0 et z est
un point fixe, ou bien 7, 4 0 et z décrit une surface ® parabolique
et non réglée dont I’hyperplan osculateur coincide avec 71 €t dont
'unique systéme de caractéristiques est représenté dans = par d,.

A ces deux cas correspondent les propriétés suivantes.

Lorsque z est un point fixe (ry = 0), (y1) est un cone de S5 de
sommet z et (1) est une surface ® parabolique, non réglée et situéde
entierement dans un hyperplan fixe qui coincide avec . Lorsque =
déerit une surface (ry £ 0), (y1) est le liew des tangentes aux caracté-
ristiques de celte surface (z) et (n1) est une surface ® parabolique et
non réglée dont I'hyperplan osculateur coincide encore avec %.

5. Exemple.

Comme notre travail a sa raison d’étre dans le fait qu’il existe
des Vs de S5 du type (1,1;1,1) qui ne sont pas des systemes points
de Guichard, comme les deux numéros précédents concernent
certaines de ces Vi (#1 7 0) et comme les propriétés trouvées
permettent de construire de telles Vs, nous allons donner ’exemple
suivant qui, en plus d’illustrer le numéro précédent, fournira done
un exemple de V3 qui n’est pas un systéme point de Guichard.

Pour ne pas confondre dans cet exemple les points de S; avec
les fonctions, nous les surmonterons d’une fléche. De plus, nous
introduirons quelques nouvelles notations qui ne seront valables
que pour ce numéro.

Soit % le point générateur d’une surface ® parabolique non
réglée et située entiérement dans un hyperplan fixe H de S5. On peut
toujours supposer en toute généralité que le point h est 1éféré a
deux paramétres v, w tels que 'unique systéme de caractéristiques
de la surface soit donné par les courbes ». Par un choix convenable
des courbes w et du facteur de proportionnalité des coordonnées
de }—a), on peut finalement supposer en toute généralité que les coor-
données de % vérifient le systéme d’équations aux dérivées par-
tielles suivant
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i;m) = 7:2_h>w avec 12 7%= 0,

howw = gzhw -+ g3h'vw -+ g;hwW>
> > > >
hwww =,7‘2hw +j3hvw +,74hww

Soit maintenant T un point fixe quelconque de S; n’appar-
tenant pas & H et considérons le point
7= uT + 7 ot u est un nouveau paramétre indépendant de v et w.

On vérifie facilement que 7 décrit une V3 lorsque wu, v, w
varient, que les points 7, Ju, Jo, §w» Jows Jww sont toujours linéaire-
ment indépendants et que les coordonnées de 7 vérifient le systéme
d’équations aux dérivées partielles '
f_guu'—_— ?71/,1) = _y)uw = 0;

f_&vv = 7:2?_; ws
?vww = 92_y>w -+ gsng + 94:_';7,”%
@)www = ,72371,0 + j3?_J>vw + j4?7ww-

Sur (7) le systéme de lignes u et un systéme quelconque de
courbes distinct du précédent et vérifiant dw == 0 forment un double
systéme conjugué de premiére espéce et en involution. C’est en
considérant un de ces ool doubles systémes conjugués de premiére
espéce et en recherchant le point générateur de la variété trans-
formée de () que nous posons

Ce point # décrit toujours une Vs lorsque u, v, w varient. De
plus, si Uon désigne par di, dg, d; respectivement les points

w

2 2 Y—
(1,0,0), (—,1,0) et (L(3u-——g4), -,—g—?, 1) du plan =, on vérifie
2 499 229 ’

3
que £ = %{ o[log(iz)]ly — u} # 0 et que les coordonnées de z
%

vérifient le systéme
>
dédl% = ’LLCZ1.% —,

2igdéd1§ = (94—-3’%)% -+ u(4u~g4)d1§ — 2dé§,

> u3 . > > > > ">
dydse + 4Z{u—2[log(z2)]v}d1d1x = .Z+.dix+.dex+.d3x,
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3-77

»3 . N
(5

ou 'on a posé L = u[3u—g4]2 — 2[logiie)]o[t—gs]2—8iz[ g2+ ugs]
+ 8[u—ga] [u2—tay].

Puisque les points z,diz, dsz, dsz, didi# et djd%E sont linéaire-
ment indépendants et puisque les coefficients de didiz dans le sys-
téme précédent ne sont jamais identiquement nuls (pour démon-
trer que L 3£ 0. il suffit de remarquer que Lyu, = 102), # décrit
donc une V3 de Ss du type (1,1,1,1). Plus précisément, on vérifie
trés facilement que (Z) est une Vs de S5 du type (1,1,1,1) telle que
Ay =M1 = 0 avec F151Q1 # 0. (z) est donc bien une V3 du type
considéré aa numéro 3 de ce chapitre et n’est donc jamais un sys-
téme point de Guichard puisque 1 54 0.

6. Cas .#; = 0.

Dans le cas considéré ici (#1 = 0 et (3-64) vérifiée), on déduit
aisément de (3-23), (3-42) et (3-65) que

"Yx a pour équation if; = 0

Yy, & pour équation A1t + 2ki1# 152 = 0,
ou £, t,, t3 sont les coordonnées courantes relatives & di, dg, dj.

Ces équations ou les théorémes (3-27) et (3-34) donnent les
propriétés suivantes : (1) est une Vs du type (2,1,1) ; d} est Pimage
dans © du systéme de lignes principales de (1) qui coincide avec le
double systéme d’asymptotiques de la Vs et Uhyperplan bitangent
correspondant ccincide ovec yy ; dy est U'image dans  de Uautre systéme
de ligne principales de (1) et Uhyperplan bitangent correspondant
coincide avec x.

Notons encore que (3-48) et (3-67) entrainent que la condition
nécessaire et suffisante pour que (y1) soit une surface est que les courbes
de (1) représentées dans n par dj (c’est-d-dire les courbes de (1)
qui sont simultanément des asymptotiques et des lignes principales)
sotent des droites.
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Posons
3-78 $j = djn1 — [Bs+(1;1,2) Ty (3 notation seulement valable pour ce
chapitre).
Les équations (3-68) et le fait que B; + (1;1,2) =
koks. A
d;[log<p_lfk_3_i>]  M-42(1;1,2)'—2(1;2,1) donnent
1
("Pé:yl) = (‘pé?d;yl) =0 (i=1,2,3),
| (Wadidgyn) = (badidsgn) = (badidayr) = 0,
1
\ ($a,adzyr) = —591k2k3%”1¢/11,

9
(ba.didsy1) = 2p1k2ksQu,

3-7

, kn ¥
(s dsdsys) = 291762703%”13%[10%( :1/%’ :

>] +2(1;2,1)'—2(1;1,2)'

1
1+ 2(3;3,2)'--2(3;2,3)'%.

Désignons encore par (Cj) Je systéme de courbes de (1) qui
est représenté dans w par d; et par (%) celui qui est représenté dans
1
% dy+ ZJ/ 14} (C4, €5, D3 notations seulement valables
1

pour ce chapitre).

npar D, =

On arrive ainsi aux conclusions suivantes.

a) Lorsque Q1 = 0, les courbes C; sont des droites sur () et
(y1) est une surfaée (dgy1 = My1).

b) Lorsque Qi % 0, les courbes C; ne sont plus des droites sur
(1) et forment avec les courbes €5 un double systéme (C, €3) conjugué
de premitre espéce sur (n1) ((%5) est d’ailleurs le seul systéme de
courbes de (1) qui vérifie cette propriété) ; le point génératour de la
variété tramsformée de (v1) par Pinterméduaire de ce double systéme
coincide géomélriquement avec (3.

De plus, dans ce cas Q1 7 0, m et ¢, sont deux hyperplans
tangents & la Vs(y1) ;
't a pour équation M1i2 + 2k 182 = 0,
I‘?i; a pour équation —p1kaks st 1M 111t 4 dorkoksQutsts +

(Yo, dsdgyr) 13 = 0.
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Dans ce cas Q1 % 0, on a done : (y1) est une Vs du fype (2,1,1) ;
dy est Uimage dans = du systéme de lignes principales de (y1) qui
coincide avec le double systéme d’asymptotiques de la V3 et Uhyperplan
bitangent correspondant coincide avec w1 ; Dy est Uimage dans = de
Vautre systéme de lignes principales de (y1) et Uhyperplan bitangent
correspondant coincide avec )},
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CrAPITRE VII

CAS A1 #0.

1. Introduction de la base El, ﬁz, ds.

Nous savons déja qu'il existe dans ce cas deux systémes dis-
tincts de courbes que nous avons désignés par (%12) et (%13) et qui
sont tels que les doubles systémes (R1, 1x) (k=2,3) sont conjugués
de premiére espéce sur (). Les trois systémes de courbes (Rz1),
(%12), (€13) forment sur la Vs(x) une base qui jouera un role trés
important dans ce chapitre. Nous désignerons done par di, ds, da
respectivement les images dans le plan = de ces trois systémes de
courbes.

En tenant compte de (3-10) et de ce que devient (3-10) lors-
qu’elle est exprimée par l'intermédiaire de (3-42) en coordonnées

courantes relatives & la base dj, dj, d3, on trouve

Cdy = dy,
ds = — mydy + mids = mads + mads,
ds = mjd} -+ midy = nadz -+ nads,
ou

3-81

3-82

mip = A1+ 2V 1?2173{1, mig = kl,
1

= Vka(my+mp), mg= — ks(my—m5),

Ng = — ’\/kz (my—myg), n3 = \/kg (my+mg).
En conséquence, si I’on désigne par tii, lai, t3; les coordonnées

relatives & dy, da, d3 du point di, on a
=1t =Iln=20,
tipg = 0, top = M2, 3z = M3,

ti3 = 0, tog = me, f33 = M3.
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3-83;

2. Calcul des (i35,5)".

Si on surmonte d’une barre (qui sera parfois remplacée par une

petite barre en exposant) les expressions déduites de la base dy, da, ds

pour désigner celles de la base E],Ez, Eg qui sont définies d’une

maniere analogue, on trouve en tenant compte des formules (1-16)
et (1-21) que
(L:3,8)" = (L;i7,87),

1

(2;2,8) = —— {n3(2;17,87) — n2(3;17,57)},

(35,8)” =

MaNng—1zne

—— {m2(3;17,87) — m3(2;¢7,87)},
Mang—msgnz

1,8 = 1,2,3 et ol 'on a posé

(35

~87) = oydi(dus) 4 Byda(dvs) + esdi(duws).

Compte tenu de la derniére de (1-27), on obtient finalement

(e = Ztmtqsa,p,q),

»,q=1

(258,8)" = ————— {nad(tes) — nadi(tss) +

mang—msng

Ztmtqs[’i’bs(zQP,Q)——%z(?’;p:g)]}’

,9=1

L 1
(352,8) = — {mzdz(t3s) — madi(tas) +

mgng—m3ng
3

Ztmtqs[mz(3;10,41)—%3(2;20,9)]},

,9=1

¥ s = 1,2,3 et ou 4% est défini par (3-82).

e

En particulier, on a

1= (1;3,2)7 — (1;2,3)" = [mans—mgnal #1 = 4V keaksmimj f1,

/2

Fs =
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(2:1,3)” — (2;3,1)”

(3;2,1)” — (3;1,2)"




3-84

suite

————~

3-85

ol P'on a posé

J = f ]+2—d Wl)_—zyfldl( 1>—,;f(];illd1[1og(kzk3)]

et ou l’on a tenu compte de ce que les formules (3-81) entrainent

MoNg — Mgy = 4:‘\/ koksmamsg,

2miD(m}) = D(#1) + 2\/k2k3D< 1) + \/%2—10?,{:.111) [log(kaks)1,
2miD(m}) = D(H#1) —2\/k2k3D< 1) \/122773.";3, Dilog(kaks)],
1

nsD(ng) — nzD(?’bg) = 2]02]63—-]: D[log _3>] _l__
kl kz

2ok
il /1 D) — zyfl])( 1)—%fﬁD[10g(k2k3)]’
m2m3 kl kl

ete.

- ol D représente une direction quelconque de différentiation.

3-86

3. Quelques formules préliminaires.

Nous avons déja désigné par y1x le point.générateur de la variété
transformée de (x) par I'intermédiaire du double systéme (Ri, €1x)
(k=2,3) conjugué de premiére espéce sur (x) (voir (3-13)).

Moyennant (3-11), (3-12), (3-16) et (3-81), nous trouvons done
yie = dix + Ouz,

By = o + Mrdiz = My + Qui,
k= 2,3 avec :

1 1
e = — 5[63+(2;2,1)+f2+(3;3;1)] — 3 Mg,

1 1
b1 = — Sles+(2:2,0) 1ot (33,1)] + 5 mims,

013 — 012 = mymy #~ 0,

o12 = maag + mags + da(012),
A2 = mebs + msbs + (1;2,1)7,
o138 = Mol + naaz + ds(013),
Ms = nebs + msbe + (1;3,1)7,
Qux = o1 — MxBr(k=2,3).

101



Notons que dans le cas considéré ici on a
o dyw = agw + by + eadar + folaz,
s dix = Gox + badhw + eadow - fodsz,
(613—612)do * dsx — ; 1hdix = mz -I- bidix + erdox + fuds,
&y #1dvdnz - dodox - dsdar = ax + bdyx + edox 4 f&sx,

ot 'on a posé

a3 = G19 ——52(912), a2 = c13 — 83(613),

by = e — (1;2,1)7,  bp = nz— (L;3,1)7,
3-g7¢® = — 2 — (2217, @ = —(@3.1), ‘

fa=—(3;2,1)7, Ja = — 013 —(3;3,1)7,

a1 = da(@2) — da(@s) + GaMs+(2;8,2)"—(2:2,3)7] —
as[Ma+(3;2,3)—(3;3,2) 7],

b1 = da(has) — da(hz) + Msl(2:3,2)7—(2:2,3)7] +
M3[(3;3,2)"—(3;2,3) 7] — 613(1;2,3)” + 612(1;3,2)7,

e1 = da(612 — B13) + 013 — O1odas + (Bra—bis) (2;2,3)",

fi = da(612 — B13) — 613 + B1ghas - (612—013) (3;3,2)7,

et des valeurs non calculées pour a, b, e, f.

La démonstration de ces formules (3-87) pourrait se faire en
travaillant d’une maniére analogue & celle employée pour obtenir
(3-47). C’est d’ailleurs par cette méthode que nous avons obtenu la
quatrieme de (3-87). Par contre, les trois premiéres de (3-87)
s’obtiennent i)lus facilement de la maniére suivante. Si, dans la
seconde de (3-86) pour k& = 2, on remplace y;2 par sa valeur, on
obtient directement la valeur de Ezdlx. De méme, on trouve de la
seconde de (3-86) pour k = 3 la valeur de dsdyz. De ces valeurs de
dedrz et ‘dsdyx, on déduit directement les deux premieéres de (3-87)
et les valeurs de dsdadyz et 21221301190. Si ensuite on compare ces deux
différentielles troisiémes, on obtient finalement la troisiéme de
(3-87).

De (3-87) et (3-86), on déduit maintenant

3;88 Y12 = dyx + O1em,
diy1z = didix + Oradix + 2d1(612),
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doy12 = o127 + Medhix = May12 + Quaw,

3 88 dayz = x{az—i-ds (012)} + Asdix + (61—613)ds2 =
Msyiz + (012—013) Vs -+ x{d3 012—013) +o13—M3012}.
Finalement, en tenant compte de (3-20), (3-81), (3-86), (3-87)
t (3-88), on trouve
[(ngn2) = (mdiyie) = (domyie) = 0 (i = 1,2,3),
(m,didoy1s) = (nl,dzc_lzym) == (7)1,33323/12) = (*/)1,6117133/12) = O:
koks A
(q,dadayne) = 22201
ko
(1, dadayie) = 4p1kakst 1,
(don1,y12) = (dzmﬂzym) = (Eilzz“/)l,ylz) =0 (1=123),
(dom1,diday12) = (dzm,d‘ad;ylz) =0,
(dzm,dzézym) = — 4pikeksmym;Qaz,
3-89 (dznl,d161_:3y12) = 4p1koks 1}7 2,
- k kg% koks M -
(dom,drd1t12) = e 13 [l (pl_zs_.l>:l — A2 + 2(1;1,2)
— 2(1;2>1)_$,
- == . , Qi
(doma,dsdsyiz) = 4o1kaks ({de[log(p1keks 1)) — M2 + ——
2773
_(Eééik‘nl,y12) = ('Yll,aiakylz) ¢,k = 1,2,3).
4. Cas A1 = Q2 = 0.
Dans ces conditions, on déduit aisément des équations précé-
dentes que
- — koks
\/2 =— g3 = -\43—35771 oll #1 a été défini par (3-36),

3-90! doy1s = Msyiz,
? (dzazm,ym) == (‘22&2'7)1;%@12) =0 (’L = 1,2,3),
\_(2537')1,d1d1y12) =0,
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3_90 (32J2n1,d1d1y12) - _—891]02]63%‘1}?2]3’
suite (d2d2n1’330f1y12) = 0 lorsque }2 = 0,

3-91( —

3-92

En tenant compte de (3-89), (3-90) et du théoréme (3-39), on
trouve done que le cas considéré ici se subdivise en deux sous-cas ;
on obtient ainsi les résultats suivants.

a) Lorsque }z # 0, (1) et (y12) sont des surfaces de S5 qui ne
sont pas © de Segre ; le plan tangent & (1) en son point générateur est
déterminé par les points 01, dam1 et dsya et coincide avec Pintersection
compléte des hyperplans §13, duihz, duduinz ; le plan tangent & (y12) en
son point générateur est déterminé par les points y1s, diyie et d3y12 et
coincide avec Pintersection compléte des hyperplans 11, deny, dzdz‘m

b) Lorsque / 2= 0, (1) est une surface ® de Segre non pamboli-
que dont les deux systémes de caractéristiques sont représentés dans le
plan = par les points dz et ds ; (y12) est une surface réglée dont Pespace
osculatewr est U'Ss déterminé par les poinks yi2, diyrs, dsyia, dsdsyia
el dont les génératrices rectilignes sont représentées dans le plon © par
le point dj.

De plus, dans les conditions envisagéesici (#1 = Q2 = ;’2=0),
on vérifie que

' doyis = Msye,

didiy1z = jiadiyie + J1oyie,
dadiy12 = j313g3y12 + jsudiyie + Jsroy12,
out 'on n’a pas calculé les jixom.

De ce systéme (3-91), on déduit des conditions d’intégrabilité
parmi lesquelles nous ne retenons que les suivantes (qui proviennent
des coefficients de dsy12)

da(a1s) — da(daz) + Faial(1;1,2)—(1;2,1)7] +

ael(2:1,2)” — (2:2,1)7] = 0,
d1(j313) + Ja13(js3—juu1) — J110 = 0.
Ce systéme (3-91) nous suggere encore de considérer le point

213 = dit12 — js1sy12 pour lequel on trouve les équations
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212 = d1y12 — Ja1s12,
diz12 = (j111 — Ja1s)212,
3-93! daz1o = [Nz + (1;2,1)” — (1;1,2) Teaa,
daz10 = Januzie + ylz[—-a:a(jms) + gs10 + Ja1ndsis],
\(mzie) = (dinpzie) = (dedim, z19) = 0 (6% = 1,2,3).
Par ailleurs, dans le cas considéré pour le moment (.#; =
Quz = F2 = 0), Jes propriétés de la surface (n1) et les équations
(3-89) entrainent :
tiagzm =qom + qgﬁzm + §I36737)1,
ott gs = daflog(prkaks# 1)] — M2 + 2(3;3,2)” — 2(3;2,3)",
et ol 'on n’a pas calculé les valeurs de qq et ¢s.
Ces équations nous suggérent maintenant de considérer TPhyper-
plan {2 = dzm — g3 pour lequel on vérifie que

Cie = domy — gan1,

dslis = qolaz + n{qo + gags — 33(413)}
(Y12.010) = (diynna2) = 0 (i = 1,2,3),
(dsdsy12,512) = (2, Giz) = O.

Cet hyperplan {i2 est done complétement déterminé par les
points z, y19, diy12, Jéylg, 33—d_3y12 et reste donc fixe lorsque 1’on varie
dans la direction d;. Par contre, Egclz est toujours distinet de {y2.

On peut done compléter les propriétés du sous-cas £z = 0 par
les propositions suivantes.

512 est le transformé de Laplace dans le sens ds de lo surface
(m). L’Ss osculateur & (yi2) en son point générateur coincide avec
Vintersection des hyperplans Cia et dslis. %12 coincide avec Uhyper-
plan osculateur & (11) en son point générateur.

Or, il n’y a que deux cas possibles pour (z12) : ou biea 23 est
un point fixe, ou bien 212 déerit une courbe. De méme, il n’y a que
deux cas possibles pour (512) : ou bien 2212 décrit une courbe qui est
une droite, ou bien 212 décrit une surface réglée dont les droites
sont représentées dans le plan = par le point da.

De ceci, on déduit done que le sous-cas £2 = 0 se subdivise de
nouveau en quatre possibilités.
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1) 212 est fixe et 512 décrit une droite. Dans ce cas, (y12) est un cone
de sommet 212 situé entiérement dans U'Ss fixe déterminé par le dual de
la droite décrite par 2212 (c’est-a-dire I'Sg déterminé par les hyper-
plans L12 et dol12) ; (1) est une surface ® non parabolique située
entiérement dans un hyperplan fixe qui coincide avec 212, son transformé
de Laplace dans le sens dy ne déerit quune droite.

2) 212 est five et tao décrit une surface. Dans ce cas, (y12) est un
cone de sommet 212, son Ss osculateur est déterminé par Uintersection
des hyperplans iz et dolaz et ne déerit quune famille & un paraméire
essentiel (il reste fixe lorsque 1’on varie dans les directions dy et ds) ;
(M) est une surface ® non parabolique située entiérement dans un
hyperplan fixe qui coincide avec 2.

3) 212 décrit une courbe et 512 décrit une droite. Dans ce cas, (y12)
est le lieu des tangentes & la courbe (212) et est située entiérement dans
U'Ss fixe déterminé par le dual de la droite décrite por i]_z; (n1) est
une surface ® non parbolique, son hyperplan osculateur coincide
avec 212 et ne décrit donc qu’'une famille & un parameétre essentiel, son
transformé de Laplace dans le sens da me décrit qu'une droite.

4) z12 décrit ume courbe et 512 décrit une surface. Dans ce cas,
(y12) est le liew des tangentes & lo courbe (212), son Sg osculateur coincide
avec Uintersection des hyperplans Ciz ef dotie et me décrit domc
qu'une famille & un paramétre essentiel ; (1) est une surface ® non
parabolique, son hyperplan osculateur coincide avec 212 et ne déerit

done qu’une famille & un parametre essentiel.

5. Complément & quelques résultats de E. G. Togliatti.

Dans le numéro suivant, nous déduirons certains de nos résul-
tots de propriétés (que nous devrons parfois compléter) déja trou-
vées par E. G. Togliatti pour deux types de V3 de S5 [19].

1l s’agit d’abord des Vs de S5 da type (4). E. G. Togliatti a
démontré : « une V3 de S5 qui posséde un systéme quadruple d’ asymp-
totiques est, ou bien le liew de oot réglées développablss situées dans les
Sz l-caractéristiques de ool Sy, ou bien le lieu des C? focales sur les
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plans 1-caractéristiques de 02 Sy ; les asymptotiques sont dans le
premier cas les génératrices rectilignes et dams Uautre les C? focales ».

11 s’agit ensuite des Vs de Sy dont le faisceau de coniques associé

est formé de coniques dégénérées en deux droites d’un faisceau de
droites. Désignons par Y le point générateur d’une telle Vs, par (I'Y)
le faisceau de coniques associé, par D, 'unique point-base de (I'Y),
par Ag et Ag les deux droites de = données par les deux coniques de
(T'Y) dégénérées en deux droites confondues, par sz et 3 les deux
hyperplans tangents tels que la conique I‘gk (k = 2,3) dégénére en
deux droites confondues avec Ag. Désignons encore par (Cp) le
systéme de courbes de (Y) qui est représenté dans = par D, et par
(Cr) (k= 2,3) celui qui est représenté dans = par Di (point quel-
conque de Ay distinct toutefois de Dj).
" Compte tenu des résultats de E. G. Togliatti, on peut démon-
trer : les courbes Ci sont des droites ; les droites Ag et Az du plan
7t représentent des différentielles totales exactes ; le double systéme
(C1, Ck) (k = 2,3) est, sur la V5(Y), un double systéme conjugué de
premieére espéce et en involution ; @k) (& = 2,3) peut parfois se réduire
@ une courbe, mais est généralement une surface ® non parabolique
dont les caractéristiques sont représentées dans = par Dy et Ds.

Si 'on désigne par Zi le point générateur de la variété trans-
formée de (Y) par I'intermédiaire du double systéme (Cy, Cz)(k=2,3)
on peut encore démontrer : Zj est indépendant du choix de Dy sur la
droite Ay ; Zy reste towjours fixe lorsque I'on varie dans la direction D; ;
lorsque :I.lj (§ # k) décrit une surface, Zy coincide avec son hyperplan
osculateur.

De plus, il n’y a que les trois configurations suivantes qui
soient possibles pour les variétés (Zs) et (Zs).

Ou bien Zg(k = 2 ow 3) est un point fixe. Dans ce cas, Z;j (j F#~ k)
est également un point fixe et coincide avec Zy.

Ou bien Zs et Zs décrivent des courbes. Dans ce cas, Zy (k = 2,3)
reste fixe lorsque U'on varie dans les directions Dy et Dy.

Ou bien au moins un des deux points décrit une surface effective
(soit Zx, k = 2 ou 3). Dans ce cas, Zy décrit ume surface ® non
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3-9

parabolique dont les caractéristiques sont représentées dans w par Ds
et Ds et Z; (j # k) est le point générateur du transformé de Laplace de
(Z) dans le sens Dy (Z; peut done décrire une courbe ou une surface
du type de (Zg).)

A ces configurations des variétés (Zz) et (Zs) correspondent
les sous-cas suivants de la Vs(Y).

1) Zs et Z3z sont des points fixes. Dans ce cas, (Y) est un cone de
sommet Zs (qui coincide avee Zs) ; si i (k = 2,3) décrit effectivement
une surface, son hyperplan osculateur coincide avec Zs et (Yr) est donc

une surface située entiérement dans un hyperplan fixe.

2) Zs et Zs décrivent des courbes. Dans ce cas, (Y) est le lieu des
co? droites qui s’appuient sur les courbes (Zs) et (Z3) ; st :pk(k = 2,3)
décrit effectivement une surface, son hyperplan osculateur coincide
avec ch (§ £ k) et ne déerit donc gu’une famille & wn parametre essentiel.

3) Zy (k= 2 ou 3) décrit une surface. Dans ce cas, (Y) est le
liew des tangentes aux coractéristiques de (Zy) rej)résentées dans «
par Dy ; si ?p,- (j % k) déerit une surface effective, son hyperplan
osculateur coincide awvec Zy et décrit dome-une famille & deux para-
métres essentiels. Dans ce troisiéme cas, Z; (j 7 k) peut décrire une
courbe ou une surface. Lorsque Z; décrit une courbe, les génératrices
rectilignes de (Y) sappuient sur cette courbe ; lorsque Z; déciit une
surface, les génératrices rectilignes de (Y) sont également tangentes
aux caractéristiques de (Z;) représentées dans © par Dj.

6. Cas 41 = 0 et Q12 =~ 0.

Dans ce cas, yi2 déerit effectivement une Vs et les hyperplans
n1 et dan; sont tangents 3 cette Vs en son point générateur. De
(3-89), on déduit que

12 a pour équation ()2 = 0,
Fg}: a pour équation 891]62]63% 1j 2211;3 —_ 491k2k3m;m§Q12(£2)2
211
+ (dam, dadsyie) (t3)* = 0.

Si on remarque que la premiére équation de (3-90) est encore
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vérifiée dans ce cas-ci, on trouve immédiatement que ce cas se

subdivise en deux sous-cas.

a) Lorsque yg = 0, (1) est une surface de S5 qui n'est pas © de
Segre ; y12 décrit une Vs de S5 du type (4) dont Vunique systéme
d’asymptotiques est représenté dans  par di et dont Uunique conique
dégénérée o pour équation (}3)2'=

Puisqu’on vérifie trés facilement que les asymptotiques de (y12)
ne sont jamais des droites, on déduit du numéro précédent que
(y12) est le liew des C? focales sur les plans 1-caractéristiques des
02 84 éngendrés par 1 e ces C2 focales sont les asymplotiques qua-
druples de (y12).

"~ o) Lorsque j o = 0, (1) est une surface ® de Segre non parabo-

lique dont les deux systémes de caractéristiques sont représentés dans

7 par dg et ds; (y12) est une Vs du type do la V3(Y) considérée au
numéro précédent.

Le point d; joue ici le réle du point D; du numéro précédent ;
la droite (di-dx) (k = 2,3) joue celui de la droite Ag (dy est donc
un point du type de Dy) ; Phyperplan »; joue celui de l’hyperplan
Y2 ; I'hyperplan ‘dgm + v ot v est défini par (dan1, dadsyrz) +
(11, dsdayiz) = O joue celui de I’hyperplan ¢s. Finalement, le role
du point Z; du numéro précédent est joué ici par le point zx défini
par

| 22 = d1y12 — TaY12,
23 = dlylz — T3Y12,
3-95 ou
( 75 = diflog(Qu2)] — B12 + (22,1)” — (2:1,2)",
\ T8 = dl[log(elz-—elg)] — O13.
En conséquence, on déduit du numéro précédent que ce sous-

cas #2 = 0 se subdivise de nouveau en quatre possibilités.

1) 22 et 23 sont des points fiwes (cela a lieu si et seulement si
9 = 13). Dans ce cas, z2 coincide avec 23 ; (y12) est un cone de sommet 23 ;

(M) est une surface située entiérement dans Uhyperplan fize z3.
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2) 22 et 23 décrivent des courbes. Dans ce cas, dizy et Ekzk(k=2,3)
coincident géométriquement avec 2z ; (y12) est le lieu des oo droites qui
s‘appuient sur les courbes (22) et (23) ; Uhyperplan osculateur & (1)
en son point génératewr coincide avec zz et me décrit donc qu'une
famille & un paramétre essentiel.

3) 22 décrit une surface et z3 déerit une courbe. Dans ce cas,
dizs et dszs coincident géométriquement avec z3 ; di2e coincide géomé-
triquement avec 2y ; (z2) est une surface ® non parabolique dont les
caractéristiques sont représentées dans w par ds et ds ; 23 est le trans-
formé de Laplace de (25) dans le sens ds ; (y13) est le liew des tangentes
aux caractéristiques de (z2) représentées dans = par dy et ses génératrices
rectilignes s’ appuient sur la courbe (z3) ; Uhyperplan osculateur & (;)1)
en som point générateur coincide avec zs et ne décrit donc qu’une famille
& wn poaraméti e essentiel.

4) 23 décrit une surface. Dans ce cas, dizs coincide géométrique-
ment quec 23 ; (23) est une surface ® de Segre non parabolique dont les
caractéristiques sont représentées dans w par ds et Jg ; 29 est le trams-
Jormé de Laplace de (23) dans le sens ds et décrit donc une courbe ou
une surface du type de (23) ; (y12) est le liew des tangentes aux caracté-
ristiques de (23) représentées dans = par ds ; Uhyperplan osculateur &
(1) en son point générateur coincide avec %3 et décrit donc une famille
o deux paramétres essentiels.

7. Cas #; # 0.

De (3-27) et (3-34), on déduit ici que le point n1 décrit une Vs du
type (1,1,1,1) dont les systémes de lignes principales sont représentés
dans le plan = par les points dy, dz, d et dont les hyperplans bitangents
correspondants sont respectivement les hyperplans x, 12 et ¥13.

Les coordonnées de n; vérifient done un systéme d’équations
aux dérivées partielles du type du systéme (2-5). On obtient de
cette facon
dy dom = Agq + Badymy + Esdans + Fad;m,

- 6 —_ —_— —_ —_— — —
39 dy # dany = Asmy + Bodini + Eadom + Fadsm,
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3-96

do *E:ml =73xm1 -+ fglc_ll'fll + Elgzm + Fiﬁ:&m,

suite | Kydrdyn -+ Kedadon +Kadadgn = Any + By + Edam + Fdam.
Puisque (3-83) donne les valeurs des (4;,k) ", il suffit théorique-

3-97¢ ;

ment de connaitre les expressions des coefficients qui interviennent

dans ce systéme (3-96) pour pouvoir dire que le cas envisagé ici est

étudié. En effet, lorsque ces coefficients seront connus, il suffira
d’appliquer & la V(1) toute la théorie qui précéde pour obtenir les
différents cas possibles pour (1) et les variétés décrites par les

points y12 et yis.

Pour calculer ces coefficients de (3-96), il suffit par exemple de
passer dans le plan =« de la base di, d2, d3 & la base ?ll, ds, ds. Compte
tenu de (1-27), (3-21), (3-22) et (3-81), on obtient ainsi

A3z = meAsz + mzAs, Bs = msBs + m3Ba,

(m2n3—m3n2)—l§3 == ng(?’ﬂzEg +1’I’&3E2) —_ ng(szg-{»mng),

(mans—migng)Fs = — mg(meEz+msEs) + ma(m2F3-+msFs),

Az = ngAs + ngAs, By = n2Bs + n3Bs,

(mans—magng) By = — na(neFs~+nsFs) + na(naEs+nsEa),
(mzns*-’msnz)i‘z = -+ ma(neFs+nsFs) — ma(noEz+nsEs),
Ay = 4V kalos (1A JZJ A},

1

By = 4V koks{#1B1 —{—1 [B—Fka(1;2,2)—ks(1;3,3)1},
1

mimiEy = na{1Es mi:_l[Emkz(z;2,2)—.k3(z;3,3)]}
1

— %2{%1]?1 — %1—1[]?-“]02(3§2>2)'—k3(3§373)]}r

mé’m:’;}?‘l = — mg{c%alE1 ——-;;il[E—~k2(2;2,2)——k3(2;3,3)]}
1

+ ma{ s By — %E[F—kz@;zz)—-ka(sﬁ,3>]},
1

= o — 4k Ay
Ky = Kg = 1, Kg = — ,
2 i ’ ! M1
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3-97
<

suite

3-98

A = 4#1A — 16kks % A,
1
_ 1
B =4/#B — 87027637[231—!—(1;2,3)-9-(1;3,2)],
1

(mgng—mgnz)ﬁ = Ny mZdz(WLz) + mgds(mz) - nada(ng) -+ ngds(nz) -+

4, B — 8k2k3{: [2E1+(2;2,3)+(2;3,2)]
1

——’nzg mada(ms) -+ madz(ms) + neda(ns) + nads(ng) +

2

41 F — 8702763%? [2F1+(3;2,3)-+(3;3,2)]
1

(mang—mgng)F = — msg mada(ms) -+ mada(ma) -+ nada(nz) + nads(ne)
F1
+ 4B — Skoks T [2E14+(2:2,3)+(2:3,2)]
1
+ "nzg mada(mz) + mads(ms) + nede(ng) + nads(ng) -+

AT — Shoks {i [2F + (3:2,3)-+(3:3.2)]
1

A partir du systéme (2-5) et des (i;j,k), nous avons introduit
précédemment les expressions £, # s, #s, M1, My, N, B, P ete.
(1,k = 1,2,3) qui sont au fond des invariants relatifs de la Vs(z) ou
qui interviennent dans des systémes invariants pour cette Vs. Pour
la V3 (1), il existe également des expressions définies d’une maniére
analogue. Si nous les surmontons d’une barre pour les distinguer de
celles relatives & (), nous pouvons donc obtenir & partir de (3-82),
(3-96) et (3-97) les valeurs de j@,ﬁ_f_i, ... . Si dans ces valeurs, on
tient compte de (3-22), (3-26), (3-81) et d’équations du type de
(3-85), on obtient finalement

| Z1, F2, F3 sont déja donnés par (3-84),
mymity = A1 M1,
mimgMy = A1 M1 + A1,

m;’mM1 = %‘1,
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|y = = M3,
2”"'3 \/kzkaéﬁp 1 — 2V kaks —% Ay,
2m3 \/kzk‘%e/”f 1 + 2V koks i{g 1,

A ;Mg = 7’)’1@%% 1M2 A 1d2[10g (./ﬂ 1)] 4+ H 1d2(3f 1)—-—4]{22]03/ < 1)
ky

—2k2k/ doflog (ksks)] + 2k3£d3(%1)~2kgffld3<£j>

1
ksf 1

Jflds[log (kzks)]g —]—-

7 m3§ ———%' 1M3 —f 1d3[log (e/% 1)] —“Jf 1d3(.%p 1)—4]02]63?—Zi—d3<i(1)
1

2
__2702]03{21 daflog (keks)] + kad%dz(yf 1)—2ke 1d2<{;—1)
1 1 1

suite <

27 4 iy [log <k2k3>1§

HHp = m2§—~9{1d2[10g (M)] + A [ M a+(1;2,1)—(151,2)]

1 k3£}d3(yfl) — kg 1d3< 1) — 2Niskoks

+ if—le%” 1[2N13 — d3(log (k2k3))]§

7
B

ms%——--— oA sdflog ()] — H A Ma+(131,3)—(1:3,1)]

2

-+ kzg—dz(%& 1) — ket 1d2< 1> + 2N13k2k3£;c§1
1

sz 1

H1[2N12 + dz(log(kzka))]g

Ms s’obtient en remplacant dans Mg ms par — ng et mg par — ns,
3 s’obtient en remplagant dans H s ma par — ng et mg par — na,

_Jk =ﬁk —"%Ic (k = 2,3),
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3-98

suite

T . /g2
Hy = H% — 4K1Kj(§c> Gk = 2,3 et j + k),
¥

Ro, Ry, P, F3 sont donnés par des formules du type de (2-20),

= 1 kwiﬁ;)] b 1
N21 - Zdl[log( k2k3 - *k_l + €3 + f2 - ‘2' [(2’1’2)+(35173)]
3 \ 1
4momg

ﬁgl s’obtient en multipliant ﬁgl par —1 et en changeant dans le
résultat m; en — mj,

_ _ _ 1— —
Ny = —Ngg — Ng; = 3 M; — 2544,

2

H1Nig = ma{ —H# Ny — 41@{% Nz + 4153’_:_19%11\713} +
1 1

2
mg{ +H#2N1s + 4102703{—21 Nis — 4702?«7/ 1Nia},
1 1
Nis s’obtient en remplacant dans Nip me par —ng et ma par —ns,

— 1— —

Nz = — N2 — Nos,

Nis = — Nis — Nas.

Comme nous l'avons déja signalé, ces formules (3-83), (3-84),

(3-96), (3-97), (3-98) et toute la théorie qui précéde permettent de
dire que le cas envisagé ici est étudié. A titre d’exemple, nous don-

nons les résultats suivants.

Lorsque Fo = Hy = Mz = 0, (y12) est une surface non dévelop-
pable située dans ISz fixe déterminé par le dual de la droite décrite
par le transformé dans le sens ds de la V3(';]‘1) ; les asymptotiques de
(y12) sont représentées dans le plan o par les deux points d’intersection
de vy, avec la droite (d1-ds).

Lorsque A s = Ms = 0 et FoHs 70, (y12) est une surface @ de
Segre parabolique ; Uunique systéme de caractéristiques de (yi2) est
représenté dans le plan m par un des dewx poimts d’intersection de

Y;;z avec la drotte (51—673).
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3-99

Lo7sque—9?2¢0 et My = Fp =0 (572 gf__dﬁ] +
K, K,

Fo . _ 4 I
21"‘{;12(”2) - 2%2d2(1€> %2 dz rlOg(KlKg)]) (2/12) est une

surface ® de Segre non pambolzque ; les systémes de caractéristiques
de cette surface sont représentés dans le plan © par les deuz solutions de
ts = 0,

Ks 7 - J —

‘_I?_ t)? + —— (ts) + Hatits = 0,

2

ou tl, tg, t3 sont les coordonnées courantes relatives & la base 31, ;Zz, &3.
~ Lorsque ./7/2 =0 e Fay£0, (Yi2) est une surface de Ss qui n’est

pas © de Segre.

Lorsque Fo =M =0 et Mz 0, (y12) est une Vs de Ss du
type (2,2) ; les systémes doubles d’asymptotiques de (y12) sont repré-
sentés dans le plam m par les deux points de rencontre de vy;1. avec la
droite (Cl]—d:;) ; les hyperplans bitangents & (y12) en son point généra-
teur coincident avec l’kyperpla,n 7 et le dual du tmnsformé dans le
sens dz de la Va(n:) ; les lzgnes principales de (yiz) sont représentées
dans le plan = par le point ds et les points de la droite (di-ds).

Lorsque A3 = 0 eb _Fotols = 0, (312) est une Vs de Ss du type
(2,1,1) le systéme double d’asymptotiques de (y12) . est représenté
dans le plan © par un des deux points de rencontre de v avec lo
droite (di-ds) et est également un systéme de lignes principales pour
cette Vs ; Uautre systéme de lignes principales de (y12) est représenté
dans le plan = par le point ds ; les hyperplans bitangents & (112) en
son point générateur coincident avec I'hyperplan v et le dual du trans-

formé dams le sens da de la Vs (ny).

Loisque H oMy 0, (y12) est une V3 de Ss du type (1,1,1,1) ; les
hyperplans bitangents & (y12) en son point générateur coincident avec
Uhyperplan 11 et les deux hyperplans duaux des dewx transformés
dans le sens dz de la Vs (n1) ; les lignes principales de (y12) sont repré-
sentées dans le plan w par le point dy et les deux points solutions de
(3-99).
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