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INTRODUCTION

Les travaux d’Einstein (1879-1955) basés sur ceux de Christoffel (1826-1866),
Riemann (1829-1900) et Lie (1842-1899) et leurs nombreux développements ulté-
rieurs consistent & ramener 1’étude de certaines propriétés physiques de l'univers
a Pétude des propriétés géométriques d’un espace non-euclidien & quatre dimensions.

On a ainsi construit des espaces appelés modéles d’univers ou modeles cosmo-
logiques dont la structure géométrique était censée faire naltre des propriétés
physiques observées ou observables. La difficulté pour les cosmologistes consiste
dans le fait que Pon n’a pas trouvé le modele cosmologique absolu, celui dont les
propriétés géométriques intrinséques seraient & méme d’expliquer tous les phéno-
ménes physiques; autrement dit, la théorie unitaire, chére & Einstein, n’est pas
encore mise sur pied; soit que 'on n’ait pas encore trouvé le modele d’univers parfait,
soit que Poutil employé ne soit pas encore suffisamment raffiné. Néanmoins, dans le
cadre actuel, la théorie de la relativité générale reste un des outils les plus per-
fectionnés dont dispose le théoricien en vue de la connaissance de 'univers et on se
trouve ainsi en présence de nombreux modéles cosmologiques répondant le mieux
a des titres différents & certaines propriétés que I'on veut étudier.

Dans ce travail, nous avons étudié les propriétés géométriques intrinseques
d’un ensemble assez large de ces modeéles et nous avons présenté ces propriétés de
maniére aussi systématique que possible.

Nous avons voulu donner un outil de travail au praticien en débarrassant une
fois pour toutes I’étude physique proprement dite de ces modéles d’univers quadri-
dimensionnels d’un arsenal mathématique assez lourd et en lui donnant le maximum
de propriétés intrinséques qui réciproquement lui permettront de choisir un modéle
particuliérement bien adapté & I’étude qu’il veut entreprendre.

Dans le premier chapitre, nous avons cité sans démonstration, les critéres de
classification des variétés riemanniennes, nous renvoyons le lecteur aux manuels
classiques traitant la question pour obtenir de plus amples informations.

Dans le second chapitre, nous exposons le genre des modeéles considérés. Etant
donné une variété riemannienne Vy, & connexion de Levi-Civita, ayant une métrique
de type hyperbolique normal (signature - - - ), dont les coordonnées locales géné-
ralisées sont #1, 22, 3, 24, nous avons imaginé qu’on pouvait lui imposer les con-
ditions suivantes :

C.I. Les surfaces (V) {2l = cst¢, 24 = cste} sont des surfaces a courbure de Gauss
constante et & métrique définie.

C.II. Les surfaces (Va) {a2 = cste, 23 = cste} sont totalement géodésiques dans
la V4.

Nous allons rechercher toutes les variétés riemanniennes & 4 dimensions de
type hyperbolique normal qui satisfont aux conditions C I et C II et nous nous pro-
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posons ensuite d’en étudier les propriétés géométriques et de pouvoir ainsi en établir
des classifications.

Au chapitre IT1, nous énumérons les symboles de Christoffel, les composantes des
tenseurs de Riemann, de Ricci et de courbure conforme de ces modéles; enfin, nous
déterminons lesquels sont pseudo-euclidiens et lesquels sont conformément plats.

Le chapitre IV étudie la notion géométrique qui & notre sens parait la plus
importante : la classe des modéles étudiés. Nous élargissons ainsi Pensemble connu
des variétés riemanniennes quadridimensionnelles de classe deux.

Le chapitre V détermine de fagon systématique tous les groupes de mouve-
ments et les algébres de Lie associées des espaces considérés.

Nous tenons & exprimer nos remerciements & Monsieur le Professeur O. Rozer
pour toute l'aide qu’il a bien voulu nous apporter lors de la réalisation de ce
travail.



CHAPITRE I

PROPRIETES GEOMETRIQUES
DES VARIETES RIEMANNIENNES

Ayant en vue la classification de certaines V4 d’apres leurs propriétés géomé-
triques intrinséques nous allons ici passer en revue les critéres d’aprés lesquels nous
établirons notre classification. ~

Notre objectif n’est pas d’étudier d’une maniére approfondie ces propriétés qui
se trouvent dans la littérature classique [1], [2], [3], [8].

Nous nous plagons exclusivement dans le cas des variétés riemanniennes an
dimensions dotées de la connexion de Levi-Civita et nous les notons Vj.

Pour abréger I'exposé nous nous contenterons de citer ci-dessous les critéres
de classification. Pour un exposé plus détaillé, nous prions le lecteur de bien vouloir
consulter les ouvrages cités en référence.

Critéres de classification (ou propriétés géométriques intrinséques).

1) Espaces (proprement) euclidiens [1].

2) Espaces pseudo-euclidiens [1].

3) Espaces isotropes [1], [8].

Ce sont les espaces & courbure de Riemann constante. Voyez la définition de
la courbure riemannienne et le théoréme de Schur.

4) Espaces conformes [1].

Voyez la condition pour qu'une V, puisse étre représentée conformément sur
un S, et Pétude du tenseur de Weyl.

5) Classe d’un espace [1], [5], [8], [19].

n(n —
2

Godazzi, Ricci-Kiihne (classe > 1) et les formules d’immersion.
Remarquez le théoréme de Thomas.
6) Groupe de mouvements d’un espace de Riemann [81, [*11, [22], [13].

Voyez les équations de Killing, la structure d’algébre de Lie formée par les
opérateurs Xy, les définitions de groupes transitifs et sous-groupes invariants. Retenez

n(n + 1)

que le groupe complet de mouvements comporte au plus - 5 paramétres.

1
La classe d’une V, est au plus —) Voyez les équations de Gauss,

Remarquez les théorémes d’Egorov et de Fubini.



CHAPITRE II

-~ MODELES D’UNIVERS
QUADRIDIMENSIONNELS PARTICULIERS

1. Généralités

La théorie d’Einstein de la Relativité Générale a conduit de nombreux mathé-
maticiens et physiciens théoriciens & I’étude de modéles d’univers quadridimension-
nels qui sont en fait des variétés riemanniennes.

Nous allons adopter ici les hypothéses de travail gui sont couramment employées
par les utilisateurs de la théorie de la Relativité Générale [27], & savoir : .

1) 'Univers U est une variété riemannienne 3 4 dimensions dotée de la
connexion de Levi-Civita; '

2) la structure du champ riemannien est hyperbolique normale, c’est-a-dire la
signature du tenseur || g || est (- - - +); ‘ '

3) U est une variété de classe C2;

4) le champ riemannien [X — ¢] est différentiable (VX € U);

5) les éléments du recueil C(R4) dont le jacobien est partout non nul sont
des changeurs de carte de U.

On voit que ces axiomes ne définissent pas complétement le recueil #Z des
changeurs de cartes de I'Univers U; on le suppose simplement compris entre le
recueil C2(R4) [axiome 3)] et le recueil des éléments de C*(R4) de jacobien non nul
[axiome 5)]. C’est I'étude physique du modéle qui doit permettre de préeiser #;
ainsi I'étude de la gravitation demande que les éléments de % soient au moins
4 fois différentiables.

Certains auteurs imposent que la variété U soit de classe C4.

Pour une discussion plus étendue des conditions de différentiabilité, nous ren-
voyons le lecteur au livre de M. J. M. Souriau [25], pp. 315 et [11].

Nous allons & présent considérer une classe de variétés riemanniennes & 4 dimen-
sions, suffissamment large pour que la plupart des espaces temps considérés en
Relativité Générale puissent y entrer et nous allons montrer comment 1’étude des
propriétés géométriques purement intrinséques de ces modéles permet d’en établir
des classifications.

Nous supposons les V, rapportées aux coordonnées généralisées xl, 2, 23, x4
et nous imposons les deux conditions suivantes :

condition C. I. : les sous-variétés (surfaces) {al = cste; a4 — cste} sont des surfaces i
courbure de Gauss constante et 4 métrique définie.

condition C. I1. : les surfaces {a2 = cste, 23 = cste} sont totalement géodésiques dans
la V4.
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La premiére condition fait intervenir des notions vues dans le chapitre I puis-
que dans le cas d’une V3 la courbure de Gauss s'exprime 3 l'aide de la seule com-
posaite distincte et non nulle du tenseur de Riemann [€].

La seconde condition fait intervenir des notions intéressantes dont nous n’avons
pas encore parlé. Nous allons les résumer brievement et montrer leur intérét géo-
métrique.

2. Sous-variétés totalement géodésiques

Il nous parait utile ici de rappeler dans ses grandes lignes un bel article de
E. Bompiani ([15] et [16]).

La notion de droite dans un espace euclidien trouve son extension naturelle
dans un espace riemannien en la notion de ligne géodésique. Il n’en va pas de
méme pour la notion de plan, subordonnée & I'espace ambiant.

(Yest Hadamard [23], le premier qui a posé la question de déterminer dans
quelles variétés définies par leur métrique il existe une hypersurface telle que toutes
ses géodésiques soient des géodésiques de la variété ambiante. ‘

Une telle hypersurface est appelée totalement géodésique.

Aux recherches de Hadamard, nous ajouterons deux résultats fondamentaux
de Ricci [25], [26]. Dans le second, il donne la condition pour qu'une Vy soit
totalement géodésique dans une Vy(n > m), le moyen de reconnafitre si une Vy,
donnée posséde une V, totalement géodésique et le moyen de déterminer son
existence.

Dans le cas n quelconque, le ds?2 d’une V, ayant une famille d’c0! V,,_; totale-
ment géodésiques peut se réduire au type :

ds? = do? + gnn(da™)? (2.1)
ol do est ’élément lindaire d’une V,_; en les variables a1, ..., 271 et 0 gun = Jun
(22, ..., 2™).
E. Bompiani a étendu ce résultat en montrant que I’élément lindaire ds d’une
variété V, ayant con~mV,, totalement géodésiques pouvait se réduire a :

m n
ds? = Z gipdatda® 4+ z girdatida® (2.2)

k=1 tLE=m+1

gir = g, 22, ..., a™) 1,k < m,
gix = gin(@l, 22, ..., 2™, 2™, L, z*) i, k> m

ou une V,, considérée est obtenue en égalant & des constantes les n —m der-
nidres coordonnées et ot n = m + 1.

1l faut remarquer que le résultat (2.2) a été obtenu par des considérations
purement géométriques.

Parallélement aux 0?7V, Bompiani introduit o™V ,_;, orthogonales aux
premiéres; celles-ci sont obtenues dans (2.2) en égalant & des constantes les m pre-
miéres coordonnées.
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Particuliérement intéressant est le cas ot les O™V, orthogonales aux ocon—my,,

sont totalement géodésiques. La forme typique que revét le ds2 dans cette hypothése
est

m n
ds? == Z gir(xt, ..., am)dxidak E Gar(x™+L, . x?)datdak. (2.3)
th=1 t=m-+1

Le calcul des symboles de Riemann pour cette forme est immédiat et on
reconnait tout de suite qu’ils sont tous nuls & Pexception de ceux dont les indices
appartiennent & un méme groupe (soit tous supérieurs & m, soit tous inférieurs &
m + 1) et de plus les symboles de ce type ont la méme valeur qu’on les construise
dans la V,, ambiante ou dans la Vm ou la V,_, que les indices figurant dans le
symbole aménent 3 considérer [15], 7.

D’aprés un résultat de Schouten [28] la classe d’un tel espace est au plus égale
N n(n—1) ‘
AN =

2

3. Applications des conditions C I et CII

En appliquant la condition CII vue au §1 et en tenant compte de (2.2) Ia
forme générale des V, considérées sera du type :

ds? = gu(at, 2t) (A1) + 2g14(at, 29)deldat + gay(al, 24) (dzt)?
+ gea(@l, 22, 23, 24) (da®)2 + 2gas(2l, 22, a3, ¥4)dadad
+ gs3(@l, 22, a3, x4) (da3)2. 24)

Pour appliquer la condition C T nous subdivisons en 3 sous-cas :

{1} — la surface est & courbure constante positive
{2} — « « « négative
{3} — « « « nulle

et nous étudions suecessivement chacun de ces sous-cas.

1) Etude du cas {1}.

On peut considérer ce cas sous deux aspects différents : la surface & courbure
totale constante positive peut étre interprétée [18], [20], [21],

1) comme le plan de la géométrie elliptique,

2) comme une surface sphérique.
Ces deux interprétations sont équivalentes.

En tous cas, le fait que la surface ait sa courbure totale K = - 1 (sans
restrictions) implique que sa forme fondamentale soit
dX% = du? + sin® w dv2.  (2.5)

Pour la démonstration de cette formule et les considérations sur les géométries
non-euclidiennes nous renverrons au livre de M. Coxeter [21].

2) Etude du cas {2}.
Ici aussi deux interprétations sont possibles [21], [24].
1) Comme le plan de la géométrie hyperbolique.



2) Comme une surface & courbure constante négative.
Ces deux interprétations sont naturellement équivalentes mais il faut remarquer que
Pon n’est pas parvenu & donner un modéle euclidien du plan hyperbolique; la

pseudo-sphére donne un modéle d’une portion de plan hyperbolique mais pas de
son ensemble.

La seule réalisation possible du plan hyperbolique serait l’analogue d’une
sphére dans un espace pseudo-euclidien Sg mais il n’est évidemment pas possible
d’en donner une image [21].

De toutes fagons, la métrique d’une surface & courbure constante négative
K = — 1 (sans restrictions) s’écrit :
d%2 = du? 4 sh2u do?. (2.6)

Démonstration : voir [21].

3) Etude du cas {3}.
Ici 'interprétation est trés aisée [21] : on considére soit
1) le plan auclidien,

2) une surface développable,
et on peut toujours écrire la métrique sous la forme

A2 = du? + dv2. 2.7)

4. Forme générale de la métrique du type {1}

Puisque elle doit contenir la surface
d22 = (dx)? + sin? a2 (da3)2
quand on fait #! = x4 = cs%¢, elle doit étre de la forme :

ds? = gr1(dal)? + 2g1adaldat + gaa(da?)® 4 goa [(d2?)2 + sin? 22 (da3)?]  (2.8)

out les g;; sont seulement fonction de 2! et 4.

D’autre part, en tenant compte que cette métrique doit étre du type hyper-
bolique normal, on peut ’écrire :

ds® = — A(dal)2 — B [(da?)? + sin®22(da3)2] + C(da?)2 + 2D daldzt  (2.9)

avec B > 0, AC 4 D2 > 0; A, B, C, D étant des fonctions de al et x4 seuls.

Nous pouvons montrer que (2.9) est le type le plus général de métrique
possédant la symétrie sphérique sur les coordonnées (xtx2x3).

Nous appellerons r, 0, ¢, ¢ les coordonnées 2!, 22, 23, 4 respectivement.

On peut alors rappeler des travaux sur la symétrie sphérique : [19], [7], [22]
et [31].

La forme fondamentale s’écrit
[S]ds? = — A(r, t)dr2 — B(r, £) (d62 + sin2 Odg?) + C(r, ¢)dt2 4 2D(r, t)drdt _
(2.10)
ouB > 0, AC + D2 > 0.



5. Forme générale de la métrique du type {2}

Il serait particulierement agréable d’obtenir ici une propriété analogue a celle
trouvée pour le type {1} mais il est difficile de définir une symétrie ¢ hyperboliquey
dans un espace euclidien E3 et & notre avis la transposition se ferait plus aisément
en définissant I'analogue des rotations de E; dans un espace pseudo-euclidien Ss.

La forme générale de la métrique, compte tenu de (2.6) s’écrira ici
ds? = gu1(da')? + 2g1adatdat + gua(dad)? + gos [(da?)? + sh2 a2(dad)?]  (2.11)
les g; étant fonctions de 2! et x4 seulement.

Par souci d’uniformisation, les coordonnées généralisées seront encore appelées
7, 0, @, t et la métrique s’écrira

[H] ds2 = — A(r, t)dr2 — B(r, t) (402 + sh2 0 dg?) + C(r, H)dt2 + 2D(r, ydrdt  (2.12)
olt AC 4 D2 > 0 et B > 0 (structure hyperbolique normale).

6. Forme générale de la métrique du type {3}

Puisqu’elle doit contenir la surface (2.7) quand on fait 21 = cste, x4 = ¢ste, elle
est de la forme ‘

ds? = g11(dat)? + 2g14(dat) (dat) + gaa(dad)? + goo [(da2)? + (daB)2]  (2.13)
ol les gy; sont fonction uniquement de xl et 4.
En lui donnant une structure hyperbolique normale, on 1’écrit
ds? = — A(dx')? + 2D daldzt + C(dwt)2 — B [(da?)? + (da3)2] (2.14)
ou AC+-D2>0et B> 0.
On peut montrer que ce modéle peut convenir pour représenter une symétrie
axiale spatiale.
En appelant encore une fois 7, 0, o, ¢ les coordonnées généralisées, la métrique
s’écrit
[Clds? = — A(r, t)dr? + 2D(r, t)drdt + C(r, t)dt2 — B(r, t) (462 + do?) (2.15)
ou AC+D2> 0 et B> 0.
On peut rapprocher cette forme a celle étudiée par : [19], [22], [29], [30].

7. Transformations de coordonnées

Nous allons considérer dans la métrique [G] une transformation de coordonnées
permise

#(r, t)

f =
. 2.16)
T t=1(r,t) (2.16)
o, ) L
telle que 3. %) # 0 et telle que la transformation inverse
-1 5 r = r(F, f) (2.17)
{ ¢ =t(F 1)

existe et soit définie.

14



La transformation T agissant sur [G] nous donne une nouvelle métrique
d5? = — A(F, hdre — B, i) dx2 + CF, fdi2 + 2D(F, f)didt (2.18)
Si nous posons m = AC 4 D2, 7% = AC + D2

T=59 *9
on a
m = Jm (2.19)

et

B=B

C 17, [oF\2 oF\2 oF oF

ﬁﬁm_C(a‘;) —A<5z>—2D5;a7J

A a1y of\2 at\? of o

sonloG) 2 (G) a5 220

D_1r otor_ otor  p(otor ordl

m m| otot  oror ator ' ot or))

8. Forme réduite de la métrique [G]
Nous allons montrer que par un choix judicieux de coordonnées, toute métrique
du type [G] peut étre ramenée au type
[Go] ds? = — A(r, t)dr2 — B(r, t)d22 4 C(r, t)di? (2.21)
avec A, B,C > 0.

11 suffit de trouver une transformation T telle que (2.16) qui fait D =0.
De (2.20) cette condition s’écrit

oF ot oF ot oF of ~ oF ot
1) Si C # 0.
Posons 7 = r, (4.33) devient
ot ot
—Cé——r—}—-Déi_—_O. (2.23)
L . oF T
Le jacobien de la transformation T: 70,0 est égal ici &

LN
<a_£ a_f>=5-t. (2.24)
or ot

11 existe une solution de (2.23) telle que %—; # 0.

15



2) Si A # 0.
Posons f = ¢, (2.22) devient

oF oF
A-a—}—Da—r:O (2.25)

le jacobien de la transformation étant ici égal &

A

o )%

<r ) 5 (2.26)
0 1

et il existe une solution de (2.25) pour laquelle -g—: # 0.

3)SiA=C=0.

La condition (2.22) séerit
oF 0f  oF of ;
a—rgt-+é—t§=0 (2.27)

puisque Pon peut supposer D % 0, sinon le probléme serait résolu.
On peut y satisfaire en prenant # = r + ¢, { = r — ¢, (2.28)
le jacobien s’écrivant alors
1 1
= —2 .
(1 —x)=—2wo

4) Il reste maintenant & voir si la nouvelle métrique est du type hyperbolique
normal.

Le tenseur métrique || g || =

I ’ ‘ —i%.a "I, @ =sin26,sh2 6 ou 1

C
puisque B = B, il faut que A et C soient > 0, ou bien

a) A > 0, C> 0 ce quil fallait.
b) A<0,C<0on permute le role des coordonnées 7 et £.

¢) A > 0, C < 0 ce cas est impossible.
En effet en vertu de la formule (2.19) 7 et m sont du méme signe.

Puisque m est positif, 7 = AC est aussi positif.
9. Systémé canonique de coordonnées

1) Supposons D # 0.
Essayons de ramener la métrique & la forme

[Gy] ds? = — A(r, t)dr2 — 12 d52 1+ O(r, £)di2 A et C > 0. (2.29)
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Cela suppose qu’il existe une transformation T subissant les contraintes sui-
vantes :

g 7= \/ﬁ (rappelons que B est > 0)
{ D=0 (2.30)

Sans restrictions nous supposons que la métrique est mise sous la forme [Goo];
(2.30) s’écrit alors (*)
F=1/B

oF ot 6_1’6_f__

o wa 231
. oBot 0Bt
soit 5 3t + e (2.32)
0B 0B
a) -—a—; . '—a—z‘ # 0

Alors (2.32) posséde une solution f(r, t) non-constante, le jacobien est 7 0et
la métrique peut se mettre sous la forme (2.29).

0B oB
— =0, = #0.
or ot

Alors B = B(t) et on ne peut pas ramener la métrique 4 une forme [(G1] par
une transformation non-singuliére. Cependant par une transformation non-singuliére,
on peut ramener la métrique & la forme

b)

[Gs] ds2 = — A(r, t) dr2 — B(t) dX2 + C(r, t)dt2. (2.33)
A, B, C>0.
En effet, cela impose les conditions suivantes (avec une métrique de type [Goo])
oot | orob_
orot ' dtor ,
(2.34)
or oL or ol
orot otor
ce qui peut toujours étre réalisé en prenant par exemple
F=1r-+1t
f=r—t (2.35)
0B oB
c) P # 0, —a—t—=0. B = B(r)

Ici non plus on ne peut ramener la métrique au type [G1] mais on peut la
ramener au type [Gs] par échange entre les variables r et 1.

(*) En suivant le méme procédé qu'au § 8, on peut montrer gue la Forme [Go]
peut toujours étre ramenée & la Forme :
[Gool dst = 2 D(r, ¢) dr dt — B(r, ?) dxz.
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oB JB
Vo= w

On ne peut pas ramener la métrique au type [G1] mais on peut la ramener au
type

= 0.

[G2] ds? = — A(r, t)dr2 — B d%2 + C(r, )ds2, (2.36)
A, B, C> 0, B = cste,

par une transformation du type (2.32).
2) 8¢ D =0.

On pose
=1/B
/B a/B Wi
or ot =

= . (2.37)

Sy

le jacobien

B
- est # 0 pourvu que %; # 0.

0 1
B
a) %; # 0 : on aboutit au type [Gy]
0B

b) i 0 : on aboutit au type [Gz].

3) Ultime réduction du type [Gs].
Nous allons montrer que la forme fondamentale (2.33) peut é&tre ramenée au
type
[Gs] ds? = — A(r, t)dr2 — B(t) dX2 + ds2. (2.38)

Cela postule I’existence d’une transformation T telle que

1 of\2 of\2
1=g| ¢ (a‘r) A (52) ] (2:39)
dhor_ Loor_
ot ot oror

avec J # 0.

La premiére équation (2.39) est une équation aux dérivées partielles en la
fonction ¢ qui admet une solution non-constante; en substituant cette solution dans
la 2¢ équation (2.39), nous obtenons une solution # non constante et puisque A et C

sont positifs, J est # 0.
4) Conclusions.
Les types de métriques & considérer sont donc
[G1] ds? = — A(r, t)dr2 — 12422 Cr,t)d2, A> 0, C> 0
—> Sl, Hl, C]_ selon 422

[Gelds? = — A(r, t)dr2 — B dZ2 + C(r, )di2, A > 0, C> 0, B=cste > 0
—> Sg, Hg, Ca selon dX2

[Go] ds?2 = — A(r, t)dr2 — B(t)dX2 + di2, A> 0, B> 0
— S3, Hs, C3 selon dX2.
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CHAPITRE III

SYMBOLES DE CHRISTOFFEL
TENSEUR DE RIEMANN ET TENSEURS DERIVES
ESPACES CONFORMEMENT PLATS

Nous nous proposons dans ce bref chapitre d’établir des tables donnant les
symboles de Christoffel, les composantes du tenseur de Riemann et des tenseurs
dérivés pour tous les modéles S;, H; et Ci,t=1,2 3.

1. Tables

Nous ne mentionnons pas les symboles nuls, ni ceux qui se déduisent de
symboles donnés par les régles de symétrie habituelles.

Dés & présent nous notons ' les dérivées partielles par rapport & r et . les
dérivées partielles par rapport & £.

TABLE 1
Sy ds? = — A(r, t)dr® — 12(d0? sin2 0de?) -+ C(r, )2
[11,1] = —A~2—/ [11,4] = — [14,1] = ’;- [12,2] sin2 6 = [13,3] = — 7 sin2 §
[22,1]sin2 6 = [33,1] = rsin20  [23,3] = — [33,2] = —r2sin O cos 0
[144] = — [44,1] = (21 [44,4] = g

f

1) A (4 A 2) 3) 1 (1) A ) C
110~ 2A 1107 2C q12y " {13{ " (14f 2A 14y 2C
1 1 —r 3 2

s h — 7 ot e
322 sin2 0 333$ 3 oo 0 323$ cotg O ;33$ sin 6 cos 0
1) ¢ (4) C
44{  2A |44y 2C

A'r Ar A;;” . Ar .
Rig1e = — 5A Riges = 3A Riziz3 = — 3A sin2 6 Ragss = 5A sin? 6

I

I

1 . 1 1 . 1 ‘
J— . ” - 9 o ey 9 — 20 . __ T2
R1414 3 (A C ) -+ 1C (C AC) -+ iA (A C A ) Rggzg r (A 1) sin20

’

AV
Rogoy = — Ragzs = — 33 sin2 0.

2A
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A’ /I Iirali A
Ru =+ 2C(A—c +~( AC)+4AC(A0——A2) Ry = =

4C2 Ar
A'r C'r
= — " —— —— — 1 2
Rao A -+ 342 T 3AC Rgz = Rop sin2 6
Ry = 9—’ 1 — ¢ ¢2—AC A'C— A2
44—A7; Q—A( )_‘;( - ) 4A2( - )
TABLE 2
Sg 1 ds? = — A(r, t)dr2 — B(d62 + sin2 6 de?) - C(r, t)dt2 B = cste
A A (o4 C
[13,1] = — 5 [114] = —[14,1] = 5 [4d4]=—[H1]= 3 [44,4] = 3
[23,3] = —[33,2] = — B sin 6 cos 6.

Lg_ A ) A 1) A @) ¢ (1) ¢ (4] ¢
11\ 2A  j11{ "~ 2C 14 24 140 2C  )44{” 2A )44{" 3¢

3 ) 2 . .
3232 = cotg 6 ;33% = — sin 6 cos 0.

1 .. 1 1 .
J—— — ” o oo . 2 — A2
R4 2(A C") + i (A'C" — A2) + 16 (C AC) Rogos B sin2 6

1 C
—_ . ” ’ 2 L 7 _ —_— e
Ry = (A C") -+ 4AC (A'C"—A?) + ics (C2—AC) Ry x Rix
Rgz =] R33 = sin2 0.
TABLE 3
Ss 1 ds® = — A(r, )ds2 — B(t) (A6 + sin2 0 do?) + dr?
. A
ML) =—% M4 ——pa1 =7

: B
[224] =—[24,2] = ;—3 [23,3]=—[33,2]=—DB sin 6 cos § [33,4]-—-—[34,3]:5 sin2 6

Nk B A T 2

Hy 24 11§ 2 14y 2A 22 2 j24{ 2B

;z3$=00’0g 0 ; gz—sin(icosﬁ ;;3$:§sm 6 3342—%

Rio1e = — %1—3 R1313=—%;Bsin20 R1414:-% <A 252)

Rogog = — <B + %2) sin2 6 R2424=%(]'§—§j§> R3434=%(B_§B£) sin26
11=%+%(A 2A£ 1—23+‘2—§ Rgs = Roosin2 6



TABLE 4
H; : ds?2 = — A(r, $)dr2 — r2(d62 4 sh? Odg?) + C(r, t)ds2

A _ A 88 _ e
[Ll=—3 [l4=—l4l]=F [122]=—37"% = [14.4]=—[44,1]= &
[22,1]sh? 0 = [33,1] = rsh26 [23,3] = —[33,2] = —+2shfch O [444] = g

4

3115 - .%; 3%12 - 2% ﬁzs - 3?32 - ; 3145 - fTAA 3§4€ - 290

Bl

1 1 7 (3 2 1 104 4 e
2 = —=_— 2 == m—— = — =
322€sh 0 333§ Ash ) 323€ coth 6 333$ shOchb 3443 5A 3445
A’ Ar A’ A
Rig1e = — 217 Rigos = 34 Rigis = — 5 ; sh2 6 Rigss = Qﬁ sh2 §
1 .. 1 . 1 . 1
_ _ ” = 9 = v 2 — 2 - 2
R1414——2(A C)+4C(C AC)+4A(AC A%)  Rogeg =1 <1+A>Sh9
7O’ rC’
Rosos = — 38 Ragzy = — oA sh2 0.
A1 1 1 ] A
= il a4 o 9 el ’ }/ A2 —_
Ay C'r 1
—_— e — — r— — praming 2
Rag = 3A2 T AC (1 + A> Ras == Ropsh?2 6
(04 1 .. 1 . . 1 .
— — n _— /2 — — ! !’ — 2
Ru= g —53 A —0) =z (O* = AQ) — g (80— A%
TABLE 5
Hs : ds? = — A(r, {) — B(d92 + sh2 0do2) + Cfr, t)ds2 B = cste
A’ A (04 C
[11,1] = 5 [11,4] = —[14,1] = 5 [144] = —[44,1] = 3 [44.4] = 5
[23,2] = — [33,2] = — B sh 6 ch 6
1) A ) A (1) A (4) ¢ 1) C 4] C
11~ 2A 11y 2C J14{ 2A j14{ 2C 44\ 2A |44{ 2C
3 2
323g:coth6 333$m—»sh6ch6

1 . 1 1
Rigy = § (A —_ C”) -+ 4—:—A (A’C’ -— Az) + 4—0 (0'2 — AC) Roseg = B sh? 0

1
4AC
Rgz=—1 R33=—Sh26

(C2—AC) BRyu=— o Ru

; 1
Il__ 2 .
(A'C"—A?) + 3

1 A "
Ry = 5z (A—0") + o
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TABLE 6
H; : ds? = — A(r, t)dr2 — B(#) (d02 + sh2 0 do?) - df2

A’ A
[1L1] = — 5 [114] = —[14,1] = 3
[22,4] =— [24,2] = _213 [23,3]=—(33,2]=— Bsh 0 ch 0 [334]=—[34,3]= 12—3sh2 )

1) A ) A (1) A (4) B (2] B
110 24 11y 2 4l 2A g22( 24y~ 2B
h 6

2
3 2 4 B 3 B
323% coth 6 3332 sh o 3332 5 sh? 0 ;34€ 9B
AB AB 1/.. A2
—— = . gh2 [—— —_
Rio12 = i Riaiz 1 sh20  Roma 5 (A 5 A)

B2 1/.. B2 1/. B2
Roges = (B — Z) sh26  Rogs = 3 (B — 2—]—3> Ragzy = 5 (B — 2—]—3> sh2 0

B AB

AB 1[, A

Ru=5p+3(A—gg) Be——l+3+5 Be — Be sheo
1 /. A2 1/, B2
Rus=—23 (A*'z";s> —B (B_'fﬁs>
TABLE 7
Cy @ ds? = — A(r, £)dr2 —r2(d02 + do?) + C(r, t)ds?
[11,1] = — -‘% [11,4] =— [14,1] = [23 [12,2] = [13,3] =—r [l4,4]=[44,1] = 2_
¢

[22,1] = [33,1] = r [44,4] = 5

=z fl=m == hdmm fd-%

el =5l -

A/ A 2
Ri212 = Ragiz = — 2~_Ar Ri2oa = Rigss = 2——; Roges = %

Ryse — (A — 0" 4+ L (02— AC) + L (AC' —A2)  Roms— Rogpa = — O
1414~—§( )—!-‘40( )y - ﬂ( ) 2424 = Rassa = — 57
A1 . 1 . 1 A
. o e 4 il 9 i v A2 —_

Ri =5 + 558 —C) + ;5 (C?—AC) + 7 (AC—A»)  Ru=1
1 A7 Cr
Rao = Ras = — 3 + 30~ 340
o1 . 1 - 1 ‘
- = oy o - v A2
Ru= g —53A—C)— 555 AC) a2 A€ A%)
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TABLE 8

Cp : ds? = — A(r, t)dr2 — B(d02 + dg?) -+ C(r, t)dt2 B = cste
[11,1] = —*% [11,4] = —[14,1] = ‘;3 [14,4] = —[44,1] = g— [44,4] = g
%”%4-* %42—"‘— hd -l fuf-m ff-x
11§ 2A  11{ — 2C f14{ 2A |14\ 2C {44\ 2A |44y 2C
Rigia = = (A 0" + i (A’C’—AZ) + 4%(O'Z —ACQ)
R = (A ¢ + ZKC (A'C"—A?) 4+ 4—02 (€2 — AC) Ryy = —an
TABLE 9
Cs @ ds® = — A(r, t)dr2 — B(t) (462 + dg?) +- dt?
[11,1] = -—%—' [11,4] = — [14,1] = -2[}
[22,4] = —[24,2] = B [33,4] = —[34,3] = -g

2
311% - %; 3‘;1% - é

o =53

Ris12=Riz13 =— 7

AB 1/..
— R141,4=§ (A

A2
2A

ol =2 oo~

B2 B2
> Rogos= —1 Rosoa=Razs= (B* ﬁ)

AB A2
Ry =

Ry =

AB B

1/..
ﬁ+§(A“'ﬂ) RBe=Bu=ix+3

1 /.. A2 1 /..
"ﬁ(A—i&)“ﬁ(B—

B2
)

2. Tenseur de courbure conforme

Nous allons d’abord poser :

sin 6 (S)
.

sh 6 (H)
1 (C)

(3.1)

puis, en vue de conduire les calculs de la méme maniére pour tous les modeles,
nous allons introduire une fonetion N(r, £) qui prendra les valeurs suivantes

3 (A_C

Ar \ A
N(r,t) =< 0

3 (AB ..

E<ﬁ+3—

(S1, Hy, Cy)
(SZ: HZ’ 02)

B2
) o0

(3.2)

Dés lors, Pexpression du tenseur de Weyl est pour tous les modeles :
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TABLE 10
Tenseur de Weyl pour ds2 = — A(r, t)dr2 — B(r, t) dX2 + C(r, t)dt2

Cra1s AB AC
Cio12 = 2 =—1—2—(R+N) 01414=—§' (R 4 N)

_ B2y2 Cas3s  BC
Cagos = - R+ N) Coppa= = =1 R+ N)

ou B(r, t) désigne ici ( 2 (S;, Hy, Cy)
B (SZ: HZ: 02)
B(t) (83, Hs, Cs)

et ou R = giRy;.

Remarque. Pour une étude approfondie du tenseur de Weyl, il y a avantage
4 utiliser un repérage & l'aide de congruences orthogonales [8]. Nous ne reprenons
pas la théorie des congruences orthogonales mais pour ce qui concerne plus parti-
culiérement le tenseur de Weyl, nous conseillons au lecteur de se référer & [32]. La
découverte des congruences orthogonales est d’ailleurs immédiate pour les modéles
ici considérés; elles donnent lieu alors aux nouvelles composantes du tenseur de Weyl :

1 1
Cua12 = Cu1313 = Cases = Cgags = — 5 (B + N) Crug = Cozez = 6 R+ N). (3.3)

Les composantes du tenseur de Weyl étant mises sous la forme (3.3), on peut
étudier la classification de Petrov ([33], [34], [35]) et on voit que tous les modéles
appartiennent au type D de Petrov.

Espaces conformément plats.
On les obtient en faisant
R=—N. (3.4)
L’équation (3.4) est dans chaque cas une équation aux dérivées partielles trés
difficile & résoudre. Nous ne pouvons pas en dégager les solutions générales. Néan-

moins nous tenons & en signaler certaines solutions particuliéres dont la particula-
risation donnera les espaces pseudo-euclidiens.

1) S;. On obtient une solution particuliére en faisant
A=1
3 C = (Par(t) + cat))? (3.5)
2) Hj : on obtient une solution particuliére en faisant
3 A = (et + DR aa(r) + an(r)?
B=(et +0)2 e= 41, b= cste. (3.6)
3) C; : on obtient une solution particuliére en faisant
A = (aa(r) t + ax(r))?

bs
B = by eMFal) by by = cstes, 3.7)

Comme on le verra au § 4, on obtient les espaces psuedo-euclidiens en faisant ¢; = 0
dans (3.5), a1 = 0 dans (3.6) et b = 0 dans (3.7).
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Remarque. La condition pour que Gy soit conformément plat est-R = 0; c¢’est
aussi la condition pour qu’il soit pseudo-euclidien. Il n’existe donc pas d’espace Co
conformément plat qui ne soit pas pseudo-euclidien.

3. Espaces a courbure constante

Pour trouver les espaces & courbure constante il suffit de résoudre les équa-
tions Ruse = Ko (gnigix — Jndis)- (3.8)

On peut voir que dans les conditions ou I'on se trouve, il n’existe pas d’espace
[G2] ou [G3] & courbure constante.

Par contre les espaces [(1] & courbure constante sont ceux pour lesquels les
fonctions A et C vérifient les relations suivantes.

TABLE 11
Espaces & courbure constante
Sl Hl Cl
1 1 1
A = —m— e — A P S K — Ste
1+ Ko A= R 1 Ko 0=
C=oc@)(1 +Xg?) [ C=rci(t) (Kor2—1) C = r2¢(¢)

Nous devons retrouver ces résultats dans Pétude des groupes de mouvements.

4. Espaces pseudo-euclidiens

Ttant donnée la signature (—2) de la métrique, il n’existe pas d’espaces
euclidiens, mais il existe des espaces pseudo-euclidiens ce sont ceux pour lesquels
Ruijr = 0, ou encore espaces de classe 0.

D’aprés Pexamen des tables, on voit que les espaces Hj, C1, S2, Hy et S3 ne
sont jamais pseudo-euclidiens : pour les autres nous avons la table 12.

TABLE 12
Eépaces pseudo-euclidiens
SI H3 02 03
A=1 A = am(r) (A—C") + 217& (A'C’ — A?) A = [ug(n)t + aa(r)]?
C=al) B = (et + )2 + 2_1(—3 C2—AC)=0| B=p
e=-+1 B1 = oste

Nous devons retrouver ces résultats dans 1’étude de la classe.
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CHAPITRE 1V

CLASSE DES MODELES CONSIDERES

1. Introduction

Nous allons démontrer que la classe des modéles S, H et C est au plus deux,
c’est-a-dire qu’ils peuvent toujours étre immergés dans un espace pseudo-euclidien
Sg. Ceci géralise un résultat que Eiesland [36] avait trouvé pour les modéles V; 3
symétrie sphérique.

Nous donnerons ensuite les conditions pour que la classe soit ramenée & 0
ou 1. Pour la classe 0, il suffit d’annuler le tenseur Ruijr; pour la classe 1 nous
utiliserons les formules de Gauss et Codazzi en nous servant au besoin du théoréme
de Thomas [10].

2. La classe des espaces considérés est au plus deux

Nous savons que la classe maximum d’une V, est 6. Nous allons montrer que
pour les modeles considérés cette classe maximum peut étre ramenée 3 2.

Espaces du type [S].

Considérons les formules suivantes d’immersion dans Sg¢ dont les coordonnées
locales seraient 2t 7 =1, ..., 6.

{ 21 =4/Bsin 0 cos @
Szzz\/ﬁsinﬁsincp

23 = 4/B cos 6 (4.1)
2 =4, 1)
25 = {5(r, 1)
C b= 4)6(7': £)
On a alors
(d21)2 + (d22)2 + (d23)2 = (\/B)2 o2 + (\/:Té)zdtz + 2(4/B)(\/B)drds (4.2)

+ B(d62 + sin? 0 do?).

Les conditions d’isométrie s’écrivent

o 020 0z° ..
Zecw%j=g¢j hj=1,.,4 c=1,..6 (4.3)
(e}
e = +1
la forme du S¢ étant
ds? = Z eo(d2%)2. (4.4)

<o
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Vu (4.2) nous prenons e; = ep = eg = — 1 et les conditions (4.3) deviennent

2 _
>e(%) - wEr—a
<]
S @5.5)2 _ (WEBR+C (4.5)

ole o — -
Zep’é‘%‘ %Z(VB) ('\/B)“I‘D p=4,506 ¢=+1
4
Il s’agit d’un systéme de 3 équations aux dérivées partielles en les 3 fonctions
inconnues {4, ¢5, {8 et en les 2 variables r et t. Ces équations admettent au moins
une solution non-triviale dans un voisinage bien déterminé vu les conditions de
régularité que nous avons supposées satisfaites.

Le modele [S] peut done étre immergé dans un Sg de métrique
dsg = — (dz1)2 — (d22)2 — (d23)2 + eq(dz4)? + e5(dz5)2 -+ eg(d2®)2. (4.6)

Nous pouvons opérer de la méme facon pour les espaces du type [H] & con-
dition de prendre e; = eg = —1, e3 = + 1 et pour les espaces du type [C] en
prenant e; = e3 =63 = —1, eg = - 1.

On aboutit aux mémes conclusions.

Remarquons que les espaces du type Cs sont visiblement de classe 1 puisqu’il
s'agit du produit direct de variétés & 2 dimensions : V4 = Vi(r, t) ® Va(0, ¢), la
Va(r, £) étant au maximum de classe un et la Va(0, ©) étant de classe zéro.

3. Espaces de classe zéro

Nous avons déja distingué quels espaces pouvaient étre pseudo-euclidiens
(v. table 12). Ce sont les espaces de classe zéro.

4. Conditions pour que S; soit de classe un

Pour les trouver nous devons tenter de résoudre les équations de Gauss et
Codazzi.

Nous allons tout d’abord écrire in-extenso les équations de Gauss :
eA'r

1) b11b29 — b%z = — SA

e=+1

’

Ar .
2) biibggs — b3y = —e T sin2 0

1
4C

1

Y
(©2—AC) +

1. .
3) bizby— b2, = e [5 (A—C") + (A'C— AZ)J.

1
4) bagbss — bg; = e r2sin2 O (K — 1>

erC

5) bggbga — b3, = — oI
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er

— 0%, = in2
6) bsgbag — bZ, 53 Sin 0
A
7) biabag — b1gbes = e A

Avr
_ = —_ 1 2
8) bigbga — bygbsz = ¢ A Sin ]

9) bi1beg — bygb1a = 0
10) b11b2g — brgb1z = 0
11) b1obag — bigbes == 0
12) bigbag — brabag = 0
13) b11b3q — brab1z = 0
14) b12b33 — bigbag = 0

15) b1obgs — b1gbeg = 0
16) b1gbss — b1gbos = 0
17) b12bgg — b1abos = 0
18) b13bgg — b1abgs = 0
19) bagbag — baghos = 0
20) bagbag — baabgz = 0
21) bagbag — bagbss = 0

(4.7)

D’aprés le théoréme de Thomas [10] les équations de Codazzi sont des consé-
quand | by | # 0; nous ne les écrirons done que ‘

quences des équations de Gauss

si ¢’est indispensable.

A) A1,
Tl résulte de 4) que

boobsg — b%3 # 0 (4.8)

et par suite, considérant les équations 19) et 20) comme un systeme d’équations
linéaires et homogénes en les inconnues b2y et bgy de déterminant non-nul, vu (4.8)

bag = b3y = 0. (4.9)
De méme les équations 11) et 14) donnent
b1z = b3 = 0. (4.10)

1990 A =0, A’ =0, ¢' = 0. Soit A = g (c*t¢) (£ 1), C = ¢;(t).
Compte tenu de (4.8), 1), 2) et 9) donnent

by = 0. (4.11)
7), 8) et 21) donnent

bas = 0. (4.12)

Dans ces cas restent donc non-nuls bgs, b33 et bog liés par I'équation de Gauss 4}
et les équations de Codazzi restantes :

17y b2z _ bag  Obgs _

E R
2") %9;22 = ;bzz, %i—z? = ; bas, aaif?‘ = ;bss (4.13)
3" %b-—f —_ %;3 = bog cotg 0
") %b—gg — aab_;;,» = b3 cotg O + bgg sin 6 cos 0.
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Les équations 4) et (4.13) admettent la solution particuliére suivante
[ 523 =0

S b22=sr\/e (;-6——1> (4.14)
' bgg = er sin2 6\/6 (}l—l)

ote=-dlete=+1lsia>l.e=—1sia>1
20) A, A’ et C’ ne sont pas simultanément nuls.
SiA#0, 7)>big# 0—>12)—bog = 0.
Si A"#0, 1)—>b11 £ 0—>9)—= bz = 0.
Si ¢ # 0, 5)—>byy # 0—>21")— bag = 0.
et dans tous les cas
bog = 0. (4.15)
Il reste donc byy, bag, b3z, baa €t b1y non nuls et | by | # 0.
Les équations (4.7) sont compatibles si et seulement si

" .. 02—AC A2 —AC
2R—C) + —5— +——5 =0 (4.16)

Elles admettent alors les solutions suivantes

A>1l,e=—1,e=+1 A<l,e=+4+1,e=+4+1.
bi=ce A ' b1 =-s~—:—i——_—_~
20/AR 1) 24/A(1—A)

bz2=—.—b§i-=sf é:} bog = .b33 =€¢\/m

) sin2 O A sin2 0 A
o C’ .

bag = V/A( — by = —¢ VAT By (4.17)
\ by = 2T/A‘é — (‘y b1y = —e 2—'\/—Aﬁ —
qui vérifient 1dent1quemen‘o les équations de Codazzi (méme quand | b;; | = 0).

B) A = 1.

Les équations de (lauss s’écrivent comme en (4.7) sauf
1"') biibee— by = 0
2"") byibgg — b2, = 0
3") brba — b3, = e <SC2 - %) (4.18)
4”’) b22b33 — b%3 =0
7"") biabag — b1abee = 0
8"") bighsa — b14bgs = 0.
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Nous pouvons supposer €’ # 0, car quand A = 1 et ¢/ — 0 Pespace est de
classe 0, (§ 3).

Les équations 5) et 6) impliquent alors
basbgg — b3, # 0

bagbas — b3, # 0 (4.19)
si bien que 7"’) et 17) donnent
bie = byg = 0. (4.20)
20) et 21) donnent
bog = bag = 0. (4.21)
19) et 21) donnent
bag = bgy = 0. (4.22)
8”") et 18) donnent enfin
big = big = 0. (4.23)

Des équations restantes 5) et 6) on tire bag 0, b3z # 0-et by # 0 ce qui est
en contradiction avec 4”') (out 'on a fait bgg = 0).

Dans ce cas, l'espace ne peut étre de classe un, ni a fortiori de classe 0, il
est donc de classe 2 (voir § 2). '

5. Conditions pour que S, soit de classe un

Les équations de Gauss s’écrivent comme en (4.7) sauf

1) byabas — b2, = 0

2) biibgg — b33 =0

4) baghsg — b3y = — ¢ B sin2 0 (4.24)
5) bagbgg — b3, = 0

6) 633b44 — b§4 =

7) bigbes — bigbos = 0

8) bisbsg — biabzz = 0.

De 4), on tire

bogbss — b35 # 0 (4.25)
et toujours par le méme raisonnement que celui fait précédemment
b1z = b1z = bay = bgy = 0. (4.26)
1), 2) et 9); 5), 6) et 21), 7, 8) et 12) donnent alors
byy = byg = big = 0. 4.17)

Les équations restantes sont compatibles si et seulement si

2(K —C") + % (A'C — A?) + é (©2 —AC) = 0. (4.28)
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Ce résultat était attendu; en effet, ici Va(r, 0, ¢, ) = Va(r, t) ® Vz(0, 9), la
Va(0, ) étant de classe un, (4.28) exprime que la Va(r, ¢) est de classe 0.

Une solution particuliére des équations restantes (¢ = —1)e = 4 1 est
beg = 0
- B. 4.29)
b= 55 =<VB (4.29)

Elle vérifie identiquement les équations de Codazzi.

6. Conditions pour que S; soit de classe un

Les équations de Gauss sont (4.7) excepté

AB
) bnbzg _— b12 = —¢ —4——
2) biibgz — b2y = —e %E sin2 O

e [« A2
3) bubu— b3 =5 (A — 2—A>

4:) bzzb33— b23 = —8 <B —f— E ) sin2 6 (430)

(5)
(B > sin? 6

7) biobag — b1abaz = 0
8) bigbzs — b1abss = 0.

5) b22b44 — bg4 =

6) bagbga— 03, =

DO NI

32
D’apreés 4), puisque B + % > 0, on a

basbgz — b33 # 0. (4.31)
Compte tenu de (4.31), 19) et 20) et 11) et 14) impliquent
b1z = b1z = bag = b3a = 0. (4.32)
De méme 7), 8) et 12) donnent
bis = 0. (4.33)
19A=0¢ B— ;3];_0 ou bien B =0 etA—%izO

Soit A = a3(r), B = (B1t + B2)2 ou B = b et A = [ou(r)t + ae(r)]
Dés lors, compte tenu de (4.31), (4.32) et (4.33), 1), 2) et 9) donnent
by = 0 (4.34)
5), 6) et 21) donnent aussi
bus = 0. (4.35)
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I1 reste & résoudre le systéme formé par ’équation de Gauss 4) et les équations
de Codazzi qui sont dans le premier cas (4.13) sauf

Obe P bas abza _Pabes | Obsz _ Pabss

L = ° 4.36
o B+ Be o Bt +Pa O Pif+ Ba (4.36)
Obss  0Obgs  0Obss
2)87_87;“—8;"_—_0
et dans le second cas (4.13) sauf
27y | Obz _ Obag _ bss _ ) (4.37)

or  or  or

Elles admettent les solutions particuliéres suivantes dans le premier cas, avec
e=+lete= 41

bag = 0
bas
bie = o5 =e(at + B2) /1 + B} (4.38)
et dans le second cas
beg = 0
bas
= 4.
b= =p =<VB (4.39)

et Pespace est toujours de classe un.

20) Dans les autres cas :
. - B2
= t —_—
A=0¢e B 5B # 0
A#0, F A A2 0
#0, B=0ct A— #
A0, B#o.
. AZ .
Si A —— ;é 0, comte tenu de 3), b11bys # 0 et 9) implique bgg = 0.

SiB— P—— # 0, compte tenu de 5), bagbyg % O et 21) implique bog = O.

Si AB % O, compte tenu de 1), by1bas # 0 et 9) implique baz = 0.
Dans tous les cas on a donc

bog = 0. (4.40)

Il reste donc non-nuls b1y, beg, b3 et bas.
Les équations de Gauss (4.30) sont compatibles si et seulement si

. A2 B2\ AB B2
(A 5 A) <B+ > T (B 2—B> (4.41)
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et admettent alors les solutions (¢ = — 1)

AB

b1 = ¢ ———=

B2
s 4\/B+ ry
bay ==

bss __ﬂ\/ LB
sin2 B"Z

. B2
B—
9B
bas = — % =

l 2«‘/ B2
. B+Z

qui vérifient identiquement les équations de Codazzi.

Remarque.

(4.42)

Les raisonnements sont analogues pour les espaces du type [H] et [C] sauf
pour Cp qui est toujours de classe 1. Nous avons simplement porté les résultats finaux

dans les tables.

TABLE 14
Classe
Classe 0 Classe 1 Classe 2
S | BRazgz=0 Rogez # 0 1) Razas = 0, Rass # 0
@

Rogos = 0 A= Ao 2) (I) non vérifié

Rogaz = 0 Rosoz £ 0 1) Reges =0, Ria1z # 0
H (1)

Riz12 =0 A= 2) (II) non vérifié

Rages = 0
C M=) (I1I) (III) non vérifié

Rig14 =0

ou :{ A1 = Ri2asRusss + Rug14Razes
22 = RizizReses = Ri212Rsa34.
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CHAPITRE V

GROUPES DE MOUVEMENTS

1. Introduction

La recherche des groupes continus de mouvements des espaces [S], [H], [C]
améne de nouvelles classifications de ces espaces quant au nombre de parameétres
du groupe et de nouvelles considérations qui ont trait 3 la transitivité et &
Phomogénéité des espaces. D’autre part, elle constitue la premiére étape qui permet
d’étudier les groupes d’isotropie (ou de stabilité) et les espaces symétriques. Nous
signalions d’autre part que les modeles [S], [H], [C] étaient les modéles les plus
généraux qui admettaient un Gg sur une sous-variété Va(60, ) (groupe de stabilité
sur la V3), il est donc logique de trouver un Gs comme groupe minimum a ces
modeles. La théorie des groupes continus d’isométries nous apprend par ailleurs que
le nombre maximum de paramétres du groupe est 10 dans le cas d’une Vs et que
ceci n’est réalisé que pour les espaces & courbure totale constante; un théoréme
de Fubini nous apprend enfin qu’il n’existe pas de groupe & 9 parameétres, sauf pour
des espaces einsteiniens (). La premiére démarche pour la détermination des groupes
consiste & trouver les vecteurs Fi cest-d-dire essentiellement la résolution des
équations de Killing [1], [8], [23].

Nous ne traiterons explicitement que le cas des modéles [S]. Les modéles [H],
[C] se résolvent de la méme maniére. Cependant nous donnerons les résultats pour
tous les modeles.

2. Vecteur de Killing pour S;

Les équations de Killing s’écrivent ici

/ ; otl
(K1) ELA’ + EfA + 2A - = 0
AR
(Kio) A5+ 7 = =0
1
(Kyz) A og! -~ r2gin2 0 08 _ 0
op or
s o4
(K1a) ATE;; —Ca—é =0 (5.1)
082

(Koz) El—l-f-a—o;:()
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z o 008
(Kos) == 5 st 0= 55 =
3&2 08t
9 Y52
(Rag) 7250 — O =
. . 03
(Kgs) Elsin 6 - £2r cos O 4 rsm@% =0
) PIZ k4
2 i 2 Y o b
(Ks4) 72 sin2 6 Py C 7o 0
0t
(Kyqq) ELC" + 84C + 20- = 0.

A) Détermination de 1, £2 et £3,

(Ki2), (Ki3), (Kg2) et (Kgg) donnent
B ow_

0763

S5z T 2A cos 0% o

7 sin 0 _i + Asin 6 g
(Kay), (Kaa) et (Kg3) impliquent

3

sin 6 -2 02 -+ cos()aE

00t 0

soit
3 _ g(r, ¢, 1)
8 =f(r,0,0) + T

Compte tenu de (Kjs), (Ky3) et (Kg3) on obtient finalement

sin
£ = —wy(r, t) gin—cg wa(r, t) 6 —{- b1 cos @ cotg 0 — by sin ¢ cotg 6 - by

avec

oi(r, t) 1 Awy - 7 —aﬁ; =0

et
bi = cSte,

On obtient alors

(5.2)

(56.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

? = wa(r, t) cos 0 sin @ + wi(r, t) cos O cos @ — wa(r, t) sin O + by sin ¢+bs cos @ (5.8)

)
£l = 7 [wi(r, £) sin 0 cos ¢ + wa(r, ) sin O sin © + ws(r, £) cos 6].

36

(5.9)



B) Détermination de £* et classification.
(Kaa), (K34), (5.6) et (5.8) impliquent

2
B = % [é sin 0 cos @ + &g sin 0 sin @ + o3 cos 0] + n(r, ?).

(K14) et (5.9) donnent d’autre part

4
aair = ?—? [y sin 6 cos @ -+ g sin 0 sin ¢ + 3 cos 6].
Or de (5.10) on tire

4 20y
—aa—i— = <26T——¢_C%> [co1 sin 6 cos @ + &g sin 6 sin ¢ + @3 cos O]

2
+%[d)isineeoscp+cb;sinesincp —}—ld)écose]—l—%?.

En comparant (5.11) et (5.12), il vient

on
w5
2 ’
ou(2r — %3_ AR+ 20 = 0.
En introduisant (5.10) et (5.9) dans (K1) puis dans (Kg4), on obtient
An(t) =0

A y2
wi(AT — 28 — 2A2) + &y ‘501 =0

Cn~{—20@=0
dt

2
rC'w; -+ 2r2 6 —%g w; = 0.

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
(5.17)

(5.18)

11 faut done résoudre le systéme & formé par les équations (5.7), (5.14), (5.15),

(5.16), (5.17), (5.18).
Nous devons maintenant distinguer plusieurs cas.

19) A =0.

Le systéme & se réduit &
1) Aw; + reo; =0

2) wi(A'r — 2A — 2A2) = 0

rw

3) @ (2—1rC —A) + Cf:o

4) Cn + 207 =0

5) C'w; -+ 2red; — T-é; w; = 0.

(5.19)

37



Etant donnée I'équation 2) de (5.19) nous considérons
a) A'r —2A —2A2 £ 0

2) donne alors

w; =10 (5.20)
11 reste 4) a résoudre
1) C = ci(t)ea(7).
D’otx

by

n=—">—= b gy = cste,
X0
Nous avons done affaire & un G4 de parametres by, by, bs, by.

2) C # ci(t)ea(r).

L’équation 4) implique n = 0, et nous avons affaire & un Gs de parametres
b1, be, bs.

/ p . 1
b) A r —2A — 2A2 = 0 soit A = ﬁ:ﬁ;é’ K = Csw.
L’équation 1) donne
: 1+ K22
@; = p4(f) v J; 4 (5.21)
tandis que 3) donne
o1 [2K2r — % (1 + K22)] = 0. (5.22)

’

1) 2K2r — % (1 4+ K2%2) = 0 soit C= (1 4 K22)cy(t); de 1’équation 3) on tire

b 5.23
n === .

YV eilt) (5.23)

et de 5) i =c¢nsin K f \/c?(t_)dt -+ ¢i2 cos KJ. \/cl—(t)dt (5.24)
si bien que I'on a un Gig de paramstres by, bg, b3, ba, ¢11, C12, Co1, Cos, C31, C33.

2) 2K2r —-r%—(l + K22) #£ 0 soit C # (K22 - 1)eg (8),
De (5.22) on tire p; = 0 soit

1. 22
i = ¢ v t Ko o — o, (5.25)
«) C" # 0 I'équation 5) donne alors
¢ = 0. (5.26)
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i. C = ci(t)ealr).
De 4), il vient

" T Vb

et on obtient le G4 vu ci-dessus.

ii. C #* 61(#)02(7‘).
De 4), il vient

n=20
et on obtient le G vu ci-dessus.
B) C" == 0 soit C = ¢1(?).
De 4) on tire
by
n Py p—
vV aaft)

et il reste un Gy de paramétres by, bs, b, b, c1, C2, C3.

20) A # 0.
Dés lors (5.15) implique 7 = 0 et le systéme & devient
1) Aw; + ro; =0
’ . Arz
2) oy(A'r —2A —2A%) + wi g = 0
20V

5) Coor + 2oy — < aog = 0.

C
Posons
A'r + 2A —2A2
an:-ﬁLKﬁiﬁ
2" donne
. XC
W = — e ©g
et (5.10) entraine
£4 = — X(w sin 0 cos ¢ + wg sin 0 sin ¢ + w3 cos 6).

(56.32) et 3) impliquent

X A )
w; l:i—'—r':] +w;=0

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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et vu 1)

X' 2A
=0 (5.35)
(5.32) et 5) donnent alors
O —CX — 2C(X — 3%29) —0 (5.36)
et 1) est vérifié si )
72A = 2XC(A — 1) + XC'r. (5.37)

a) Les relations (5.35), (5.36) et (5.37) somt vérifides. ‘
Alors il existe une solution non nulle aux équations (5.30) obtenue en primiti-
vant le systéme complétement intégrable

@
= (5.38)

e|e

r
la, solution s’écrivant alors

w; = co(r, £). (5.39)
Deés lors le groupe de mouvements est un Gg de paramétres by, be, b3, c1, c2, ca.

b) Les relations (5.835), (5.36) et (5.87) ne sont pas toutes vérifides.
Les équations (5.30) entrainent alors

wi =0 (5.40)

et le groupe de mouvements est le G3 que nous avons rencontré plus haut.

3. Vecteur de Killing pour S3

Les équations de Killing s’écrivent

ot

(K1) ELAL - A o 24 =2 =0
1 2
(Kig) A — az + B g -0
or
og! 0B
(Kas) A%+ Bsin? § = =0
oEl  oE:
(Kig) A - =
g2
4 2
(Kao) €4B + 2B — = =0
2
") = e 6 63 = (5.41)

d
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og? ot

(Kaq) B — =g =

3
(Ks3) 2Bcos6£2—[—Bsin6Z4+2Bsinﬁgg—:O
o

03 o4
2 ____ — 2
(K34) Bsin2 0 5 a<p =0
ok4
(Kaaq) En 0

(Ki12) et (K;3) donnent

o[og2 o . _
5 [5(—5 — 7 (sin2 O 23)1 = 0. ‘

0o o .
—a-t' I:é—(p—_ % (s1n2 ) Zs)jl = 0.

(Ka4) et (Kgs) donnent

(Kas), (5.42) et (5.43) donnent enfin
=00 400

sin O

De (Kos), (Ks33), (Ki3), on tire

£2 = sin 0 h(r, t) + U0, 9, 1).

(Kay), (Kzq), (5.44) et (5.45) donnent enfin
£2 = sin 0 A(r) + U0, ¢)
)

sin 0

+ 96, ).

(Kj2) implique
B dhr
1 i
gl = cos 6 7 + m(r, t)

et (Kzg)
E4B + 2B cos 0 h(r) =
De (Kzg), (K33) et (K23) on tire
g2 = l(o)
g = q(6, 9)
4 —
avec

’81
il 2
+ sin eae

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)
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si bien que finalement
£2 = by sin@ 4+ bg cos @
( &3 = cotg 0 (b1 cos ¢ — bg sin @) + b3 (5.50)
b; = cste,
Pour déterminer £1, on doit envisager 2 cas.
10) A = a3(r)as(t).
by
v aa(r)

et on obtient le Gy de paraméires by,bs,b3,b4.

Alors (Ky;) donne &l =

20) A # a(r)as(t).
Alors (Ky;) donne £1 = 0 et on obtient le Gz de paramétres by,bs,ba.

4. Groupe de mouvements d’une surface Vy(r,t)

Les espaces du type Go apparaissent comme étant le produit direct d’une
Va(r, t) par une Vy(0, ¢), la détermination du groupe de mouvements de la surface
Va(r, )

do? = — A(r, t)dr? -+ C(r, t)ds2 (5.51)
est préalable & I'étude du groupe complet de la V,.

Nous pouvons classer les surfaces Va(r, £) sous les trois rubriques suivantes [1],
(8], [*2].

1) La surface Va(r, t) n’admet aucune déformation continue.

Alors le groupe complet de la Vy est celui de la Vy(0, o).

2) La surface Va(r, t) admet une déformation continue mais n'est pas & courbure
constante.

La forme fondamentale (5.51) peut se ramener & une des 2 formes

do? = — A(t) dr2 + d2 (A > 0) (5.52)
ou
do = — dr2 + C(r)dt2 (C > 0). (5.33)
Si Uespace (5.52) est & courbure K constante, A posséde la forme suivante
(K > 0) A = (a1 5in A/K ¢ + ag cos /K 1) (5.54)
(K < 0) A= (azshA/—Kt+ azchy/ —Ki? (5.55)
(K =10) A = (a1t + a9)2. (5.56)
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Si I'espace (5.53) est & courbure K constante, C posséde la forme suivante
(K > 0) C = (¢ sh A/K r + ¢z ch 4/Kr)2
(K < 0) C=(csin A/— K7 + c3 cos V=K (5.58)
(K =0) C= (c1r + ¢c2)%

(5.57)

(5.50)

Nous supposons donc maintenant que la surface Va(r, t) prend la forme (5.52)
ou (5.53) mais ne vérifie aucune des relations (5.54) & (5.59).

Les équations de Killing pour (5.52) et pour (5.53) admettent uniquement pour

solution

et

il == cSte
B=0
=0
gzl — cSte

ce qui donne lieu respectivement, aux opérateurs

ou

0
R

0
Xl:pa_t.

3) La surface Va(r, t) est & courbure oonstante.

Nous pouvons constater que vu la forme de A pour (5.52)

de méme pour (5.53)

K&
_—— — RE— 17
A g Taa="
C// C/z
= e —_— T t
A 3 +20 cste,

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

Nous pouvons done classer les Va(r, t) & courbure constante sous la, forme sui-

vante :

Table 15 : Surfaces Va(r,t) & courbure K constante

K> 0

K <0

K=0

A = (ag sin /Kt
-+ azcosx/I_it)2

A% 0| n=K(@?+ ad)

A=4k2 k>0

A = (a1 sh \/:Kt
-+ ag ch \/——— Ki)2
A = K(a§ —ai)

A=ck? e=+1
k> 0 selon que A 0

A = (a1t + ag)?

7\201%, (llsﬁo
k‘-——al
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A=0 A = e+2V—Ki A = aZ(as # 0)
K= —#8%&>0

C = (c1 sh \/I—(r C = (¢1 8in '\/—~ Kr C = (c17 + ca)?
+ ¢c2 ch '\/KT)Z —+ ¢2 cos \/—»Kr)z

A#E 0N =K(2—cd) A= —K(c? + ) A=10c} c1# 0
A=c¢ek? ¢ = 1+ 1 selon k= k>0 k=c¢
que k>0, A$0

A=0]| C = et2V=Kr C=0c} ca# 0
K=1# k>0 l

5. Groupe de mouvements des surfaces Va(0, @)

Il s’agit des surfaces dont les formes fondamentales sont

d52 = 462 - sin? B de? (5.66)
dZ2 = d62 + sh2 O do? , (5.67)
d52 = 62 + de2. (5.68)

Le vecteur de Killing de (5.66) s’écrit
§2 =bysing + by cos o (6.69)
&% = cotg 0 (by cos @ — by sin ©) + bs.
Celui de (5.67)
£2 = by sin g + by cos o (5.70)
3 = coth 6 (b1 cos © — bz sin @) + b3
et celui de (5.68)
E2 = bip + by (5.71)
=010+ by

6. Vecteur de Killing des espaces du type Gg

La forme fondamentale du type Gy étant
ds? = — A(r, t)dr2 — B dX2 4 C(r, t)ds2

ou d%2 prend la valeur (5.66), (8.67) ou (5.68), le vecteur de Killing a pour com-

posantes £2 et £3 (5.69), (5.70) ou (5.71), les composantes £l et £4 dépendent de la
forme de la Vy(r, t).

Nous pouvons maintenant dresser la table compléte donnant le nombre de
paramétres du groupe.
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TABLE 16 (sutte)

Cy Ca Cs
1
Go TR
C = r2¢(t)
1
G T Ree2
C = ¢y1(?)
A 75 O V2(7’, t)
4 & courbure
‘ X = ‘}LZ_Qé oste
*) /
G |V x o
’ Or =XC 4+ 20X
| Ar?2 = —2XC + XC'r
A=0 Vz(f, £) A= al(r)ag(t)
Gy C = ¢1(f)ca(r) admet une
ni Gy, ni G déform. continue
HA=0 sinon A # ay(r)as(t)
Gs C # ca(t)ca(r)
2) A#0

(*) non vérifié

7. Les opérateurs X,

b an

On introduit alors 'opérateur

Xy =

Les vecteurs de Killing peuvent s’écrire

1=1..n
a=1...7r

. 2

* i

r étant le nombre de paramstres.

et on peut répertorier tous les opérateurs X, des modéles étudiés.
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TABLE 18

Algébres de Lie

SiSs | HyHs | CiC3 SiS; | HeHs | CiCs

(X1, Xg) = X3 X3 0

Gz | (X2, X3) = X3 X3 Xy
(X3, X3) = Xa X, Xo

Gy | Xy, Xy) = 0 0 0
1=1,2,3
(X1, Xy) = 0 0 X3 | (X3, Xy)= | —X5 | —X5 | —Xj5
(X1, X5) = Xe Xs Xe | (X3, X5) = Xy Xy X4
(X1, Xg) = | — X5 X5 X3 (X3, Xg) = 0 0 0
(Xo, Xy4) = X X Xe | (X4, X5)= | FX3 |—FX3| O
(Xg, X5) = 0 0 — X3 | (X5, Xg) = | —FXy| FXy | —X5

Ge | (Xp, Xg) = | —Xg | Xy X | (X4, Xg) = | FXp |—FX2| Xy
F = 0w + r0’ — X} = cste,

Gy : comme Gg excepté : F=K2 et (X;,X9) =0 1=1,...,6

Gio

50

comme Gg excepté F = K2 pour S;SzH;Hs et
2 (Xy, Xp) = — FX3, (X5, Xg) = — X5 + FX), (X4, Xy) = Xy — FX; ot
F = 2¢1 — €2 = ¢st¢ pour C; et Cs. En plus :
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x— JXA— XA = (01X 9x) oY XA = (,X “x) X —
X — 1o XA = oX —OTX 3 0 8 X (5X 7X)
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TABLE 20

Algebres de Lie possibles d’une Va(r, £) & courbure constante (k > 0)

L+ L~ Lo
(X3, Xo) =k X3 | =—FkXs =0
(Xo, Xs= kX1 | =— kX, - X
(Xg, X3) =kXy | =—FkXp = X,

TABLE 21

Algébres de Lie des espaces Sg, Ha, Co

Sa H, Cy

(X1, Xp) = Xs | X3 0

G3 (XZ, X3) = X1 X1 X]_
(X3, X3) = Xo Xy Xo

Gy (X;;X)=0i=123

Ge (XiXo) =0i=1,2,3 a=4,5,6 (X4X5)=kXs (X5, Xg) = + kX,
(Xe, Xg) =k X5

ou (Xg, X5) =0 (X5, Xg) =Xy (Xg, Xy) = X5

9. Espaces homogénes

Ce sont ceux & groupe de mouvements transitifs.

TABLE 22

Espaces homogénes

Sl Hl C1
| ! !
1 ,
o | TR A=gep 1 A= Rope
C=oclt) B2 +1)| C=ct)E22—1)| C=r2(t)
1 1 1
Gy A:K2r2-|-1 A= T K2
C =) C = c(t) C = cy(f)
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10. Propriétés des constantes de structure

TABLE 23

Propriétés des groupes de mouvements

= | 88
© o =
g | =2 | © | -5E g
s | @ | E |8 |EFE| 2 B | &
23 | @ % [ EaE | £ |8
2108 B |z &858 | & | &
G3[S,H] X X X
3[C] X
478, 1] X X X
410] X X X
6 X X
sauf SoHy [S, H]
Ge X
sauf Cs [C]
Gg X X
SeHs : type (I), (I)
Gg X
SoHs : type (I1I), Co
Ggs,m X X X
0] X X
10[S,H] X X X X
10[¢] X
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