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AVANT-PROPOS

On sait que Smirnov a associé bijectivement aux compactifications de Hausdorff
d’un espace de Tychonoff E des relations, dites de proximité, définies dans 'ensemble
des parties de E [S] (*). Les travaux de Smirnov permettent donc d’étudier les
compactifications séparées d’un espace topologique au moyen d’étres mathématiques
définis sur cet espace lui-méme. Nous avons cherché & résoudre le méme probléme
en nous affranchissant de V’axiome de Hausdorff. On constatera que la méthode
que nous avons mise au point est essentiellement différente de celle de Smirnov
et qu’elle englobe les compactifications habituellement rencontrées, notamment celle
de Wallman.

Signalons que chaque chapitre de notre article est précédé d’un résumé intro-

ductif.

(*) Les lettres entre crochets renvoient & la bibliographie & la fin de Particle.



GENERALITES

Un espace topologique est formé d’un ensemble de points, symbolisé parune
lettre majuscule droite, et un ensemble d’ouverts, symbolisé par une lettre majuscule
ronde ou une lettre grecque. Par exemple, les espaces topologiques E, T ou H, 6.
Souvent, il sera simplement désigné par I’ensemble de ses points, ou Pensemble de
ses ouverts. Si A est un ouvert de I’espace topologique E, T, nous dirons parfois
que A est un E-ouvert, ou un C-ouvert. De méme, lorsque ce sera nécessaire, nous
parlerons de E-voisinages ou de T-voisinages d’une partie de E.

Une extension d’un espace topologique E est un couple (f, H), o H est un
espace topologique, et f un homéomorphisme de E sur une partie dense de H. En
fait, sauf mention explicite du contraire, nous supposerons étre dans les conditions
suivantes : E est un sous-espace dense non vide de 'espace topologique H, et nous
sous-entendons que I’application f est Papplication identique E— H.

Un espace topologique sera qualifié de compact lorsque tous ses recouvrements
ouverts incluent un sous-recouvrement fini. Une compactification est une extension
compacte.

Nous dirons que I'extension (f, H) de E est uniponctuelle lorsque H — fE est
réduit & un point ; de méme, nous parlerons de compactifications uniponctuelles.

Si H est une extension de E, si A est une partie de E, nous désignerons respec-
tivement par A et AE, les adhérences de A dans E et H. 8’1 n’y a pas d’ambiguité

quant & ’extension, nous poserons AE — A
La fin des démonstrations sera marquée par le signe (.



CHAPITRE 1

TOPOLOGIES SUR LA REUNION
DE DEUX ESPACES TOPOLOGIQUES

Introduction

Considérons une topologie T définie sur la réunion E de deux ensembles E;
et Fo. Appelons respectivement C;, Tz et Tg les topologies induites par T sur E,,
15 et By N Ea. Les topologies induites par Ty et Tz sur E1 N Eo coincident évidem-
ment avec Ts. '

Dans ce chapitre, nous allons nous donner deux espaces topologiques E;, T
et Ha, To, qui induisent la méme topologie Ts sur E; N Eg, et nous allons essayer
de déterminer les topologies T de E = E; U Ez qui induisent respectivement Ty
et Cp sur B et Eo. :

Si 'un des deux espaces est vide, la réponse est évidente ; nous les supposerons
donc non vides.

1. Clans

Plagons-nous dans les conditions du premier paragraphe de Iintroduction.
Considérons un ouvert A de Ty ; appelons &5 'ensemble des traces sur Eg des ouverts
de T dont la trace sur E; vaut A.

VAECLQA:{C(\EZZCEC et C(\El‘—TA}

1.1. La connaissance de Ty et de la famille (D ))ec, détermine T.

En effet, une partie C de E est ouverte si et seulement si ¢’est un ensemble de
la forme C = A U B, olt A appartient & T; et B & D 4. (

1.2. Awxiomes des clans.

Si A est un ouvert de Ty, @ == D4 est une partie non vide de Ty qui vérifie les
propriétés suivantes :

(Dy) Lintersection de toute famille finie non vide d’éléments de D appartient & D.

(Ds) La réunion de toute famille non vide d’éléments de & appartient & g.

En effet, A est la trace sur E; d’un ouvert C de T; C N Ep appartient & 9
qui n’est donc pas vide.

Considérons une famille finie non vide (B;) d’éléments de &. Chacun des ensem-
bles C; = A U B; est contenu dans T ; intersection C des C; appartient aussi & T.
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La trace de C sur E; est A ; sur Es, elle vaut Pintersection des A; ; cette derniére
est donc contenue dans .
(D2) se démontre d’une fagon semblable. (

Définition des clans.

Nous appellerons un clan sur Es, T2 une partie non vide de Tp qui vérifie les
axiomes (D) et (Do).

2. Propriété de la famille (9,),,

2.1. Si A cst un ouvert de Tj, nous appellerons 2 l'ensemble des ouverts
de Ty dont la trace sur E; N Ep vaut A N Eo.

Pour tout ouvert A de Ts, D est inclus dans ;.

Considérons un ouvert B de &,, et montrons que sa trace sur E; N Es vaut
A N Esz. AU B appartient & T ; les traces sur Eq et Es de A U B sont respectivement
A et B. Ainsi,

AUB)NE NEe=ANE; =BNEy (

2.2. Tout ouvert de B de Ty appartient & un clan auw moins de la fomille.
B est la trace sur Eg d’un ouvert C de T. Si on pose A =CN E,onaBeP,. (

2.3. Appelons A et B les intersections respectives des fomilles finies non vides
(As)iz1, .., n ¢ Bi)i=y, .. » & ouverts respectivement de Ty et To. Si, pour tout i, B; ap-
partient & D a;, alors B est contenu dans D 4.

Pour tout ¢, les ensembles A; U B; appartiennent & T. Appelons C leur inter-
section ; C appartient & T, CN E; vaut A, CN Ey vaut B ; done B est un ouvert
de A (

Corollaire.

Si B est un ouvert du clan £, D un ouvert du clan Z¢, et si A est inclus dans
C, alors BN D appartient & Z,.

2.4. Appelons A et B les réunions respectives des familles (As);er et (By)yeq 4 ouverts
respectivement de Ty et Ta. Si pour tout i, B; appartient & D a;, alors B appartient & D 4.

La démonstration est analogue & celle de 2.3. (

Corollaires.

1) Si B appartient au clan Dy, si D appartient au clan D, alors A ¢ C implique
BuDeZeg.

2) Si B et C appartiennent & Dy, si ouvert D de Ty est tel que BcDcC,
alors De9,.

En effet, par 2.2, D appartient & un clan Dy, Fe T. DN C = D appartient
& Dy g (23). DU A = D appartient & D, )14, donc & D4 (2.4). (

2.5. Si A est un ouvert de Ty, nous appellerons Ry la réunion des ouverts de 9.

Ra est Vouvert maximum de Ty dont la réunion avec A appartient & T.
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2.6. Si A et B sont des ouverts de Ty, Ac B implique Ry C Bp.

RaU A et RgUB sont des ouverts de T; de méme RyaUAURpUB=
Rs U Rg U B. Ainsi Ry U Ry appartient a Dpg ; cet ensemble est donc inclus dans
Rg; de ce fait Rac Rag. ((

2.7. Appelons A Dintersection d’une famille finie non vide (A;) d’ouverts de Ty;
on ¢ Ry =N Ray.

1) Quel que soit 4, N Ra; € D4 (2.3). Ainsi N Ra; C Ra.

2) Quel que soit 4, Ac A;. Donc Rac Ry, aingi Rac N Ry, Au total,
RJA =N RAi' (

2.8. Appelons A la réunion d’une famille (Aq)q &’ owverts de Ty ; chaque ensem-
bleBde Dy estdelaformeB =U {By:ieletBi€ Da;} sieb seulement st Ry = U R

1) Supposons que Ra = U Ry;. Soit BeDy, on a Bc Ra. Pour chaque ¢,
BN Ry, appartient & Da; (2.3). U {BN Ry} est de la forme cherchée, et

U{BNRy}=BN(URy) =BNRy=B.

2) Supposons que chaque B de P4 soit de la forme indiquée. Considérons Ra.
OnaRy=U{Bs:7elet Bi€ Da;}. Pour tout 4, B;C Ray, donc RacU Ry,

Par 2.4, on voit que U Ry; appartient & D ainsi U R, c Ra. Au total,
R:A = U RAi' (

3. Considérons deux espaces topologiques Ei, Ty et Bg, Tz qui induisent la
méme topologie sur By N Eg ; appelons ® = (Z4)sc¢, une famille de clans sur Es, Co,
d’index Ty.

On peut munir B = B; U Es d’une topologie T qui induit Ty sur By e CTs sur Ko,
et pour laquelle ® joue le réle de la famille de clans considérée aw paragraphe 2, si et
seulement st @ vérifie les propriétés 2.1 o 2.4.

Ce qui précéde montre que les conditions sont nécessaires ; montrons qu’elles
sont suffisantes. :

Définissons comme suit la topologie T sur E : une partie C de E est T-ouverte
si ot seulement si elle est de la forme C = A U B, ot A est un ouvert de Ty et B un
ouvert de Ta tel que BeJa.

Montrons d’abord que T est une topologie. Si (C;) est une famille finie non vide
d’éléments de T, pour tout 4, on peut trouver des ouverts A; et By, respectivement
de T et Ty, tels que C; = A; U B; et B; € Da;. Llintersection B des By appartient
au clan @, relatif & Pintersection A des A; (2.3); on a, vu (2.1), N C;=AUB,
et ainsi toute intersection finie non vide d’ouverts de T appartient & C. En s’appuyant
sur (2.4), on démontre que toute réunion d’ouverts de T est un élément de T ; en
particulier, @ appartient & T. Il reste & montrer que K est un ouvert de T. L’ouvert
E; de T appartient & un clan 94 de @ (2.2) ; le clan Py, de @ contient un ouvert B
de T, (définition des clans); E; U B = Eg appartient & Dr, (24), done E1U Eg
est un ouvert de T.

Montrons maintenant que T induit respectivement Ty et To sur E; et Ha. Soit
Pouvert C de T ; Ty et Tz contiennent respectivement les ouverts A et B tels que
C=AUB et BED4. On a CNE;=ANE)UBNE)=A et CNEz=
(AN E2) U (BN Eg) =B (2.1); done les traces sur Ey et Es d’un ouvert de T
appartiennent respectivement & Tj et Tp. Si maintenant A est un ouvert de Ty,
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il existe un ouvert B contenu dans P4 ; AU B est un ouvert de T dont la trace
sur B; vaut A. Ainsi, tout ouvert de T; est la trace sur E; d’un ouvert de €. En
s'appuyant sur 2.1 et 2.2, on montrerait que tout ouvert de T est la trace sur Eso
d’un ouvert de T.

La définition de la topologie T sur E montre que ® est la famille de clans
considérée au paragraphe 2. (

Remarque.

Si E; et E; sont disjoints, alors, pour tout ouvert A de Ty, D, = Ty, et la
condition 2.1 est toujours satisfaite. C’est le cas particulier considéré dans un article
antérieur (My).

4. Maximum et minimum

Considérons les espaces topologiques Eq, Ty et Eg, Ts, et appelons X I’ensemble
des topologies T sur E = E; U E; qui induisent respectivement T; sur E; et Ty
sur Eg. Ordonnons X par l'inclusion de ses éléments.

4.1. X possede un mazimum, dont (D}) ez, est la famille de clans.

Pour le voir, il suffit de montrer que les ensembles &} sont des clans, et que
(Z}) vérifie les propriétés 2.1 & 2.4. C’est immédiat. (

4.2. Deux topologies minimales.

Si I'espace E est un élément de tous ses recouvrements ouverts, nous dirons
que E est monocompact.

Si Pespace E inclut deux ouverts non vides disjoints nous dirons que E est
réductible. Nous le qualifierons d’irréductible dans le cas contraire.

Si By et By sont disjoints, nous sommes dans un des cas 1 & 8 et dans un des cas
4 @ 6 énumérés ci-aprés ; les topologies décrites dans ces divers cas fournissent deux
éléments minimauz de lo classe X.

1) By n’est pas monocompact.

Prenons pour ouverts de T, d’une part, les ouverts de Ty, et, d’autre part, les
ouverts de Cp réunis & E;. C’est une topologie sur E ; elle induit T; et Ts respective-
ment sur K, et Eg. Montrons que T est minimale. Supposons qu'une topologie T’
sur E soit strictement moins fine que T. T contient un ouvert C qui n’appartient
pas & T,

a) Supposons qu’un ouvert D de T ait une trace non vide D N Es sur Es. Vu
la définition de T, D est univoquement déterminé ; il vaut E; U (D N Ez). Comme
T’ doit contenir un ouvert de T dont la trace sur Eg est D N Eg, D appartient a T’.
De ce fait, C N By est vide.

b) De méme, si la trace D N By, sur E;, d'un ouvert D de T est différente
de Ey, on voit que D = D N Ky, et que D appartient & T’. On a done C = E;.

c) Ti contient une famille &7 d’ouverts distincts de E; dont la réunion est E;.
En vertu de b), ces ouverts appartiennent & T’, de méme que leur réunion C = E; !

2) Ei est monocompact et Ba est trréductible.
Prenons pour ouverts de T, d’une part, les ouverts de C; distincts de E;, et,

d’autre part, les ouverts de Ty réunis & E;. C’est une topologie sur E qui induit
respectivement Ty et Ty sur E; et Es.
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Reprenons la démonstration précédente hormis le point ¢). On découvre que
E; est un ouvert de T'!

3) Ej est monocompact et Bg est réductible.

Reprenons la définition de T et la démonstration donnée en 1); remplagons
le point ¢) par le suivant :

¢) Es contient les ouverts disjoints By et B2. B1U Ey et B U E; sont donc des
ouverts de T’ (a), de méme que (By U E;) N (BaU Ey) = Ey = C!

En permutant les roles de E; et Hg, on trouve encore les cas :

4) Eq n’est pas monocompact.

Les ouverts de T sont, d’une part, les ouverts de Ty, et, d’autre part, les ouverts
de Tp réunis & E,.

5) Bg est monocompact et By est irréductible.

Les ouverts de T sont les ouverts de Ty distincts de Esg, et les réunions de Xz
et des ouverts de Tj. '

6) B est monocompact et By est irréductible.

Les ouverts de T sont les mémes qu’au numéro 4). (

Toujours dans le cas ot By et By sont disjoints, la classe posséde un AU,
si et seulement si By et Bg sont triviauz. Le minimum est la topologie triviale sur E.

Soit le minimum T ; supposons que ouvert B de T soit distinct de & et de Eo.
T1 existe un ouvert C de T dont la trace sur Es est B. C doit étre & la fois de la forme
B U E; et de la forme B. On aurait E; = @ | Donc Eg est trivial. De méme, E, est
trivial. Le minimum est la topologie triviale sur E. (

Remarque.

On peut se demander §’il existe d’autres éléments minimaux que ceux qui ont
ét6 donnés ci-dessus ; la réponse est affirmative ; montrons-le sur un exemple :

L’espace E; est trivial et réduit & un point a ; Es est discret, et possede deux
points b et ¢c. Voici quatre topologies minimales de la classe X ; les deux premiéres
ont été décrites aux numéros 3) et 4).

T ={9,E,{a}, {a, b}, {a,c}}.
T={2,E {b},{c}}

T ={2,E, {b},{a,c}}.

T ={2,E, {c}, {a, b}}.
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CrarrtrE 11

EXTENSIONS D’UN ESPACE TOPOLOGIQUE
ASSOCIEES A UNE FAMILLE DE TAMIS

Introduction

Considérons une extension H, 6 de l’espace topologique E, T ; appelons T le
complémentaire de E dans H, et désignons par v la topologie du sous-espace I de
HI=H—Eett={ANI:Acb}).

Si ¢ est un point de I, appelons %; ’ensemble des traces sur E des 6-voisinages
ouverts de . Nous verrons que (%;); est une famille de filtres du lattis des ouverts
de E ; un tel filtre sera appelé un tamis sur E. (%;) sera appelée la famille de tamis
associée & 'extension H.

Nous allons nous donner I'espace topologique E, T, ainsi qu’une . famille
D = (U;)sx de tamis sur E (on suppose E N I = &), nous chercherons quelles sont
les topologies dont on peut munir H = E U I de telle fagon que ® soit la famille
associée & I'extension H. Nous étudierons ensuite les rapports qui existent entre @
et des axiomes de séparation qui seraient éventuellement vérifiés par H.

Nous allons avoir besoin dans ce chapitre, et dans le reste du travail, de quelques
résultats de la théorie des lattis ; nous les présentons au premier paragraphe.

1. Rappel de théorie des lattis

1.1. Ensembles ordonnés.

Un ensemble ordonné E est un ensemble non vide muni d’une relation binaire <
qui vérifie les propriétés suivantes :

Quel que soit I'élément a de E, a < a (Réflexivité).

Quels que soient les éléments ¢ et b de E, a < b et b < a impliquent @ = b
(Antisymétrie).

Quels que soient les éléments a, b, et c de B, a < b et b < ¢ impliquent a < ¢
(Transitivité).

Si deux éléments de E sont tels que @ < b, nous dirons que a précéde b, ou
que b suit a. Si 'élément ¢ de E précéde 1'élément b, nous écrirons @ < b lorsque
a et b sont distinets.

Si R est une relation d’ordre sur un ensemble E, la relation réciproque Rt
de R est aussi une relation d’ordre sur E. Lorsque nous parlerons d’une notion
introduite par dualité & partir d’'une notion définie sur E, nous voudrons parler
de la notion introduite sur E muni de la relation d’ordre R-1.

Nous dirons qu’une partie A de E est totalement ordonnée lorsque, pour tout
couple d’éléments @ et b de A, on a soit @ < b, soit b < a. Nous dirons qu’un élément
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a de E est un majorant d’une partie A de E lorsque, pour tout élément b de A,
b << a. Si @ appartient & A, nous dirons que c¢’est le maximum de A (le maximum
est unique). Si la partie A de E posséde un majorant minimum « (nous voulons dire
que, dans ’ensemble des majorants, ¢ est maximum pour 'ordre réciproque), alors
nous dirons que a est le suprémum de A. Un élément maximal d’une partie A de E
est un élément a de A tel qu’aucun élément b de A ne donne lieu & ¢ < b. Par dualité,
on définit les notions de minorant, minimum, infimum et minimal.

Nous dirons qu'un ensemble ordonné E est inductif lorsque toute partie totale-
ment ordonnée de E posséde un majorant.

1.2. Lemme de Zorn.

Un ensemble ordonné inductif posséde un élément maximal.
Dans un ensemble inductif, tout élément est suivi par un élément maximal.

1.3. Lattis.

Un inf-demi-lattis est un ensemble non vide L, muni d’une relation d’ordre pour
laquelle toute paire d’éléments a et b posséde un infimum a A b. Par dualité, on
définit la notion de sup-demi-lattis. Un lattis est un ensemble ordonné qui est & la
fois un inf-demi-lattis et un sup-demi-lattis.

Un inf-demi-lattis L sera qualifié de complet lorsque toute partie non vide A
de L admet un infimum A A. On parlera de méme de sup-demi-lattis complet et
de latttis complet. ‘

Notamment, ensemble Z(E) des parties d’'un ensemble E, ordonné par 'inclu-
sion, est un lattis complet ; il en est de méme pour 'ensemble T des ouverts d’un
espace topologique E, T, ordonné par I'inclusion.

1.4. Filtres.

Un filtre sur un inf-demi-lattis L est une partie non vide ¥ de L qui vérifie
les axiomes suivants :

(¥y) Siaappartient 4 F, si b appartient & L, si @ < b, alors b est un élément de F.

(F2) Si a et b appartiennent & ¥, alors a A b appartient a F.

Exemples.

1) L est un filtre sur L, c’est le filtre total sur L.

2) Si @ appartient & L, I’ensemble des éléments de L qui suivent @ est un filtre
[a) sur L; c’est la section finissante de a ou le filtre principal 1lié & a.

Une base de filtre sur un inf-demi-lattis L est une partie non vide B de L qui
vérifie I’'axiome suivant :

(B) Si @ et b appartiennent & B, alors B contient un élément ¢ tel que ¢ < a
et ¢ << b.

L’ensemble des éléments d’un inf-demi-lattis L qui suivent les éléments d’une
base de filtre sur L forme un filtre sur L.

Si Iintersection F d’une famille non vide de filtres sur un inf-demi-lattis L
n’est pas vide, alors F est un filtre sur L.

Si A est une partie non vide de linf-demi-lattis L, Uensemble & des filtres
sur L qui incluent A n’est pas vide car L appartient 4 . L’intersection F des éléments
de & n’est pas vide ; elle est appelée le filtre sur L engendré par A. F se compose
des éléments de L qui suivent les infimums des parties finies non vides de A.
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L’ensemble F des filires sur un inf-demi-lattis L, ordonné par Uincluston, est un
sup -demi-lattis complet avec maximum.

Démonstration :

Tout d’abord, le maximum de & est le filtre total sur L. Considérons ensuite
une famille non vide o/ de filtres sur L ; appelons A la réunion des filtres de 7 ;
le filtre G engendré par A est le majorant minimum de .<7.

L’intersection de tout ensemble non vide de filtres sur un inf-demi-lattis L est
non v1de si et seulement si L posséde un maximum M. {M} est alors le filtre minimum
de 7, et F est un lattis complet. {M} est appelé le filtre trivial sur L.

1.5. Ultrafilires, idéauz, idéaux maximauz.

Un filtre F sur un inf-demi-lattis L sera dit pur lorsqu’il sera distinct de L.
Un filtre pur maximal sur L sera appelé un ultrafiltre sur L.

Si (F;) est une famille non vide, totalement ordonnée de filtres sur un inf-demi-
lattis L, la réunion F des F; est un filtre sur L. Si L posséde un minimum et si les
F; sont purs, alors F est pur.

Si I'inf-demi-lattis L posséde un minimum, tout filtre pur sur L est inclus dans
un ultrafiltre.

~ Les notions duales de filtre et ultrafiltre sont idéal et idéal maximal.

2. Tamis

Plagons-nous dans les conditions du premier paragraphe de l'introduction au
présent chapitre.

2.1. Axiomes des tamass.

Considérons une partie A de H, appelons % = % 4 'ensemble des traces sur E

des ouverts de 0 qui incluent A.
%={BNE:AcBeb}.

Si & est un point de H, nous écrirons s1mplement Uy, au lieu de % -

U est une partie non vide de T qui vérifie les propriétés suivantes :

(Uy) 8¢ un owvert B de T inclut un élément de U, alors B appartient & %.

(Ug) L'intersection de deux éléments de U est un élément de U.

II est clair que les éléments de % appartiennent & T ; E appartient & %, qui
n’est done pas vide.

Un ouvert B de T est la trace sur E d’un ouvert B’ de 0 ; un ouvert C de %
est la trace sur E d’un ouvert C’ de 6 qui inclut A. B’ U C’ est un ouvert de 6 qui
inclut A et dont la trace sur E vaut B U C, elle est donc contenue dans %. Si C est
une partie de B, alors BU C = B appartient & %.

Si B et C appartiennent a %, ce sont les traces sur E de deux ouverts B’ et C’
de 0 qui incluent A. B’ N C’ est un ouvert de 6 qui inclut A, et dont la trace sur E
vaut BN C; BN C appartient done & %. (

2.2. Définition des tamis.

Nous appellerons un tamis sur E une partie non vide % de T qui vérifie les
axiomes (U;) et (Us). Un tamis sur E est un filtre du lattis T des ouverts de E.
Dans le lattis Z(E), un tamis apparait comme une base de filtre dont les éléments
sont ouverts, et qui contient les intersections des paires de ses éléments.
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2.3. Les tamis, ordonnées par Uinclusion, forment un lattis complet.

En effet, les tamis sont des filtres sur un inf-demi-lattis avec maximum.

T est le tamis maximum, nous I'appellérons le tamis total sur E ; le tamis mini-
mum est le tamis & réduit & B. & sera appelé le tamis triviol sur E.

L’intersection N des ouverts d’un tamis % sur E sera appelée le noyau de % :
N=n{Acu}.

La réunion U des ouverts de T qui n’appartiennent pas & un tamis % sur E

sera appelée le tampon associé & %.
U=U{AcT-—-%}

2.4. Supertamas.

Si un tamis % coulient Pouvert o de E, alors % est le tamis total T sur E.

Nous qualifierons de pur un tamis sur E dont @ n’est pas un ouvert. Un tamis
pur maximal sera appelé un supertamis sur E. Un supertamis est un ultrafiltre du
lattis des ouverts. Tout tamis pur sur E est inclus dans un supertamis sur E.

3. Propriétés de la famille (%) cx

3.1. Si A est la réunion de la famille non wvide (A;) de parties de H, alors

Considérons d’abord un ouvert B de T contenu dans % a. Il existe un ouvert
B’ de 0 tel que B'N E = B et A cB’. Chacun des ensembles A; est inclus dans B ;
done B est un ouvert de chacun des % 4;. ‘

Si B est maintenant un ouvert de intersection des %4;, quel que soit j, 6 con-
tient ouvert B tel que B == Bj N E et A; Cc Bj. A est contenu dans I"ouvert U Bj
de 6, dont la trace sur E est B. Ainsi B appartient & %a. (

3.2. 80 A est Vintersection d’une famille non vide (A;) de parties de H, alors
(UX7/4 Aj C %A.

Considérons un ouvert B de U %4; ; il existe un indice & pour lequel B appar-
tient & % ;. Done il existe un ouvert B’ de 0 tel que B=B'NE et AycB’. On
en déduit A c B, ce qui montre que B est un ouvert de Za. (

Remarque.

U % a; n'est généralement pas un tamis ; par surcroit, le tamis Y o n’est géné-
ralement pas le tamis engendré par la famille U %4; d’ouverts de E. Montrons-le
sur des exemples.

Considérons un espace discret E, formé de deux points o et b. La réunion des
tamis %, et Up nest pas un tamis puisqu’elle ne contient pas l'intersection de ses
éléments {a} et {b}.

Appelons maintenant E un espace trivial, formé encore de deux points a et b.
Les tamis %, et U, coincident avec le tamis trivial 2 sur E. L’intersection de {a}
et {b} est vide, et %y est le tamis total sur E, distinct de P

4. Famille de tamis associée a une extension

4.1. Nous dirons que la famille (%), est la famille de tamis associée & I'exten-
sion H, 0 de E, C.

La connaissance de lo famille (U;) est équivalente & celle de (Ua)a cu-

En effet, si A est une partie de H, %a =N {#n:he A}. (
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4.2. T n'est. pas un élément de (U;).

En effet, si le point ¢ de I est tel que %; = T, il existe un ouvert A de 6 qui
contient ¢, et dont la trace sur E est vide. E ne serait pas dense dans H. (

5. Les ouverts A’

5.1. Définitions.

Si A est un ouvert de T, nous appellerons A'H, ou simplement A’, I'ouvert
maximum de 6 dont la trace sur E est A. C’est la réunion des ouverts de 6 dont la
trace sur E est A, ou encore la réunion des ouverts de 0 dont la trace sur E est incluse
dans A.

Si A est un ouvert de T, nous désignerons par I, ’ensemble des points ¢ de T
pour lesquels A appartient & %;.

5.2. St A est un ouvert de T, alors A’ = A U I,4.

Etablissons d’abord que AU I, est un ouvert de 0. Soit le point i de I, ; on
a A e, il existe done un ouvert A; de 0 qui contient 4, et dont la trace sur E est A.
Si j est un point de A; N I, alors A appartient & %;, et donc j appartient & T. Ainsi
AUTpy=U{A;:i€],} est un ouvert de 0.
Montrons maintenant que A’ = AU I4. On a évidemment AU I, c A’ et
=AUVUIONE=A'NE.
Si maintenant ¢ est un point de I qui appar’men’c a4A’,onaAec;, donciel,s. (

Corollaire.

St A est un ouvert de E, alors 14 est I’ouvert mazximum de 1 dont la réunion avec A
est ouverte dans H.

5.3. 8i louvert A de E est inclus dans Uouvert B de B, alors A’ c B’. Donc I c Ip.

En effet, B’ est la réunion des ouverts de 6 dont la trace sur E est incluse
dans B. (

5.4. 8i (Ag) est une famille finie non vide d’ouverts de B, alors (N Ag) = N Al
Donc 1 5 = N Iag.
N A} est un ouvert de 0 dont la trace sur E vaut N Ay, done N A, C (N Ag)'.

Si le point ¢ de I appartient & (M Ayg)’, il posséde un 0-voisinage ouvert A dont
la trace sur E vaut N Ay. Cette trace est incluse dans chacun des Ay, ainsi ¢ appar-
tient & chaque Aj, donc & leur intersection. (

5.5. Dans ce paragraphe, nous allons établir quelques propriétés qui font inter-
venir les ouverts A’ et les adhérences dans E et dans H.

1) Si A est une partie de E, alors AN E = A.
C’est le théoréme 8.3 du chapitre II de [J1]. (

) Si A est une partie de B, (E — Ay = H — K

A est lo plus petit fermé de H dont la trace sur E vaut A, donc H — A est le
plus grand ouvert de H dont la trace sur E vaut E — A. (
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3) St A est un ouvert de H dont B est la trace sur B, alors A est inclus dans B

Supposons que A n’est pas inclus dans B. AN (H— B) est un ouvert non vide
de H ; sa trace sur E est vide! Car

ANENH—B)=BN(E—B)=BnE—B)=0. (

4) Si A est un ouvert de T, alors A’ c A.
C’est une conséquence du résultat précédent. (

5) Si B est la trace sur B d’un ouvert A de H, alors K = E

B ost un fermé qui inclut A, donc A C§ ; A cst un fermé de H qui inclut B,
done BcA. (

6) St A est un ouvert de H dont la trace sur B vaut B, alors 3 NE=B.
En effet, A=BetBNE=BE. (

7) Si A et B sont des ouverts de H dont les traces sur E sont égales, alors 1=& = E

Ces deux fermés valent en effet AN E. (

8) 8¢ A est un ouwvert de T, f = i
C’est un cas particulier de 5). (

9) Si A est un owvert de B, (E—A) =H — A"
C’est une application de 2) et 8). (

10) Si A est un ouvert de T, (BE—A)YcH —A’,
(E—A)Y =H _Aet A'cA ; done (BE—A) c H— A’. Or H— A’ est ferms,

donc (E— Ay cH—A" (

11) 87 A est une partie de E et B un ouvert de T tels que XCB', alors (E — BY
est inclus dans (B — A)’.

(E—B)" est inclus dans H—B’; i est inclus dans B’ ; done (E —B) est
inclus dans H—A. Or H— A vaut (E—AYy. (

12) 87 A et B sont des ouverts de T tels que f’ c B’, alors (BE—B)' c (E— A)".
Cela résulte du fait que A’ — A (

13) Si¢ B est la trace sur E de Uouvert A de H, E —1=§ = E—B.

En effet, BAE =5 et B=A. (

5.6. Si E et F sont des sous-espaces de Uespace topologique H tels gue ECT,
alors, pour tout ouvert A de E, AN F = A'F,

En effet, on a évidemment A’® N F c A'F, car A’F inclut les ouverts de F dont
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la trace sur E vaut A. D’autre part A'F est la trace sur F d’'un ouvert B de H. On
a BNAE =A, donc BCA®. Ainsi BNF =AFTcAHENEF. (

6. Extensions associées a une famille de tamis

Supposons que & = (¥74);; soit une famille non vide de tamis sur E; nous
dirons que Pextension H, 6 de E, T est associée & la famille @ lorsqu’il ex1ste une
bijection f du complementalre I de E dans H sur J telle que %; = ¥"; chaque fois
que j = fs.

Désormais, plus simplement, nous identifierons J et I, et nous nous placerons
dans les conditions suivantes : E, T est donné, ainsi que la famille (%;),.; de tamis
sur B ; on suppose que ENI =@ et que le support de H est EU L

6.1. Condition de densité.

Si (%;) contient un tamis égal & T, H ne peut étre une extension de E, car o’
serait un ouvert non vide de H qui ne rencontre pas E. Nous supposerons en con-
séquence que T n’appartient pas & la famille.

6.2. Ouwert caractéristique.

Nous appellerons ouvert caractéristique de E pour Pextension H, 0, le plus grand
ouvert O de 6 qui est un ouvert de T. Si V est la réunion des ouverts de T qui
n’appartiennent & aucun tamis de la famille (%;), on a Vc Oc E.

Nous allons montrer que la classe X des extensions H, 0 de E, T associées &
une famille (%;);; de tamis sur E, posséde un maximum et un minimum, qui
suffisant & déterminer X. Nous le ferons en trois temps : d’abord identifier le maxi-
mum Oy et le minimum 6,, ensuite, montrer que toute topologie de H comprise
(au sens de l’inclusion) entre Oy et 0, est une extension de X.

6.3. Le maximum de X est Uextension Oy dont les ouverts sont les ensembles de
la forme A U B, o A est un ouvert de T et B une partie de 4.

Montrons d’abord que Oy est une topologie sur H.

a) Considérons (A; U B;), famille finie mais non vide d’éléments de Oy, telle
que, pour chacun des indices, on ait Aje T et B;C 14,

OnanA;jeCet NBcnly= IﬂAj (5.4).

Ainsi N (A; U By) = (N Aj) U (N By) appartient & Oy.

b) Si (A; U Bj) est maintenant une famille non vide d’éléments de Oy, pour
un indice quelconque %, on a Az cU Aj. Done By C Iy, (5.3). Et donc U Bjc Iy,

Ainsi U (A; U Bj) = (U Ay) U (U By) appartient & Oy.

c) o cly, donec & € Oy. D’un autre coté, I < Iy, done H e Oy.

11 est clair que la famille de tamis associée & lextension H, Oy est (%;). Mon-
trons enfin que Oy est le maximum de X. Soit A un ouvert d’une extension H, 0
associée & (%;),onaANEcTet ANIc I g done (ANE)U(ANI) =Ace GU (

Remarque.

L’ouvert caractéristique de Oy est E; la topologie induite par Oy sur I est
discréte. Dans lextension 0y, le clan Dplié & Louvert B de I est Dg = Up =
N {‘72/ ;11 E B}.
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6.4. Le minimum de X est Uextension 0, dont une base de topologie est formée
par les ensembles de la forme AU Iy, o0 A est un ouvert de T.

Nous savons déja que les ensembles AU Ia, olt A est un ouvert de T sont
des ouverts dans toute extension de X (5.2). D’autre part, ces ensembles forment
une base de topologie de H, car si A et B appartiennent & T,

AUVINDNBUIg)=ANBUIaNnIsg)=ANBUIL~p (5.4).
Enfin, (%;) est la famille de tamis associée & H, 0. (

Remarques.

Lorsque les ouverts A’®, ot A est un ouvert de T, forment une base de topologie
d’une extension H de E, nous dirons que H est le minimum de sa classe.

L’ouvert caractéristique O de 0, est Pouvert V déerit en 6.2. La topologie ©
de I posséde une base formée par les ensembles I, ot A appartient & T.

Si B est un ouvert de =, il existe des familles & d’ouverts de T pour lesquelles
B=uU {Ir:AcZ#}. Appelons Z I'ensemble de ces familles ; désignons simplement
par U % la réunion des éléments d’une famille # de Z. Alors, les clans relatifs &
Pextension 0, sont donnés par

@1&={C=U§§I:=@€Z}.

Démonstration.
Ce Ip<=>CUBel,<IHCcT, CUB=U{AVUI:AecH}
<31%cT, C=UZ et B=U{Ip:AcH}. (

6.5. Une extension O est associée & la famille (U;) de tamis sur B st et seulement
st elle est plus fine que 0, e moins fine que Oy.

Le rapprochement de 6.3 et 6.4 montre que la condition est nécessaire. Consi-
dérons maintenant une topologie 6 sur H comprise entre 0, et Oy, et montrons
qu’elle est associée & (%;). Soient 7 un point de I et A un ouvert de %;, A est la
trace sur E d’un ouvert de 6 qui contient 4, & savoir A U Is. Réciproquement, si A
est la trace sur E d’un 8-ouvert C qui contient 7, C est de la forme AU B, ou B est
-une partie de I5 qui contient 7 (0 est moins fine que Ov). Ainsi A appartient & U;. (

6.6. Topologie de 1.

La topologie du sous-espace I de H est plus fine que la topologie dont une
base groupe les ensembles de la forme I, ot A appartient & T.

6.7. Une extension 0 associée & (%;) est déterminée par la donnée d’une topo-
logie ©' sur I, plus fine que la topologie du paragraphe 6.4 (remarques), et par la
donnée d’une famille (24) .., de clans sur E qui vérifie les propriétés (I, 2.2. & 2.4)
et les propriétés Dy C D, pour tout A de , si les P}, sont les clans relatifs & 0.

6.8. Le maximum et le minimum coincident si et seulement st

a) chaque point de D posséde un E-voisinage ouvert qui n’appartient & aucun
tamis de (Us) ;

b) chague tamis de (U:) conbient un owvert qui n’appartient & aucun auire tamas.

Si Oy et 6, coincident, la topologie de I dans H, 0, doit étre discréte, ce qui
implique b), et l'ouvert caractéristique de H, 0, doit étre E, ce qui implique a).
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Supposons maintenant que les deux conditions soient réalisées. Considérons un
ouvert C de Oy. Appelons respectivement A et B les intersections de C avec E et I.
OnaC=AUBetBcI,. Scitjun point de B, A est ouvert de %; ; la condition b)
montre U'existence d’un ouvert A; de T contenu dans %; et dans ce tamis seulement.
AN A; est un ouvert de %; (axiome (Up)). A N A; appartient uniquement & %;,
sinon (U;) montrerait que A; appartient & un tamis % distinct de %;. (AN A;) U {5}
est un ouvert de 6, ; de méme U {(AN A ;)U {j}:jeB}. La condition a) montre
que ouvert caractéristique de 0, est E, ainsi CN E = A est un ouvert de 0, ;
il en est de méme de ouvert U {(ANAj)U {j}:jeBJUA=AUB=C.

Ainsi, tout ouvert de Oy est un ouvet de 0. (

6.9. Tout fermé ¥ de H, O, est U'intersection des adhérences dans H d’une famille
de fermés de E.

F est Pintersection d’une famille d’ensembles de la forme H — A’, ou A est
un ouvert de T (6.4 et 5.2). Or, si A appartient & €, H— A" = E — A. En effet,
A’ est le plus grand ouvert de H dont la trace sur E vaut A, donc H— A’ est le

plus petit fermé de H dont la trace sur E vaut E — A. Ainsi, tout fermé de H est
Pintersection des adhérences dans H d’une famille de fermés de E. (

6.10. Ezxtensions uniponctuelles.
Dans le cas ou la famille (%;) est réduite & un seul tamis %;, les extensions
de X sont uniponctuelles, et les résultats précédents peuvent étre précisés [Jz].

Le mawimum 0y de X est Uextension dont les ouverts sont, d’une part, les ouverts
de T, et, d’autre part, les réunions de © et des ouverts de U;. Les ouverts du minimum 0
de X sont les ouverts de T — Y ;, et les réunions de 1 ¢t des éléments de U;.

Le maximum Oy coincide avec le minimum O, si et seulement st T — U recouvre
E (6.8).
Une extension 0 de X est complétement déterminée si on connait son owvert carac-
téristique O.

En effet, soit A un ouvert de E, A appartient & 0 si et seulement si A est inclus
dans O ; AU {i} appartient & 0 si et seulement si A appartient a %;. (

Appelons respectivement O; et Og, les ouverts caractéristiques de deux exten-
sions 0; et 0y de X.

01 est plus fine que Oy st et seulement si Oy inclut Os.
17 est fermé dans 'extension 0 de X si et seulement si 6 = 0y.

Remarque.

Les résultats précédents concernent les extensions uniponctuelles associées @ un
méme tamis Y; (*) ; on trouve dans [J2] une étude générale des extensions uniponc-
tuelles.

7. Axiomes de séparation

Cherchons les extensions H, § d’un espace topologique E, T qui sont associées
& une famille (%;);e; de tamis sur E et qui vérifient un axiome de séparation. Nous

(*) Nous voulons dire « assocides & une famille réduite & un seul %; ».
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trouverons, d'une part des conditions de possibilité qui portent sur la topologie
de E et sur la famille (%;) et, d’autre part, des conditions de réalisation sur la topo-
logie 7 de I et sur les clans Za, A € T qui déterminent I'extension.

Remarquons que les axiomes de Kolmogoroff, de Fréchet et de Hausdorff sont
vérifiés par un espace topologique E si et seulement s’ils sont vérifiés par les ouverts
d’une base déterminée de la topologie de E, au lieu des voisinages quelconques de
points.

7.1. Axiome de Kolmogoroff.

7.1.1. H, 0 est de Kolmogoroff si et seulement si :

a) E, T et I, v sont de Kelmogorotf ;

b). quels que soient les points x de B et 7 de 1,

(AU, x¢A) ou (ABet et AcDp, 1¢B e 2 A).

Montrons que les conditions sont nécessaires. Si H est de Kolmogoroff, E et I
le sont aussi par hérédité. Soient ¢ €1 et z € E ; ou bien un ouvert C de 0 contient ¢
mais pas z, ou bien un ouvert D de O contient x et non ¢. Dans la premiére hypothese,
A = CnN E démontre la condition b) ; dans la seconde, A=DNEet B=DNI
démontrent b).

Les conditions sont suffisantes. Considérons d’abord deux points distincts x et y
de E ; 'un des points, par exemple z, posséde un E-voisinage ouvert A qui ne con-
tient pas y. A’ est un voisinage de x dans H qui ne contient pas y. Si on considére
deux points distincts 7 et j de I, Pun d’eux, ¢ par exemple, posséde un I-voisinage
qui ne contient pas j. Ce voisinage est la trace sur I d’un voisinage de ¢ dans H
qui ne contient pas j. Soient enfin un point 7 de I et un point x de E ; ou bien un
ouvert A de %; ne contient pas x, et A’ montrera que 0 est de Kolmogoroff ; ou
bien il existe un ouvert B de 7 et un ouvert A de Py tels que 7 ¢ B et x € A ; 'ouvert
AU B de 0§ démontre le théoréme. (

A

7.1.2. Si extension minimum associée 4 une famille de tamis sur E est de
Kolmogoroff, toutes les extensions de la classe sont de Kolmogoroff, et récipro-
quement.

\

7.1.3. L’extension minimum 0, associée & une famille (%;) de tamis sur E est
de Kolmogoroft si et seulement st tous les tamis de lo famille (Un)pem sont distincts.

Supposons que 0, soit de Kolmogoroff. Si % et ' sont des points différents de H,
il existe un ouvert A de T tel que Uouvert A’ de 0, contienne, par exemple, » sans
contenir b’ ; on a AWy et A ¢ Up.

Supposons maintenant que la condition est vérifiée. Si & et 2’ sont des points
distincts de H, il existe un ouvert A de T contenu, par exemple, dans %} sans étre
contenu dans %p+. L'ouvert A’ de 6, démontre que ’extension minimum est de
Kolmogoroff. (

Remarque.

Dire que %, et U; sont distincts quels que soient # de E et ¢ de I, revient a
dire que le noyau de chacun des tamis %; est contenu dans le tampon qui lui est
associé.

7.1.4. Extensions uniponctuelles de Kolmogoroff.

Soit E un espace de Kolmogoroff.
Une extension uniponctuelle associée & un tamis %; sur E est de Kolmogoroff
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si et senlement si son ouvert caractéristique inclut le noyau de %;. Ainsi, le maxi-
mum Oy est toujours de Kolmogoroff ; le minimum 0, Pest si et seulement si le
tampon associé & %; inclut le noyau de %;. C’est sous cette derniére condition que
toutes les extensions associées & %; sont de Kolmogoroff.

7.2. Axiome de Fréchet.

7.2.1. H, O est de Fréchet si et seulement si :
a) B, T et 1, sont de Fréchet ;
b) quels que soient les points x de B et ¢ de 1,
(FA€U:;, x¢A) et (ACer et BeD, 1¢C et xeB).

7.2.2. Toutes les extensions de la classe X sont de Fréchet si et seulement
si 04 est de Fréchet.

7.2.3. L’extension mintmum 0, est de Fréchet si et seulement si les tamis de la
fomille (Un)peg SOt deux & deux incomparables.

Remarque.

Dire que U 5 et U; sont incomparables quels que soient les points z de E et ¢ de I,
équivaut & dire que le noyau de chacun des tamis %; est vide et que le tampon qui
lui est associé est E.

7.24. 8i 1 est fini, la condition de U'énoncé 7.2.3 implique Vunicité de I'extension.
Montrons qu’on peut appliquer le résultat 6.8. ‘

a) Soit un point # de E ; chaque fois qu’on considére un tamis %;, « posséde un
vmsmage ouvert A;, non contenu dans Ui A=nN{A;:ie I} est un vmsmage de z
qui n’est contenu dans aucun tamis %;.

b) Soit un tamis %; ; chaque fois que %; est différent de %;, celui-ci contient
un ouvert A; non contenu dans %;. A =N {A;:jel et j+~ i} est un ouvert de %;
contenu dans ce tamis exclusivement. (

7.2.5. 8i B est fini et discret, il est sa seule extension de Fréchet.

Appelons H une extension de Fréchet de I'espace fini discret E. Supposons
que ¢ soit un point de H — E. Pour tout # de E, on peut trouver un ouvert A, de H
qui contient ¢ mais non . ﬂ {Bg:ze E} est un ouvert non vide de H qui ne ren-
contre pas E! (

7.2.6. Extensions uniponctuelles de Fréchet.

Pour que T'espace E posséde des extensions uniponctuelles de Fréchet, il est
nécessaire que E soit infini (7.2.5) ; supposons-le. Appelons € I'ensemble des ouverts
de E qui ont leur complémentaire fini. € est un tamis sur E ; il est pur car E est
infini.

Une extension uniponctuelle H, 0 associée & un tamis U; sur B est de Fréchet
1 et seulement s1 9 est Uextension maximum Oy associée & un tamis U, plus fin que F.

Supposons d’abord que 0 soit de Fréchet, 'ouvert caractéristique de 0 est E,
car {7} est un fermé de H ; ainsi 6 = Oy. Une partie finie F de E est fermée dans H,
donec E — F appartient & %;, et %; est plus fin que ¥.

Si H, 0 est extension maximum associée & un tamis %; plus fin que %, tous
les points de H sont fermés, et H est de Fréchet. (
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7.3. Axiome de Hausdorff.

7.8.1. H, 6 est de Hausdorff st et seulement st :
a) quels que sotent les points distincts © et j de I,

JA,Beret C,DeC),icA jeB, ANB=g,CePs, DePpet CN D =g ;
b) quels que soient les points distincts x et y de E,

J(A,Beret C,DeT),2eD,yecC,CND=0g,CcPy, DePpet ANB=g;
¢) quels que sotent les points x de E et © de I,

J(A,Beret C,DeT),zeD,icA, CeFs, DePs, ANB=g et CND =g.

Nous appellcrons des tamis séparés deux tamis qui conticnnent respectivement
des ouverts disjoints.

7.3.2. Toutes les extensions associées & wne famille (U;) de tamis sur B sont de
Hausdorff si et seulement si les tamis de la famille (Un)pep sont séparés deux & deux.

Nous dirons qu’un tamis % sur E est sans point adhérent lorsque, pour tout
point  de E, on peut trouver un élément A de % auquel x n’adhére pas. Les tamis
liés aux points de E sont deux & deux séparés si et seulement si E est de Hausdorff ;
chaque tamis %; est séparé de chacun des tamis liés aux points de E si et seulement
si les tamis %; sont sans point adhérent. Une autre forme de 7.3.2 est done :

\

7.8.3. Toutes les extensions associées & une famille (U;) de tamis sur B sont de
Hausdorff si et seulement si B est de Hausdorff et les tamis U; sont sans points adhérents
et deux & deux séparés.

7.83.4. Les conditions de Dénoncé précédent sont celles sous lesquelles Uextension
mantmum 0, est de Hausdorff.

7.3.5. Lextension uniponctuelle associée & un tamis U; sur B est de Hausdorff
st et seulement si E est de Hausdorff et U; sans point adhérent.

7.4. Extensions réguliéres.

7.4.1. 8¢ H est une extension réguliere de B, la topologie de H. est le minimum
de sa classe.

11 faut montrer que les ouverts A’, ot A est un ouvert de E, forment une base
de topologie de H: Considérons un H-voisinage ouvert B du point / de H. kb posséde

un H-voisinage ouvert C dont 1’adhérence C est incluse dans B. On a CN E € %y,
donc k € (CN EY ; or ce dernier ouvert est inclus dans C, donc dans B (5.5 4) et 5)). (

7.4.2. H, 0, est régulier si et seulement si

VheB, VAW, IBeUn, (VW eH, A¢U, =E—BeUy).
Supposons d’abord H régulier. Soient & un point de H et A un ouvert de %j.

h posséde un H-voisineige ouvert C tel que Cc A’ Posons CN E =B. Si ' est un

point de H tel que A ¢ %y, onah’ ¢ A',d’oth' e H — (—T—; ainsi (H — 5) NE=E—B
appartient & %p.
Supposons la condition réalisée. Soit C un H-voisinage du point h de H. Puisque
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H est muni de la topologie minimum 0y, il existe un ouvert A de E tel que ke A’ c C.
A est un élément de % ; appelons B Fouvert de %) dont l’existence est prédite
dans V’énoncé ; montrons que I'adhérence dans H du voisinage B’ de & est incluse

dans A’. Si k" est un point qui n’appartient pas & A’,on a A ¢ % ; ot E — Bey;
et ainsi (E —B)’ est un voisinage de A’ qui ne rencontre pas B’. En effet,
E—B)NB =(E—B)NB) =g’ =g (54). (

L’étude des extensions réguliéres sera poursuivie au chapitre IV.

28



CuaprtrE III

COMPACTIFICATION DES ESPACES TOPOLOGIQUES

Introduction

Considérons une compactification H de ’espace topologique E, T. Appelons 7
I’'ensemble des traces sur B des recouvrements ouverts finis de H.

Nous allons mettre en évidence trois propriétés de S# ; nous appellerons un
compactifiant sur B, un objet " qui vérifie ces propriétés. S sera appelé le com-
pactifiant sur E engendré par H. Nous montrerons que la connaissance d’un com-
pactifiant " sur E permet la construction d'une compactification K de E pour
laquelle £ joue le role de I’ensemble # introduit au premier paragraphe. K sera
appelée la compactification de E engendrée par % .

Nous chercherons la relation qui existe entre une compactification H de E et
la compactification K engendrée par le compactifiant 5 engendré par H. Nous
décrirons les compactifications qui peuvent étre engendrées par un compactifiant
convenable.

Le paragraphe 4 sera consacré & une étude des compactifiants sur un espace
topologique. Nous montrerons que les compactifiants, ordonnés par I'inclusion,
forment un lattis complet. Nous introduirons la notion de compactifiant engendré
par un ensemble de recouvrements ouverts finis; puis nous nous pencherons sur
la question suivante : on donne un ensemble non vide @ d’applications continues f,
chacune de Yespace topologique E dans un espace topologique compact Gy. On
cherche une compactification K de E telle que les applications f possédent des
prolongements continus f* : K— Gy.

Aux paragraphes 5 et suivants, nous déterminerons les conditions qu’il faut
imposer & un compactifiant pour qu’il engendre une compactification qui vérifie
des propriétés de séparation.

Au paragraphe 8, nous étudierons les compactifications uniponctuelles, et au
paragraphe 9, nous obtiendrons quelques résultats sur les compactifications appar-
tenant éventuellement & la classe des extensions associées & une famille de tamis.

Le paragraphe 10 sera consacré & ’étude de quelques compactifications cou-
rantes, et le paragraphe 11, aux compactifications des produits d’espaces topolo-

giques.
1. Axiomes des compactifiants

Considérons une compactification H de 1’espace topologique E, T. Appelons #
Pensemble des traces sur E des recouvrements ouverts finis de H.
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LY. 2 est une partie non vide de Uensemble F des recouvrements ouverts finis
de E.

En effet, {E} est un élément de S et les éléments de # appartiennent évi-
demment & . (

1.2. 8i un élément X de H esi logé dans une partie finie Y de T, alors Y est
un élément de .

Tout d’abord, lorsque nous disons qu’un ensemble X de parties de E est logé
dans un ensemble Y de parties de E, nous voulons dire que tout élément de X est
inclus dans un élément de Y au moins.

Soit X un élément de 7 logé dans une partie finie Y de T. Nous savons que,
si Pouvert A de T est inclus dans 'ouvert B de T, alors A’ ¢ B’ (I, 5.3). On a donc

H=U{A:AeX} =U{B':BeY}, et Y est un élément de 7. (

1.3. Si {Ay, ..., Ap} et {By, ..., By} sont des éléments de S, alors tous les ensem-

bles de la forme
{Al, v Ay, Ajyr, o A, Br, o, By, By, Bq, AN Br}

sont des éléments de . ‘

Soient les éléments X = {A;, ..., Ay} et {By, ..., B,} de S, montrons que
Z' = {A], ....B,, Ajn B,} recouvre H. Si le point » de H est contenu dans A; N B,
il est recouvert par Z’. Si A n’est pas contenu dans Aj N By, il n’est par exemple pas
contenu dans Aj; dans ce cas, il existe un autre ouvert A; de X tel que % appar-
tienne & Aj, et & est encore recouvert par Z'. La trace de Z’ sur E est Z. Ainsi Z
appartient & 3. (

1.4. Compactifiant.

Nous dirons qu’un ensemble £ est un compactifiant sur I'espace topologique
E, T lorsque " vérifie les trois propriétés précédentes. La définition est cohérente,
car on voit que ’ensemble Y de la condition 1.2 et P'ensemble Z de la condition 1.3
sont des éléments de .

Un exemple de compactifiant est % lui-méme.

Le recouvrement de E réduit & E appariient & tous compactifiant A .

En effet, par 1.1, & n’est pas vide et un quelconque de ses éléments montre
que {E} appartient & " (1.2). (

2. La compactification K
Considérons un espace topologique E, T et un compactifiant £ sur E.

2.1. Recouvrements convenables.

Un recouvrement ouvert de E qui ne contient aucun recouvrement apparte-
nant & % sera qualifié de £ -convenable (ou simplement de convenable).

E posséde un recouvrement convenable si et seulement s’il se présente une des
éventualités suivantes : E n’est pas compact ou % # 7.

2.2. L’inclusion des recouvrements convenables est un ordre inductif.
Considérons une famille totalement ordonnée (of;) de recouvrements conve-
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nables de E. L’ensemble 27 des ouverts de E qui appartiennent & un, au moins,
des éléments de la famille (27;) est un recouvrement convenable de E. Pour le voir,
supposons qu’un élément X de #~ soit inclus dans /. Pour tout B de X, appelons
4(B) un indice pour lequel B € .2/p). X serait une partie de .o, (i) : Bex) | Ainsi,
(«#;) posséde un majorant et Pordre est inductif. (

2.3. Recouvrages.

Un recouvrement convenable maximal sur E sera appelé un X -recouvrage
sur E (ou simplement un recouvrage). L’ensemble des recouvrages sur E sera noté J ;
J n’est pas vide pour peu que E soit non compact ou que % différe de &. Cela
découle du résultat suivant :

2.4. St E posséde un recouvrement convenable oZ, il posséde un recouvrage o qui
inclut of .

2.5. Tout ouvert B inclus dans un élément A d’un recouvrage a est un ouvert de a.
Supposons que ouvert B soit inclus dans I’élément A du recouvrage a ; suppo-

sons que B n’appartienne pas & a. En vertu du caractére maximal de a, il existe
des éléments Ay, ..., A, de a tels que {B, Ay, ..., A,} appartienne & % . En vertu
de 1.2, {A, Ay, ..., Ay} serait un élément de ¢ inclus dans a!

En particulier, toute intersection d’une famille finie non vide d’éléments d’un

recouvrage ¢ est un ouvert de o ; @ fait partie de tout recouvrage.

2.6. S a et b sont des éléments distincts de J, a contient un ouvert de B non
contenu dans b et vice-versa.

2.7. Considérons le recouvrage a sur B et les ouverts A et Bde E;ona ANBea
st et seulement st Aca ou Bea.

Si, par exemple, A appartient & a, alors A N B appartient & a (2.5).

Si, maintenant, ni A, ni B ne sont des éléments de a, celui-ci contient les élé-
ments Ay, ..., Ay, By, ..., By tels que {A, Ay, ..., Ay} et {B, By, ..., B} appartiennent
a A
{ANB, Ay, ..., By} est un élément de #~ qui montre que A N B n’est pas contenu
dans a (1.3).

2.8. Les tamis Ua.

Quel que soit le recouvrage a, Uy = T — a est un tamis pur sur E.

1) a ne contient pas E, car {E} appartient & 2" (1.4). Donc E appartient & %,
qui n’est done pas vide. '

2) Les éléments de %, sont évidemment des ouverts de T.

3) Appelons A un élément de %, et B un ouvert de T qui inclut A. a contient
une famille finie d’ouverts Ay, ..., A, telle que {A, Ay, ..., Ay} soit un élément de "
Cet élément est logé dans la partie finie X = {B, Ay, ..., A} de T. Donc X appar-
tient & ¢, et ainsi B ¢ a.

4) Si A et B sont des ouverts de %,, ils n’appartiennent pas & a, pas plus que
AN B (2.7). Donc A N B est contenu dans %,.

5) o fait partie de tout recouvrage, donc %, est pur. (
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2.9. La compactification K.

Appelons, K, 6 Pextension minimum (II, 6.4) de E, T associéde & la famille
(# 0) ey de tamis sur E. C’est bien une extension de E car les tamis %, sont purs,
et E est donc dense dans K.

2.10. Les traces sur B des recouvrements ouverts finis de K sont les éléments de A .

Considérons un élément X de . Si a est un recouvrage sur E, il existe un
ouvertt A de X qui n’appartient pas & a (sinon a ne serait pas convenable). A est
un ouvert de %, ; de ce fait, o appartient & Pouvert A’ de K. Ainsi X est la trace
sur E du recouvrement ouvert fini {A’:AeX} de K.

Considérons maintenant la trace X sur E d’un recouvrement ouvert fini de K.
X" ={A’: Ae X} est un recouvrement ouvert de K ; montrons que X n’est pas
convenable. Dans le cas contraire, il existerait un recouvrage a incluant X. Aucun
ouvert de X n’appartiendrait & %,, et X' ne recouvrirait pas K. Ainsi X inclut
un élément de A~ et appartient donec & K~ (1.2). (

2.11 K est compact.

Les ouverts de la forme A’, ol A est un ouvert de E, forment une base de
topologie de K. Considérons une partie {A} de T telle que {A’} recouvre K. Si {A}
n’inclut pas d’élément de £, elle est convenable, et il existe un recouvrage a qui
inclut {A}. Aucun ouvert de { A} ne serait contenu dans %, et { A’} ne recouvrirait
pas K. Appelons {Ay, ..., Ay} un élément de " inclus dans {A}. {A], .., AL}
recouvre K. Nous avons donce démontré que tout recouvrement de K par des ouverts
d’une base de topologie posséde un sous-recouvrement fini, et ainsi, K est compact.

2.12. Les points de J sont fermés dans K.

Soit un recouvrage a de J. Si x est un point de E, il existe un ouvert A de o
qui contient z. A’ est un voisinage de  dans K qui ne contient pas a.

Si b est un point de J, distinct de «, il existe un ouvert B de ¢ non contenu
dans b. B’ est un voisinage de b dans K qui ne contient pas a. (

En particulier, J est de Fréchet.

2.13. Définitions.

Si H est une compactification de I'espace topologique E, 'ensemble des traces
sur E des recouvrements ouverts finis de H est un compactifiant sur E ; nous
Pappellerons le compactifiant engendré par H.

Si A~ est un compactifiant sur I’espace topologique E, la compactification de B
que nous venons de construire & partir de A sera dite engendrée par % .

3. Relation entre H et K

Considérons une compactification H de P'espace topologique E, T. Appelons 5
le compactifiant engendré par H, et K la compactification engendrée par 7.

3.1. Une injection ouverte f: K— f(K)C H qus, restreinte & E, est Uidentité.

Désignons toujours par J ensemble des #-recouvrages sur E. Considérons
un recouvrage @ de J.
{A’H:Aea} est un ensemble d’ouverts de H qui ne recouvre pas celui-ci.
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Sinon, par la compacité de H, il contiendrait un sous-recouvrement fini dont Ila
trace sur E serait un élément de 5# inclus dans a.

Choisissons un point quelconque + de H— U {A’: A€ a}. 1 n’appartient pas
a E, car a recouvre E. Aucun ouvert de %; n’appartient 4 @, sinon ¢ appartiendrait
4 U{A’:Aeca}; donc a est une partie de T—%;. On en conclut que T—%;
recouvre E. Or T — %; est convenable, car U {A’: A€ T — %;} ne contient pas ¢ ;
ne recouvre donc pas H ; et aucun élément de # n’est donc inclus dans T — %;.
Puisque @ est maximal, on a ¢ = T—%;.

Définissons f: K— H de la maniére suivante :

aeJcK—-icH—E;
reRBcK—-reEcH.

f est injective. En effet, si a et b sont des recouvrages distinets, on a
a=7CT— %m# T —Ump = b; done fa =~ fb.

11 reste & montrer que I’ amphcatlon f, réduite & f(K), est ouverte. Pour le voir,
démontrons que si A’K est un ouvert de la base {A’K: Ae T} de topologie de K,
on a f(A'K)y = A'H N {(K).

Considérons un point # de f(A'X). Il existe un point k (unique) de A'X tel que
h = fk. Sik appartient 4 B, ona k= fbk =hec Ac AT N {(K).

Si k& est un recouvrage de J, alors A n’appartient pas a k, donc appartient & %,
et h est un point de A'H N f(K).

Considérons maintenant un point 4 de A"® N f(K). Il existe un point k¥ de K
tel que h = fk. On a A €U Si k appartient & E, k = fke Ac A'K, et he f(AE).
Si k est un recouvrage de J, alors A ¢ T— %y, = k, donc k appartient & A'K, et &
est contenu dans f(A'X). (

3.2. f est un homéomorphisme de K sur f(K) st H est le minimum de sa classe.

Si H est le minimum de sa classe, alors {AH : A € T} est une base de topologie
de H. La formule

HA™H) = A’ ¢tablit la continuité de f, et par 13, le théoréme. En effet,

fHA™EY = f-1f(A'K) = A’K, car f est injective. (

3.3. f est un homéomorphisme K — H si et seulement si, d’une part les points
de H — E sont fermés, et d’autre part, H est le minimum de sa classe.

Les conditions sont néeessaires. Supposons-les vérifiées ; il nous suffit de prou-
ver que f(K) = H. Pour le faire, nous allons montrer que si ¢ est un point de H — E,
alors T — %; est un recouvrage de J, et que, si 7 et j sont des points distincts de
H-—E, alors T—%; et T— %; sont distincts.

Soit 1€ H— E, posons &7; = T — ;.

1) &7; recouvre E. En effet, ¢ est fermé dans H, donc il existe une partie {A}
de T telle que H— {i} = U {A’E}. {A} est une partie de 27; qui recouvre E.

2) &/; est convenable. En effet, si 'on suppose que X est un élément de #
inclus dans 27, en se reportant & la définition de 5, on trouve que 'un des ouverts
de X doit appartenir & %;.

3} &Z; est maximal. Pour le voir, montrons que, si A est un ouvert de T non
contenu dans &7, il existe une famille finie Ay, ..., A, d’ouverts de 7; telle que
{A, Ay, ...; Ay} soit un élément de 7.

{B’H Besl; ou B= A} est un recouvrement ouvert de H qui posséde un
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sous-recouvrement fini {A'®, ATH | A’H} ol les ouverts Ay, ..., A, appartiennent
& 5. {A, Ay, ..., Ay} est 'élément cherché de .

4) Deux points distincts ¢ et j de H — E donnent lieu & des ensembles «/;
et o, différents. On le voit, par exemple, par les relations suivantes :

U{AT:Aess;} =H—{i} et U{AT: Acol;} =H—{j}. (

3.4. Conclusion.

Les compactifications d’un espace topologique E qui peuvent étre engendrées
par un compactifiant sont les compactifications H qui sont le minimum de leur
classe et dans lesquelles les points de H — E sont fermés.

Cest le vas de la compactification de Wallman (5.3) d’'un espace de Fréchet,
des compactifications régulieres H d’un espace topologique I dans lesquelles les
points de H — E sont fermés (II, 7.4.1). Dans la derniére catégorie rentrent les
compactifications de Hausdorff d’un espace de Tychonoff.

4. Etude des compactifiants

4.1. La relation «logé dams ».

4.1.1. Considérons un ensemble & sur lequel est définie une relation binaire /
réflexive et transitive. Appelons 7 la relation (XIY et YIX) définie sur F.

7 est une relation d’équivalence. ;

Si X appartient & &, alors XiX, d’ou XrX.

Si les éléments X et Y de & sont tels que XrY, on a XIY et YIX, d'ou YrX.

Si les éléments X, Y et Z de F sont tels que XrY et YrZ, on a XIY, YiX, YIZ
et ZIY. D’ol, par la transitivité de I, XIZ et ZIX. Ainsi XrZ. (

Appelons &#* I’ensemble quotient de & par I'équivalence r ; soit p la projection
F —ZF*. 8i X et Y sont des éléments de F, écrivons (pX)I*(pY) lorsque pX et p¥Y
contiennent respectivement les éléments Z et U tels que ZIU.

XY équivaut o (pX)*(pY).

Par définition, XIY implique (pX)I*(pY). Supposons maintenant que (pX)I*(pY).
11 existe Z et U, appartenant respectivement & pX et pY, tels que ZIU. On a XrZ
et YrU, done XIY. (

I* est une relation d’ordre.
1* est évidemment réflexive et transitive. Montrons que (pX)I*(pY) et (pY)I*(pX)
entrainent pX = pY. On a XIY et YIX, d’ott XrY, et ainsi pX = p¥Y. (

4.1.2. Considérons U'ensemble # des recouvrements ouverts finis de l'espace
topologique E, T. Si X et Y sont des éléments de %, nous écrirons XIY lorsque X
est logé dans Y ; c’est-a-dire lorsque tout ouvert de X est inclus dans un ouvert
de Y, au moins.

1 est une relation symétrique et transitive.
Conservons les notations r, #*, p, I* du paragraphe précédent.

Un représentant caractéristique de pX.
Considérons un élément X de #. Appelons X* l'ensemble des ouverts de X
qui ne sont strictement inclus dans aucun ouvert de X. X* est un recouvrement
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ouvert fini de E. X* est une partie de X, donc X*IX ; d’autre part, tout ouvert
de X est inclus dans un ouvert de X*, donc XIX*. Au total, X*rX et X* appar-
tient & pX.

Montrons que, si Y appartient & pX, alors Y* = X*. Y* appartient & pX,
done Y*rX*. Appelons A un ouvert de X*, puisque X* est logé dans Y*, il existe
un ouvert B de Y* tel que A soit inclus dans B. Il existe de méme un ouvert C de X*
qui inclut B. Ainsi C inclut A. La définition de X* impose C = A ;d’'ot C =B = A,
et tout ouvert de X* est un ouvert de Y*. Finalement X* = Y*.

(F*, 1%) est un lattis avec maximum.

Appelons pX et pY deux éléments de F * ; montrons que p(X U Y) est le plus
petit majorant de pX et pY. Puisque X et Y sont inclus dans X U Y, X et Y sont
logés dans X U Y, ainsi p(X U Y) majore pX et pY. Supposons que pZ majore
pX et pY. Si A est un ouvert de X U Y, il existe un ouvert B de Z qui inclut A.
Ainsi p(X U Y)l*pZ, et p(X U Y) 'est le plus petit majorant de pX et pY.

Appelons m(X, Y) I'élément de & composé de toutes les intersections possibles
d’un élément de X avec un élément de Y. Montrons que pm(X, Y) est le plus grand
minorant de pX et pY. m(X,Y) est logé dans X et Y, donc pm(X, Y) minore pX
et pY. Appelons pZ un élément de F* qui minore pX et pY. Si A est un ouvert
de Z, il existe un ouvert B de X et un ouvert C de Y qui incluent A. Ona AcB N C,
donc Z est logé dans m(X, Y), et pm(X, Y) est le plus grand minorant de pX et pY.

p{E}, composé des recouvrements ouverts finis de E qui contiennent B, est le
maximum de F*. (

4.2. 8t X4, ..., X, sont des éléments d’un compactifiant A sur B, alors A~ con-
tient un élément X logé dans chacun des X;.

Appelons K la compactification de E engendrée par .#". Considérons un point
k de K. Pour tout ¢ = [, ..., n, il existe un ouvert A; de X; tel que &k appartienne
& Aj. & est un point de Pouvert N {A;:¢ =1, ...,n} de K dont la trace sur E vaut
B, = N A;. Les ouverts By sont en nombre fini, puisque les X; sont en nombre
fini et comportent chacun un nombre fini d’éléments. L’ensemble X des ouverts By
est un élément de " logé dans chacun des X;. (

Si Xy, ..., X, sont n recouvrement ouverts finis de E, nous appellerons
m(Xy, ..., X,,) Pensemble des ouverts de E de la forme N {A;:i =1, ..., n; Aje X;}.

43. 8 Xy, ..., X, sont des éléments d’'un compactifiont A sur B, alors
m(Xy, ..., Xy) appartient & A . ‘

En effet, m(Xy, ..., X,) est une partie finie de la topologie T de E, et I'élément X
de " construit au paragraphe précédent est inclus, donc logé dans m(Xj, ..., Xp). (

4.4. Tout compactifiant A sur B est saturé pour la relation r.
Cela résulte du deuxiéme axiome des compactifiants. (

4.5. 8i A est un compactifiant sur B, pA est un filtre sur F*.
pA" est une partie non vide de F*.

Si pX et pY sont des éléments de p#~, X et Y appartiennent a 5, de méme
que m(X,Y). Donc pm(X, Y) appartient & p# .
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Si pX est un élément de p. 7, et si pY est un élément de F* tel que (pX)I*(pY),
on a XIY ; d’ot pY epf". (

4.6. St T est un filtre sur F*, alors p~1F est un compactifiant sur E.

F n’est pas vide, donc p~1F est une partie non vide de % .

Si Pélément X de p~1F est logé dans Iélément Y de &, alors pX appartient
a F, et (pX)I*(pY). Donc pY appartient & F, et Y est contenu dans p—1F- :

Si X et Y appartiennent a p~1F, il en est de méme de m(X, Y). Ce dernier
ensemble est logé dans tous les ensembles dont la forme est donnée dans le troisiéme
axiome des compactifiants. Cet axiome est donc vérifié. (

4.7. Lapplication p est une bijection de Uensemble G des compactifiants sur B
sur Uensemble @ des filtres sur F*.

11 suffit de montrer que deux compactifiants distincts 7 et A2 sur E ont
des images différentes par p. 21, par exemple, contient un recouvrement ouvert
fini de E qui n’appartient pas & #"s. pX appartient & p.¢"1, mais non & pA . (

4.8.1. L’ensemble des compactifiants sur un espace. topologique E est un. lattis
complet.

Ordonnons par inclusion I’ensemble % des compactifiants sur E et I’ensemble @
des filtres sur Z*. La bijection p: % — ® respecte Iinclusion. L’ensemble des
filtres sur un inf-demi-lattis avec maximum est un lattis complet ; dés lors @ et &
sont des lattis complets.

4.8.2. Minimum de &.

Le minimum de @ est le filtre de F* réduit & p{E}; ainsi A = p~Ip{E} est
le compactifiant minimum sur E; nous Iappellerons le compactifiant de Papy
sur E. .# se compose des recouvrements ouverts finis de  qui contiennent E.

Deux cas peuvent se présenter :

1) E est monocompact (I, 4.2). E n’a d’autre compactifiant que .#, ne posséde
pas de recouvrages, et la compactification engendrée par # est E lui-méme.

2) E n’est pas monocompact. E posséde alors un unique .#-recouvrage a
formé des ouverts distincts de B. On a %, =% = {E}; nous appellerons K la
compagctification de Papy de E. Notons que K n’est pas forcément la compactification
pour laquelle K — E est de cardinal minimum ; pour le voir, il suffit de considérer
un espace E compact, mais non monocompact.

4.8.3. Maximum de %.

F* est le filtre maximum de @ ; ainsi p~LF* = F est le compactifiant maxi-
mum sur E. Appelons W(E) la compactification de E engendrée par % .

Deux fermés disjoints de E ont des adhérences disjointes dans W(E).

Soient deux fermés disjoints non vides Fet Gde EE A=E—FetB=E—G
sont des ouverts de T dont la réunion est E. Si @ est un recouvrage sur E, 'un au
moins de ces ouverts, par exemple A, n’est pas contenu dans a. Alors, A’ est un
voisinage de a dans W(E) qui ne rencontre pas F. (

Toute application continue | de B dans un compact C de Hausdorff posséde un
prolongement continu f*: K— C.
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Montrons qu’on peut appliquer le théoréme 19.10 de [K]. Seule la condition (a)
est & vérifier ; si A et B sont des parties de E telles que les adhérences de fA et fB
soient disjointes dans C, A et B ont des adhérences disjointes dans E, donc dans

W(E). (
Toute réunion finte d’ouverts d’un F -recouvrage a appartient & a.

Si la réunion porte sur un ensemble vide d’ouverts, on a @ €a. Considérons
maintenant les ouverts Ay, ..., A, de a. Supposons que ouvert A == U A; n’appar-
tienne pas & a. Il existerait un ensemble fini d’ouverts By, ..., B, de a tels que
{A, By, ..., B,} appartienne & &, c’est-d-dire recouvre E. {A1, ..., Ay, By, ..., By}
est une partie de a qui appartient & F | (

Si A e B sont des ouwverts de B, dans W(E), on « (AUB) = A’ UB'.

On sait que A’ UB’c (AU B) (II, 5.3). Soit le recouvrage @ n’appartenant
pas & A’UB’; A et B appartiennent & «; il en est de méme de AU B; donc o
n’appartient pas & (AU B)". (

4.9. Compactifiant engendré par une famille X de recouvrements ouverts finis®

Corsidérons une famille #Z de recouvrements ouverts finis de ’espace topo-
logique E, T. Appelons £ (%) I'intersection des compactifiants sur E qui incluent %-
C’est un-compactifiant sur E que nous dirons étre engendré par .

H(R) est Vensemble A~ des recouwvrements owverts finis de B dans lesquels est
logé un recouvrement owvert fint de la forme m(Xy, ..., X,), oo Xy, ..., X, appar-
tiennent & X%.

K (R) est I'image réciproque par p du filtre sur Z* engendré par les éléments
pX de F*, o X appartient & #. ("est donc bien . (

Cas ot A est réduit & un seul recowvrement ouwvert fini X de E, T.

1) A (R) est Vensemble A~ des recouvrements owverts finis de B dans lesquels X
est logé.
H () est I'image réciproque par p du filtre sur F* lié & pX, c¢’est done A" (

2) Les recouvrages sur B sont les ensembles a(B) = {Ae T :B ¢ A}, oa B est
un ouvert non monocompact de X*,

Considérons un recouvrage o sur B ; X* contient un ouvert B qui n’est inclus
dans aucun ouvert de a. B ne peut étre monocompact, car dans ce cas, il contiendrait
un point x dont tous les voisinages incluent B ; comme a recouvre z, @ contiendrait
un ouvert incluant B. On a a ¢ a(B), donc a(B) est un recouvrement de E. a(B) est
convenable, donc @ = a(B).

Réciproquement, soit B un ouvert non monocompact de X*, a(B) recouvre B,
d’autre part, les ouverts de X* distincts de B appartiennent & a(B). Donc a(B)
recouvre E. a(B) est convenable. a(B) est maximal. Deux ouverts distincts B et C
de X* donnent lieu & des recouvrages distincts a(B) et a(C), en effet, B ¢ a(B),
C¢a(C), Bea(C) et Cea(B). (

3) Conclusion.
Deux cas se présentent :
a) Les ouverts de X* sont monocompacts, alors E = K.

b) Certains ouverts By, ..., B, de X* ne sont pas monocompacts, les recouvrages
sur E sont les ensembles a; = {Ae T:B; ¢ A}
Les J?l,,i sont les tamis liés aux ouverts By, ..., B,,.
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Cas ow R comporte un nombre fini d’éléments X, ..., Xap.

H(R) est Vensemble A des recouvrements ouverls finis de B dans lesquels
m(Xy, ..., Xy) est logé.

m(Xy, ..., Xp,) appartient & A (%) ; A" est un compactifiant ; # est une partie
de A, done A (%) = A . ( Nous sommes ramenés 3 I’étude du cas ot & comporte
un seul élément.

Ezxemple.
E est Pintervalle ouvert 10, 1] de la droite numérique. Deux recouvrages ouverts
finis sont donnés :

RN

4 3 . : o201 3
—Xl = {JU’5L7JB> J'l_} et )&2: {Jo,g[ajg’ 1[:]5’1!;

2 14 .34 .3
WZ(X.]_, XZ) = {]09 5 [a ] S’ 5 [y ] 5’ 5 [-7 ] 57 1[; 19} }
2 .14 _3
(m(Xy, Xo))* = {10, 2 [ 1 - 2 [ 1 5. 10}

K est la réunion de E et d’un ensemble formé de trois points a, & et ¢ qui n’appar-
tiennent pas & E. La topologie de K comprend les ouverts A de E auxquels on
adjoint @, b ou ¢ lorsqu’ils contiennent respectivement les ouverts

2 14 .3
]0’5[’]3,5[ ou ]5’1[

4.10. Considérons un ensemble non vide @ d’applications continues f, chacune
de Despace topologique E, T dans un espace topologique Gy. Pour tout f de O,
soit #; un compactifiant sur Gy. Si X est un élément de 5, son image réciproque
par f est un recouvrement ouvert fini de E ; appelons & I'ensemble de ces images
réciproques :
R ={1X:fed et Xe H}
Soit " le compactifiant engendré par Z : X = H (X).

Description de A .

A" est Pensemble des recouvrements ouverts finis de E dans lesquels est logé
un élément de la forme

Y = m(f{Xy, ..., /;1X4), ol, pour tout ¢+ =1, ..., 7,

f: appartient & @ et X; & .

Si les espaces Gy et les compactifiants S5 coincident (Vfe®@, Gy = G et
Hy = H), alors, dans Xy, ..., Xy, est logé un élément X de 7 (4.2).

Z = m(i7tX, ..., £;1X) est logé dans Y, et ¢ apparait comme I'ensemble des
recouvrements ouverts finis de E dans lesquels est logé un élément de la forme Z.

Si @ ne contient quune application f, alors ¢ est 'ensemble des recouvrements
ouverts finis de E dans lesquels est logé un élément de la forme f~1X, ou X appar-
tient & .

Prolongement des applications f.

Appelons K la compactification de E engendrée par %, et Hy la compactifi-
cation de Gy engendrée par . Considérons un ¢ -recouvrage a sur E ; soit o/
Pensemble des ouverts A de Gy pour lesquels f~1A appartient & a. @ est un ouvert
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de o/ qui n’est donc pas vide. Montrons que l'ensemble # = {A’Hr: A€/} ne
recouvre pas Hy; dans le cas contraire, & inclurait un sous-recouvrement fini X'
dont la trace X sur Gy appartiendrait & £ (2.10). /11X serait un élément de A~
inclus dans a ! Appelons b un point de Hy qui n’est pas recouvert par %. Définissons
un prolongement f* : K— Hy de f de la maniére suivante :

f*x = fa lorsque z€ E ;

ffa = b lorsque ae K — E.

Remarque.
f* n’est généralement pas définie de maniére unique.

St @ est réduit o une application |, alors f* est continue.

Considérons un point £ de K et un voisinage A de f*k, il existe un ouvert B
de Gy tel que f*k € B'5f c A. f~1B est un ouvert de E ; montrons d’abord que (/~1B)'¥
est un voisinage de k, puis ensuite que son image par f* est incluse dans B’%f, donc
dans A.

Si k appartient & B, (f-1B)'K est un voisinage de k ; supposons que k soit un
A -recouvrage sur E, et que k n’appartienne pas & (f~IB)X. On a f1Bek, d’ou
f*k ¢ B'Hr, par la définition de f* !

Si le point # de E appartient & (f~1B)'X, f*2 appartient & B'Ef ; supposons que o
soit un J7 -recouvrage sur E qui appartient a (f~1B)'¥ et dont l'image f*a n’est
pas dans B'Bf. f~1B n’est pas un ouvert de a ; il existe donc des ouverts Ay, ..., Ay
de a tels que X = {f~1B, Ay, ..., A, } appartienne & J". s contient un élément Y
dont I'image réciproque par f est logée dans X. f*a appartient & un ouvert C'%f,
ou C appartient & Y. Si f~1C est inclus dans 'un des ouverts A;, alors il appartient
3 a, et la définition de f*a est en défaut, donc f~1C est inclus dans f~1B ; de ce fait,
C'Bf est une partie de B'Ef, et f*a appartient & A. (

St | est une application de @ pour laguelle Hy est régulier, alors f* est continue.

Considérons un point & de K et un voisinage A de f*k ; il existe un ouvert B
de Gy tel que f*k € B'Hf c A. Tl existe un ouvert C de Gy tel que f*k € C'%f c C' c B'Hy.
Montrons que (f~*C)’®*est un voisinage de &k dont V'image par f* est incluse dans
B’Hf donc dans A.

Si k appartient & E, alors (f1C)'¥ est un voisinage de k. Supposons que % soit
un J -recouvrage sur E, et que k n’appartienne pas & (f~1C)'¥. f~1C serait un élément
de k, et f*k n’appartiendrait pas a C'Hr!

Si le point  de E appartient & (f-1C)'X, alors f*x appartient & C, donc a B'Hr;
supposons que a soit un ¢ -recouvrage sur E qui appartient & (f-1C)'K, et dont
Pimage par f* n’est pas dans B'Hf. f*q appartient & Hy — C’, }~1(Gy— O) n’est donc
pas un ouvert de a. L’ouvert (f1C)'En (f1(Gy— C))’K de K serait non vide (il
contient a), bien qu’il ne rencontre pas E! (

Remarque.

La démonstration n’utilise que le fait que f~15¢; est inclus dans 2. On peut
démontrer le théoréme précédent en s’appuyant sur le théoréme 19.10 de [K].

Si 1 est une application de © pour laguelle Hy est de Hausdorff, alors f* est con-
tinue et unique.

Un compact de Hausdorff est régulier, donc f* est continue. Supposons que
f1 et f5 sont des prolongements distincts de f. K contient un point & pour lequel
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fik 7 f5k. Soient A et B respectivement des voisinages ouverts disjoints de fik et
fok dans Hy. fi771A N f5-1B est un voisinage ouvert de 'k dans K qui ne rencontre
pas E! (

4.11. Deux relations d’ordre.

Si K; et Ky sont des compactifications de E engendrées respectivement par
les compactifiants "1 et s, nous écrirons K;RKjy lorsque 2 est une partie
de 2£’1. C’est une relation d’ordre (lue « supérieur & »).

Une autre relation s’obtient en écrivant K; == Ky lorsqu’il existe une application
continue f: K;— Ky, identique sur E. Montrons que > est une relation d’ordre.
= est évidemment réflexive et transitive. Si on établit que la relation K; = Ko
entraine la relation > C "1, on en conclura que > est antisymétrique (II, 1.1).
Considérons un élément X de s ; posons X' = {A'Kz A e X}. X' est un recou-
vrement ouvert fini de Kp. f~1X’ est un recouvrement ouvert fini de K; dont la
trace sur E est X, ainsi #2C 1. (

La relation > est incluse dans la relation R.

=

5. Compactifications de Fréchet

Si E posséde des compactifications de Fréchet, il est de Fréchet par hérédité.
Dans ce paragraphe, nous supposerons que E est de Fréchet. Appelons & I'ensemble
des recouvrerents ouverts finis de E qui contitnnent un ouvert de complémentaire
fini.

5.1. Le compactifiont KA~ sur B engendre une compactification K de Fréchet si
et seulement si Gc A .

1) Supposons que K est de Fréchet, et considérons un élément X de ¥, c’est-
a-dire un recouvrement ouvert {A, Aj, ..., A,} de E qui contient un ouvert A de
complémentaire fini. B = AU (K — E) est un ouvert de K, car son complémentaire
est fini (on a méme B = A’). Les ouverts A; sont les traces sur E d’ouverts B; de K.
{B, By, ..., By} est un recouvrement ouvert fini de K dont la trace sur E est X.
Ainsi X appartient & ¢ (2.10).

2) Supposons que ¥ soit une partie de 7. Nous savons que les points de K — E
sont fermés dans K (2.12). Soit maintenant un point z de E ; E — {«} n’est élément
d’aucun recouvrage sur B, donc (E— {z})' = K — {z}, et tout point x de E est
fermé dans K. (

Définition.
Nous dirons que le compactifiant " sur E est de Fréchet lorsque ¥ c 7.

5.2. G est le compactifiant de Fréchet minimum sur E.

On vérifie que & est un compactifiant sur E, donc le compactifiant de Fréchet
minimum sur E pour Pinclusion dans % .

La compactlﬁcamon de E construite & partir de & est donc sa compaetlﬁcatlon
de Fréchet R-minimum.

Deux cas se présentent :
1) E n’est pas la réunion de ses ouverts de complémentaire infini. & est alors
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I'unique compactifiant de Fréchet sur E ; celui-ci n’admet pas de recouvrages, et il
est- sa seule compactification de Fréchet engendrée par un compactifiant.

2) E est la réunion de ses ouverts de complémentaire infini. Ces ouverts forment
le seul @-recouvrage a sur E. %, est formé des ouverts de E de complémentaire
fini. K est obtenu en adjoignant un point a & E ; une base de topologie de K est
formée des ouverts de E dont le complémentaire est infini et des autres ouverts
de E auxquels on adjoint a.

5.3. F est le compactifiant maximum de Fréchet sur E.
W(E) est la compactification de Fréchet R-maximum de E (4.8.3).

A partir de 4.8.3 et de (II, 3.8), le théoréme 26.6 de [K] permet de voir que
W(E) est homéomorphe & la compactification de Wallman de E.

5.4. Remarque — Compactifications de Kolmogoroff.

Si A" est un compactifiant sur E, les tamis %, ot ¢ est un X -recouvrage
sur E, sont deux & deux distincts. Ils sont aussi différents des tamis %, liés aux
points  de E. En effet, si a est un recouvrage sur E, et « un point de E, ¢ contient
un voisinage ouvert A de z. A appartient & %, sans appartenir & %,. Ainsi, la com-
pactification K engendrée par #~ est de Kolmogoroff si et seulement si E est de
Kolmogoroff (I, 7.1.3).

6. Compactifications réguliéres

6.1. Toute compactification régulitre K de E pour laquelle les points de K — &
sont fermés dans K est engendrée par un compactifiant.

Ce fut déja énoncé en 3.4. (

6.2. Axiomes des compactifiants réguliers.

Considérons une compactification réguliére H d’un espace topologique K.
Appelons %~ le compactifiant engendré sur E par H.

(Ry) 8¢ {Ay, ..., Ay} appartient & A, il existe un owvert B de E tel que
{B,Ag, ,...,Ap} et {A;, E— ﬁ} appartiennent & A .

{A7, ..., A} est un recouvrement ouvert de H dont la trace sur E est
{Ay, ..., Ay}. Soit  un point de Aj. H est régulier, il existe donc un ouvert Cyp, de

H tel que heCy, cCrc Aj. Les ouverts Cj, et les ouverts Aj, o ¢ > 1, forment un
recouvrement ouvert de H dont on peut extraire un sous-recouvrement fini
CL ..., Cg, A, .., Al Posons D=UCj et B=DN E. {B, Ay, ..., A} appartient
AN . D=0UC=uU 67 est inclus dans Aj. Donc {Aj, H —ﬁ} recouvre H, ainsi
{A1, E— B} appartient a ¢ (I, 5.5.2) et 6)). (

(Reo) St A est un E-voisinage ouvert du point x de B, alors, il existe un votsinage
ouvert B de x tel que {A, E ~—§} appartienne & A .

A’ est un voisinage de z dans H. Dans H, il existe un voisinage ouvert C de z
dont ladhérence est incluse dans A’. Posons CNE =B; « appartient & B.

{A, H— 6} est un recouvrement ouvert fini de H dont la trace {A, E — B}, sur E,
appartient & . (
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Définition.
Nous dirons qu'un compactifiant %" sur E est régulier lorsqu’il vérifiera (R)
et (Ro).

Remarques.

Le fait pour un espace topologique de posséder un compactifiant qui vérifie
(Rz) implique que cet espace soit régulier (6.4.1).

Si, en outre, (R1) est vérifié, alors E est complétement régulier. En effet, le
résultat suivant montre que E posséde une compactification réguliére, donc com-
plétement réguliére.

6.2. Si A est un compactifiont régulier sur B. alors la compactification K de E
engendrée par H est réguliére.

Considérons un voisinage A d’un point & de K. Puisque K est le minimum
de sa classe, il existe un ouvert B de la topologie T de E tel que k& € B’ c'A. Supposons
tout d’abord que k appartient & B ; en vertu de (Ry), il existe un voisinage ouvert C

A

de k tel que {B, E— C} appartienne & #". C est un voisinage de k dans E dont
Iadhérence est incluse dans B. Montrons que C’ est inclus dans B’, donc dans A.
Supposons qu'un point k&’ de K appartienne & (7, sans appartenir 3 B’. &’ n’appar-
tient forcément pas & E, et est donc un recouvrage sur E. B est un élément de %',
E — Cn’est done pas un élément de k', et ona k' € (E—C)'. Or de (E — C) N C=g,
on tire (E—C)' N ¢’ = @ et k&’ n’adhére pas & C"!

Supposons maintenant que k soit un recouvrage sur E. B n’est pas un élément

de k. Il existe donc un nombre fini d’éléments Ay, ..., A, de k tels que {B, Ay, ..., Ay}
appartienne & 2. En vertu de (R;), on peut trouver C dans T tel que {C; Ay, ..., A, }

et {B, E— C } appartiennent & 2. C n’appartient pas k, done C’ est un voisinage

de k ; d’autre part, C est inclus dans B. A partir d’ici, on montrera que C’ est inclus
dans B’, done dans A. (

6.3. Etude des compactifiants qui vérifient (Ry).

6.3.1. L’axiome (R;) est équivalent & ’axiome suivant qui a 'avantage de faire
jouer le méme réle & tous les éléments de {A, ..., Ant.

Ry St X = {Ay, ..., Ay} appartient & A, il existe un élément Y = {By, ..., By}
de A tel que, powr tout i =1, ..., n, {A, E —«E@} appartienne & A .
Evidemment, (R}) entraine (R;). On démontre (R}) & partir de (R;) par récur-

rence. (
Observons que Y est logé dans X.

6.3.2. Si le compactifiont A sur E est engendré par un ensemble X de recou-
vrements ouverts finis sur K, si, pour tout élément {Ai, ..., Ay} de R, il existe un
élément {By, ..., By} de A tel que, pour tout © =1, ..., », {As, E ~—_]§Z} appartienne
a A, alors A~ vérifie (Ry).

Soit un élément X = {A,, ..., Ay} de X, montrons qu’il existe un ouvert B
de E tel que {B, Ag, ..., Ay} et {A, E’—E} appartiennent & . Il existe une famille
finie d’éléments X; = {A], ..., AZ%} de Z (j=1,...,q) tels que Y = m(Xy, ..., Xy)
soit logé dans X (4.9).
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Par hypothése, il existe des recouvrements ouverts finis Y; = {B{, ..., B}, ;)
de A tels que, pour tous j =1,...,q et k= 1,...,ng {AL, E— Bj} appartienne
a4 . Z=m(Yy, ..., Y, est logé dans Y.

Considérons un élément C de Y ; il existe une famille d’indices k; compris entre
le’onj,oilj_l ., ¢ tels que C = ﬂ{A7 g=1,. ,q} Pour tout j {A E—Bj "
appartient & . En apphquant les deux deInlcrs axiomes des compactlﬁants on
voit que {N A}, U (E— B7 )} = {C E—n Bkj} appartient & . Ce dernier
recouvrement est loge dans {C E—n B 3 qui appartient donc aussi & . Posons
b=n Bk, on voit que pour tout element C de Y, on peut trouver un ouvert D
de Z tel que {C, E — D} appartienne 3 7 .

Considérons maintenant ouvert A; de X. Si aucun élément de Y n’est inclus
dans A;, posons B = @ ; U = {B, Ay, ..., A, } appartient & ", car Y est logé dans U,
et {A, E —E} = {A, E} appartient & ". Dans le cas contraire, appelons C, ..., C,
les ouverts de Y qui sont inclus dans A;. Pour tout A =1, ..., r, on peut trouver

un ouvert D; de Z tel que {Cn, E — Dh} appartienne & .7/ Posons B = U Dy,
{B, A, ..., Ay} appartient & ", car Z est logé dans ce recouvrement ouvert fini

de E. Pour tout h, {Cy, E — Dh} appartient & %°, de méme que
{UCLN{E—Dy}} ={UCL E—UDs} = {UC E—UD;} = {UC, E—B}.
Ce dernier recouvrement est logé dans {A;, E— B}, qui appartient done & . (

6.3.3. Les compactifiants sur un espace topologique B qui vérifient (Ry) consti-
tuent un sous-sup-demi-lattis-complet du lattis des compactifiants sur E.

Considérons une famille non vide (J¢";) de compactifiants sur E qui vérifient
(Rq) ; en vertu de 6.3.2, le compactifiant A" = H" (U Hy) vérifie (Ry). (

6.3.4. Les compactifiants sur K qui vérifient (Rq), ordonnés par inclusion, forment
un lattis complet.

Soit (£";) une famille non vide de compactifiants sur E qui vérifient (Rq).
Appelons A le compactifiant sur E engendre par la réunion des compactifiants
qui vérifient (Rq) et qui sont inférieurs & tout ;. X~ vérifie (R;) (6.3.2) ; montrons
que  est inclus dans tout H'; de (). Si X est un élément de ¢, il existe une
famille finie Xj, ..., X, de recouvrements ouverts finis de E, appartenant respective-
ment & des compactifiants 71, ..., # , inférieurs aux J;, tels que Y=m(Xj, ..., X,)
soit logé dans X (4.9). Xy, ..., X, appartiennent & ';, de méme que Y (4.3) et
done X. (

Remarque.
Rien ne prouve que les compactifiants sur E qui vérifient (Rq) constituent un
sous-lattis-complet du lattis des compactifiants.

6.3.5. Les compactifiants qui vérifient (R1) sont engendrés par leurs éléments qui
comportent deux ouverts.

Soit un élément X = {Ay, ..., Ay} d’un compactifiant #" qui vérifie (Ry). On
peut trouver un élément {By, ..., By} de " tel que, pour tout 7, Y; = {Aq, B — E}
appartienne & % (R3). Mon‘orons que X appartient & tout compactlﬁant qui con-
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tient les Y;. En appliquant plusieurs fois le troisidme axiome des compactifiants
aux Y; on voit que Z = {Ay, ..., A,, N (E —E)} appartient & . Or

NE—B)=E—~UB;=E—UB;=E—E=g0.
Donc Z est logé dans X qui appartient & . (

6.3.6. Cas particulier.

Appelons T Yintervalle [0, 1] de la droite numérique, et 't 'ensemble des
recouvrements ouverts finis de T.

A est engendré par Uensemble R de ses recouvrements ouverts de la forme
{[0, a[, 16, 11}, o% a et b sont deuwx points de T tels que a > b.

Considérons un élément X de % 1 et un point 2 de T. x appartient & un élément
A, de X.

1) Si 2 = 0, T contient les points ¢y et dp tels que 0 < ¢o < dy et [0, do[ C Ao.
Posons By = [0, ¢g] et Co = [0, do[. ’

2) Siz = 1, T contient deux points a; et b; tels que a; < by < 1 et Jag, 1]C Ay,
Posons B; = [b1, 1] et C; = Jag, 1].

3) Siz €10, 1[, T contient les points as, by, ¢z et dy tels que az< by<x<cy<dy
et Jag, dof C Ay Posons By = [by, ] et Cyp = Jag, dqf.

Un nombre fini Bxl, .-+, By, d’intervalles B, recouvrent T. Remarquons que
By et By sont parmi ceux-ci. Posons Xo = {Co, T—Bg} et X3 = {C1, T — By1};
ce sont des éléments de #. Si 2,€]0,1[, posons Y, = {[0, dy,[, Ic,, 1]} et
Zn = {[0, by, [, Jos,, 1]} ; ce sont de nouveau des éléments de Z.

{]axn, d.’linl—’ ]Gxn, l]a [07 bxn[}
appartient & A (%) (1.3); de méme que X, = {C;, T—B,,} (1.2). En appli-

quant plusieurs fois le troisiéme axiome des compactifiants a Xxl, cery Xxw on
trouve que {N (T —By,), Cy,, ..., Cy, } appartient & " (%). Or N (T —By) =9
nous avons finalement construit un élément {C,, ..., C,,} de H (%) logé dans X.

Ainsi 'y = A(R). (

6.3.7. Considérons un ensemble @ d’applications continues f chacune de 'espace
topologique E dans un espace topologique Gy. Pour tout f de @, soit 55 un com-
pactifiant sur Gy qui vérifie (R;). Appelons £ le compactifiant sur E introduit
au paragraphe 4.10.

A vérifie (Rq).

A est engendré par les ensembles de la forme f~1X, ol f appartient 3 @, et
ou X appartient & ;. Appuyons-nous sur 6.3.2. 8i X = {4y, ..., A, } appartient
& Ay, il existe un élément {By, ..., B,} de % tel que, pour tout ¢ =1, ..., 7,

{As, Gy ——EZ_} appartienne & s (6.3.1). {f~1By, ..., f1B,} appartient & " ; pour
tout 4, {f1A1, f1(Gy—B;)} appartient & #. Or f1(G;—B;) =E — f1B;, et
F1B; c f1B;, donc, pour tout 4, {f1A; E — f~1B;} appartient & % ". (

6.3.8. Considérons une application continue f de Pespace topologique E dans

Pintervalle T = [0, 1] de la droite numérique. Soit D une partie dense de T. Appelons
f* Yapplication qui associe & un nombre d de D l'ouvert f*d = f-1[0, d[ de E.

Si d et d’ sont des nombres de D tels que d < d’, alors _f*_d'c *d’.
En effet, f-1{0, d[ c /[0, d]c /-0, d'[. (
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Si x appartient & {710, 1[, alors fx = inf {de D : x € f*d}.
T

D contient un nombre d tel que fe < d < 1, on a z € f*d, et U'infimum existe.
Si I'élément d de D est inférieur & fz, x n’appartient pas & f*d, donc Pinfimum est
supérieur ou égal & fx. Si le nombre d de D est strictement supérieur & fz,  appar-
tient & f*d ; I'infimum est donc inférieur ou égal & d. Au total, Iinfimum vaut fe. (

6.3.9. Considérons une application f* d’une partie dense D de T dans la topo-
logie T de E qui vérifie la premiére propriété du paragraphe précédent. Définissons
une application f de E dans T de la maniére suivante :

reE et {deD:xecffd}# o —fr =inf{deD:xefd},
zeBE et {deD:xeffd} =2 — fv = 1.

I est continue.

Soit, un point 29 de E ; posons yo = fxo ; soit ¢ > 0. Il faut trouver un voisinage
A de zp pour tout x duquel, | fx —yo | < e.

Si yp < 1, soit d un point de D tel que yo < d < yo + <. Si yo > 0, soit d’ un
point de D tel que yg—=e < d’ < yo.

Si yo = 0, le voisinage B = f*d convient ; si yg = 1, prenons C = E — e’ ;
dans les autres cas, il suffit de prendre A =B nN C. (

6.3.10. Si @ est un ensemble non vide d’applications continues f de I'espace
topologique E dans T = [0, 1'] nous des1gnerons par X (®) le compactifiant sur E

engendré par I’ensemble des images réciproques par les applications f d’éléments
de A (4.10).

St 24 est un compactifiant sur B qui vérifie (Ry), alors il existe un ensemble ®
&’ applications continues B— T tel que 4" = A (D).

A" est engendré par ses éléments qui comportent deux ouverts (6.3.5). Aprés
avoir construit '’ensemble ®, il nous suffira de montrer que Jf (D) est inclus dans
H et que les paires de " appartiennent 3 £ (D).

Considérons I'élément {A, B} de . Appelons 7o, 71, ... les nombres rationnels
de T, supposés numérotés sans répétition d’une manidre telle que ro = 0 et 71 = 1.
Si 7 est un nombre rationnel de T, nous appellerons i(r) le nombre entier positif
tel que r = Tigry-

Nous allons construire successivement des ouverts A, Ay, ... de E qui vérifient
les propriétés suivantes :

1) Pour tout entier ¢ > 0, {A;, B} appartient & 7.

2) Pour tous entiers i et j > 0,7; < 7; entraine {A;, E— A;} e &', donc A; C A;.

Posons A; = A, on a {A;, B} € . Les deux propriétés précédentes sont véri-
fides, la seconde étant d’ailleurs sans objet.

Supposons avoir construit les ouverts Ay, ..., A,—1 qui vérifient les propriétés
1) et 2), et montrons qu’on peut leur adjoindre un ouvert A, tel que la nouvelle
famille vérifie encore les propriétés. La construction des A; pourra alors se faire
par récurrence. Considérons 7y, il existe deux indices p et ¢ compris entre 0 et n — 1
tels que

rp=sup{ri:i < mnetr<ry};
rg =1inf {r;:9 < n et r, < 1}

Supposons rp nul, { Ay, B} appartient & " ; en vertu de (Ry), on peut trouver
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A, tel que {A,, B} et {Ay, E —A—n} appartiennent & . Les ouverts Ay, ..., A,
vérifient 1). Supposons que les indices ¢ et j, compris entre 1 et #, donnent lieu a
7y < r5. Si 1 et j sont strictement inférieurs & =, alors {A;, E — A_T} appartient & .
4 ne peut valoir n, car rp = 0. Si ¢ vaut n, alors j est supérieur ou égal & ¢ ; donc
Ayc Aj; et ainsi Iélément {A,, E—E—n} de A est logé dans {A;, E —A_n'} qui
appartient & 7.

Supposons ryp non nul, {Ag, B — A, } appartient & 2. 11 existe un ouvert A,

de E tel que {A,, E—A,} et {Ay, E— A,} appartiennent & . On vérifie que
Aj, ..., A, satisfont 1) et 2).

Au total, pour tout rationnel »; de 10, 1], nous avons construit un ouvert Ay,
de telle sorte que r. < r; entraine A;C A;; on peut alors définir une application
continue f : E—> T telle que, pour tout rationnel »; de 10, 1], A; = f~10, r;[. f dépend
évidemment de 1’élément {A, B} de " et de l'ouvert A de celui-ci.

Pour tout réel a de J0, 1], X = {f-1[0, a[, B} appartient & . En effet, il existe
un rationnel r; tel que 0 < 7; < a. {A;, B} est logé dans X et appartient & .

Pour tous réels a et b de [0, 1] tels que @ < b, Y = {f1[0, b[, f1]a, 1]} appar.
tient & . En effet, appelons 7; et 7; deux rationnels tels que ¢ < r; < 75 < b,
{740, rj[, B — 70, r;[} appartient & " et est logé dans Y.

Montrons que ’ensemble @ de toutes les applications f qui peuvent étre con-
struites comme nous. venons de le faire, démontre le théoréme.

11 faut d’abord montrer que l'image réciproque par une application f de @
d’un recouvrement ouvert fini de T appartient & . Il suffit de le montrer pour
un élément de la forme {[0, b[, la, 11}, olt @ et b sont des points de T tels que @ < b
(6.3.6). C’est acquis. ‘

Montrons finalement que les paires de ¢~ appartiennent & % (®). Soit 1’élément
Z = {A,B} de X . Appelons f l'application de @ construite & partir de I'ouvert
A de Z.

U = {f7[o0, é [, 1] %, 1]} appartient & 2" (®). Dune part, 1[0, %[ est inclus

1
dans A, car 5

] ;—), 11cE — f"l[O,i[CB (car {f*l[O,i[, B} recouvre E). Au total, U est logé

< 1 implique A;qy, = 710, % [c Ay = A; d’autre part,

dans Z, qui appartient donc & £ (®). (

Remarque.

Si f est l'application construite & partir de 'ouvert A de I’élément {A, B}
de 4", ona f(E—A)=1et (E—B)=0.

6.3.11. Minvmum et maximum.

Le compactifiant .# introduit en 4.8.2 est le compactifiant minimum qui
vérifie (Rq).

Si @ est I'ensemble des applications continues E— T, alors & == H (D) est le
compactifiant maximum sur E qui vérifie (Ry).

Toute application continue E— T posséde un prolongement continu unique
K—T, si K désigne la compactification engendrée par % (4.10).
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Nous appellerons & le compactifiant de Stone-Cech sur E.
Maximum et minimum coincident lorsque toutes les applications continues
E— T sont constantes.

6.3.12. Si A~ est un compactifiant sur B qui vérifie (R), alors les tamis U, sont
séparés deur o deux.

Considérons deux J -recouvrages a et b sur E. o contient un ouvert A qui
n’appartient pas & b. De ce fait, b contient des ouverts By, ..., B, de E tels que
{A, By, ..., B,,} appartienne & . Il existe un ouvert B de E tel que {B, By, ..., B}

et {A,E—B} appartiennent & #'. E—B et B sont des ouverts disjoints qui
appartiennent respectivement & %, et Up. (

6.4. Compactifiants qui vérifient (Rg).

6.4.1. E possede un compactifiant qui vérifie (Re) si et seulement s’il est régulier.

1) Soit & un compactifiant sur E qui vérifie (Rg). Appelons A un voisinage
ouvert du point  de E. 2 possede un voisinage ouvert B tel que {A, E -—E} appar-
~ tienne & . On a BC A.

2) Supposons maintenant que E soit régulier. L’ensemble & des recouvrements
ouverts finis de E est un compactifiant qui vérifie (Rg). En effet, si A est un voisinage

ouvert du point # de E, 2 posséde un voisinage ouvert B tel que B c A. {AE ——]§}
appartient & F. (

6.4.2. Considérons une compactification K de E engendrée par un compacti-
fiant " sur E qui vérifie (Re).
Si F est un fermé compact de E, alors F est un fermé de K.

Montrons que (E— F)’ = K — F. Soit un J# -recouvrage a sur E. Appelons z
un point de F ; o contient un voisinage ouvert A, de . Il existe un voisinage ouvert

B, de x dans E tel que {A,, E — ]i} appartienne & . a appartient & (E — B,)".
Un nombre fini By, ..., B, d’ouverts B, recouvre F. a appartient & 1’ouvert
N{E—=B):i=1..,n}= (N E—B))
=(E—UB;)) =(E—UBy.
Or F est inclus dans \J By, done E — U B; est une partie de E — F, ainsi a appartient
a(E—TF). (
Corollaire.

Si le recouvrement ouvert fini X de E posséde un élément de complémentaire
compact, alors X appartient & tout compactifiant qui vérifie (Rg).

6.4.3. Compactifiant d’Alexandroff.

Appelons o/ I'ensemble des recouvrements ouverts finis de E dont un élément
au moins a son complémentaire compact.

o est un compactifiant sur B.
{E} appartient & .27, qui n’est donc pas vide.
Vérifions que, si un élément X de o7 est logé dans un élément Y de &, alors Y
appartient & .o7. X contient un ouvert A dont le complémentaire est compact ;
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Y contient un ouvert B qui inclut A. Le complémentaire de B est un fermé du
compact E — A, il est donc compact.

Montrons finalement que, si X et Y sont des éléments de .27, il en est de méme
de Z =m(X,Y). X et Y contiennent respectivement les ouverts A et B de com-
plémentaire compact. A N B est un élément de Z dont le complémentaire est com-
pact, donc Z appartient & &7. Z est logé dans tous les éléments de % de la forme
indiquée dans le troisidme axiome des compactifiants. Cet axiome est done vérifié. (

Nous appellerons o7 le compactifiant d’ Alexandroff sur E.

Recouvrage du compactifiant d’ Alexandroff.

Appelons « compactification d’ Alexandroff » de E, la compactification engendrée
par .

Si E est compact, alors &7 = &, et E ne posséde aucun recouvrage ; il est sa
propre compactification d’Alexandroff.

Supposons E non compact. Un ouvert de complémentaire compact ne peutb
appartenir & un &7-recouvrage. L’ensemble a des ouverts de complémentaire non
compact recouvre K. C’est un recouvrement convenable; c’est donc le seul
&/ -recouvrage. Le tamis %, se compose des ouverts de complémentaire compact.
K est la réunion de E et a; les ouverts de E auxquels on adjoint @ lorsque leur
complémentaire est compact forment une base de topologie de K.

6.44. Si B est régulier, F est le compactifiont maximum sur E qui vérifie (Rg).

6.4.5. Un espace régulier B posséde un compactifiant minimum qur vérifie (Rg)
s1 et seulement st B est localement compact ; le minimum est le compactifiant d’ Alexan-
droff sur E.

Avant de démontrer le théoréme, commencons par donner une définition et
voir quelques lemmes.

Définition.

Nous dirons qu’un espace topologique E est localement compact lorsque tout
point de E posséde un voisinage compact.

Si H est une extension compacte réguliere de E, st H — B est fini, alors E est
localement compact.

Appelons F la réunion des fermés de H — E ; ¢’est un fermé de H. Si x est un
point de E, il posséde, dans E, un voisinage ouvert A tel que X-_’ soit inclus dans
H —F (I1, 7.4.1). Montrons que ANE=A (II, 5.5.6) est un E-voisinage compact
de z. Si les ouverts C; de E recouvrent A, les ouverts C; recouvrent K_'; ; sinon
-A__'('\ (H — U C)) serait un fermé de H — E non inclus dans F. On peut trouver

un recouvrement ouvert fini de A’ par des ouverts C;, donc trouver un recouvre-
ment fini de A par des C;. (

Si H est une compactification uniponctuelle réguliére de E, alors le compactifiant 4
engendré par H est le compactifiant d’ Alexandroff sur E.

On sait que 27 est inclus dans J¢~ (corollaire de 6.4.2). Soit maintenant 1’élément
X de . 1l existe un élément A de X tel que H — E soit inclus dans A’. E —A
est compact. (
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Démonstration de 6.4.5.

1) Supposons que E soit régulier et localement compact. On sait que le compac-
tifiant d’Alexandroff o7 sur E est inclus dans tout compactifiant qui vérifie (Rg).
Montrons que o7 vérifie (Rz). Soit le voisinage ouvert A du point z de E. Appelons
C un voisinage compact de x. Il existe un voisinage ouvert B de  tel que B soit
inclus dans AN C; B est compact. X = {A, E— B} recouvre E, et E — B a son
complémentaire compact ; ainsi X appartient & o7, qui vérifie (Ry).

2) Supposons que ¥~ soit le compactifiant minimum sur E qui vérifie (Re).
Appelons K la compactification engendrée par .77 .

Montrons d’abord que E posséde au plus un A -recouvrage.

Supposons que a et b soient des ¢ -recouvrages distinets sur E. Appelons #

Iensemble des recouvrements X de # qui vérifient la propriété suivante :
VAeX, (ecA'<=beA’).

Appelons ' le compactifiant engendré par %. Remarquons que, X et Y sont des
éléments de Z#, m(X,Y) appartient & #Z également ; " est done I'ensemble des
recouvrements ouverts finis de E dans lesquels est logé un élément de Z.

A" vérifie (Rg). En effet : Considérons un voisinage ouvert A du point %, dans X,
11 existe des éléments C; et C; respectivement de a et b tels que & appartienne 3
Cp et Cp, donec & Cy N Co Il existe un voisinage ouvert B de x tel que

X={0nNCy E ]_3} appartienne & % . Montrons que X appartient & 47,
Cy N Oz appartient & @ et & b, donc ni ¢ ni b n’appartiennent & (C; N Cs)' ; E—B

n’appartient ni & a ni & b, donc a et b sont des points de (E —BY.

A est inclus dans .

A est distinet de 7. En effet : a contient un ouvert A non contenu dans b ;
b contient des éléments By, ..., B, tels X = {A, By, ..., B} appartienne & . Mon-
trons qu’aucun élément de Z ne peut étre logé dans X, done que X appartient
a A — A", Supposons que 1'élément Y = {Cy, ..., Cy} de Z# soit logé dans X.
Si 'ouvert C; de Y est inclus dans A, on a C;ea, done a ¢ C;, et done b ¢ C;. Si
Pouvert C; est inclus dans un ouvert B, on a C; € b, donc b ¢ C;. Au total, {Cq, ..., C}}
ne recouvre pas % .

Finalement E posséde au plus un " -recouvrage. Si E ne posséde aucun recou-
vrage, il est localement compact. Supposons que E posséde un recouvrage a. Si z
est un point de E, il posséde un E-voisinage ouvert A qui appartient & a. Appelons B
un voisinage ouvert de x dans E tel que {A, E — B} appartient 4 5¢". E — B n’appar-
tient pas & a, donc a appartient & (E — B)’. B est donc un fermé de K ; ¢’est un
voisinage compact de x dans E. E est localement compact. (

6.4.6. Si A est un compactifiant sur B qui vérifie (Rg), alors les tamis U, sont
sans point adhérent.

Considérons un # -recouvrage a sur E, et un point « de E. @ contient un voisi-
nage ouvert A de z. Il existe un ouvert B de %, tel que {A, E — B} appartienne
a4 A . E— B est un ouvert de %, auquel z n’adhére pas. (

6.5. Etude des compactifiants réguliers.

6.5.1. Considérons un compactifiant " sur E qui vérifie (Ry). Appelons K la
compactification engendrée par 4°, et @ Pensemble des restrictions & E des appli-
cations continues K— T.
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K = A (D).

Il existe un ensemble d’applications continues ®' de E- dans T tel que
H = A (D) (6.3.10). Les applications de ®’ possédent un prolongement continu
K—T (4.10). Donc @’ est inclus dans @, et (D) = A est inclus dans (D).

Soit f une application de @ ; appelons f* un prolongement continu K— T de f.
Si X est un élément de 'p, 41X est un recouvrement ouvert fini de K ; sa trace
X, sur E, est un élément de . Or £ (®) est engendré par les éléments f1X
de . Ainsi (D) est inclus dans . (

6.5.2. Toujours dans les conditions de 6.5.1, A~ vérifie (Ro) si et seulement st,
pour tout voisinage A d’un pownt quelconque x de E, il existe une application continue
f de @ telle que fr = 0 et f(E— A) =1

1) Supposons que %~ vérifie (Rg). Soit A un voisinage ouvert du point z de E.
1l existe un voisinage ouvert B de = tel que {A, E — E} appartienne & % . Il existe
une application f de @ telle que f(B — A) = 1 et B = jo = 0 (Remarque de 6.3.10).

2) Supposons V'existence des applications. Appelons A un voisinage de z. Il
existe une application continue f de ® telle que f(E— A) = 1 et fa = 0. Posons

1 .
B = /10, 4_1[' B est un voisinage de z.

1 1 1 1
(F-170. — . 17 = T — {-1f0, =
» 1]‘ [0, 2 l—’f ] 3: 1]} i {f 1[0) 2{: E f 1[03 3 [}
appartient & 4, et est logé dans {A, E —B}. (

6.5.3. L’espace topologique B posséde un compactifiant régulier  si et seulement
s’1l est complétement régulier.

La condition est nécessaire (6.2).

Supposons que E soit complétement régulier. Appelons @ 1’ensemble des appli-
cations continues E—T. & = (D) est régulier (6.3.7 et 6.5.2). (

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons que E est complétement réguliert

6.5.4. Maximum et mintmum. ‘
Si © désigne VUensemble des applications continues E— T, alors & = H (D)
est le compactifiant régulier maximum sur E.

E posséde un compactifiant régulier minimum si et seulement s’il est localement
compact ; le minimum est le compactifiant d’ Alexandroff sur E.

1) Supposons d’abord E localement compact ; o/ est le compactifiant mini-
mum sur E qui vérifie (Rg) (6.4.5). Si nous montons que o7 vérifie (Ry), la condition
sera suffisante.

Considérons un élément {Aj, ..., A,} de &7, cherchons un ouvert B de E tel

que {B, As, ..., Ay} et {A], E -—E} appartiennent & 7.
Premier cas. B — A; est compact. Si x est un point de E — Ay, il existe un
indice ¢ > 1 tel que = appartienne & A;. x posséde un voisinage ouvert B,, d’adhé-

rence compacte incluse dans A;.
Un nombre fini By, ..., By, de ces ouverts recouvre E — A;. Posons

B=E—UB,. X=/{B, Ay, ..., A;} recouvre E ; le complémentaire de B dans E
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est compact, donc X appartient & of. {A, U By} appartient & &7, et UBxy. est
inclus dans E —E-—UBy;; ainsi {A,E— ]_3_} appartient & .o7.

Second cas. E — As, par exemple, est compact ; posons C = E — U {A;:4 > 1}.
C est compact, car ¢’est un fermé du compact E — As. C est inclus dans Ay, Soit
un point de C, x posséde un voisinage ouvert B, d’adhérence compacte incluse
dans A;. Un nombre fini Bap, ..., By . de ces ouverts recouvre C. Posons B = U By;.

{B, Aq, ..., Ay} recouvre E, et appartient & o/. De méme, {A;, E —E} appartient
3

2) Supposons que l'espace E posséde un compactifiant régulier minimum £ .
Appelons K la compactification engendrée par . Montrons d’abord que E posséde
au plus un J -recouvrage. Supposons que a et b sont des recouvrages distincts
sur E. Appelons Z P'ensemble des recouvrements X de " qui vérifient la propriété
suivante :

VAeX,(aecA'<=beA').
Appelons " le compactifiant engendré par Z. On sait que "’ vérifie (Reo) (6.4.5) ;
montrons qu’il vérifie (Ry). 11 suffit de vérifier (R1) pour les éléments de Z (6.3.2).
Soit I'élément {Ay, ..., Ay} de #. Posons C =K —U {A;:i >1}.

Premier cas. a appartient & Aj ; b appartient done & Aj. K— Aj et {a,b} U C
sont des fermés disjoints de I'espace normal K. Ils possédent, dans K, des voisinages
ouverts disjoints F et G. Posons G N E = B. {G, A, ..., A} } est un recouvrement
ouvert fini de K dont la trace X = {B, A, ..., Ay} sur E appartient & . {a, b}

est inclus dans G, donc dans B’; ainsi X appartient & &%, donec & #'. B=3G
(II, 5.5.7) est inclus dans K — F, donc dans A;.‘ Ainsi {A], K-— 1-3_:’} est un recou-
vrement ouvert fini de K dont la trace Y = {A;, E —E} sur E appartient & 7.
@ et b appartiennent & B'; BN (E—B) est vide, donc B’ N (E—B)’ est vide.

a et b n’appartiennent done ni 'un, ni Pautre & (E — B)’. Y appartient & &, done
a A
Deuxiéme cas. a n’appartient pas & Aj; b n’appartient pas non plus & A;. Il
existe un ouvert B de E tel que X = {B, As, ..., Ay} et Y = {A, E ———B_} appar-
tiennent & . @ et b n’appartiennent pas & B’, ils appartiennent & (E — BY'; ainsi
X et Y sont des éléments de #, donc de ™.
A partir d’ici, on peut montrer que " n’est pas minimum.

E est localement compact puisqu’il posséde une compactification réguliere K
pour laquelle K — E est fini. (

6.5.5. Sotent les compactifiants 4 1 et H o sur Uespace topologique E ; supposons
H o régulier ; appelons Ky et Ky respectivement les compactifications de B engendrées
par K1 et Ao KaRKy bquivaut ¢ Ky = Ko.

On sait que K; > Ky implique K;RK2 (4.11) ; supposons K;RKs, c¢’est-a-dire
A 2 C A 1-

Appelons f application identique E— E. f est une application continue de E
dans V’espace compact régulier Ky telle que f-1/"s soit inclus dans #';. On sait
que f posséde un prolongement continu f* : K;— Kz (4.10). On a donc K; > Ka. (

51



7. Compactifications de Hausdorff

Toute compactification de Hausdorff d’un espace topologique est engendrée
par un compactifiant.

7.1. La compactification K d’un espace B, engendrée par un compactifiant A,
est de Hausdorff si et seulement si, d’une part B est de Hausdorff, et, d’autre part A~
est régulier.

Supposons que K soit de Hausdorff ; E est séparé, par hérédité. ¢ est régulier,
puisque K ’est.

Supposons les conditions vérifiées. Les tamis %, olt a sont les 2 -recouvrages
sur E, sont séparés deux & deux (6.3.12) et sans point adhérent (6.4.6) ; ainsi K est
de Hausdorff (II, 7.3.4). (

Remarque.
Les conditions de I’énoncé imposent & E d’étre de Tychonoff.

7.2, Mazimum.

Appelons ® 'ensemble des applications continues de 'espace de Tychonoff E
dans lintervalle T. & = # (®) est le compactifiant maximum de E qui engendre
une compactification de Hausdorff.

La compactification K de B engendrée par & est la compactification de Stone-Cech
de E.

En effet, c’est un compact de Hausdorff dans lequel E est dense, et toute appli-
cation continue E— T posséde un prolongement continu K— T (4.10). On peut
appliquer le théoréme 27.5 de [K]. (

7.3. Un espace E de Hausdorff posséde un compactifiant minimum qui engendre
une compactification de Hausdorff si et seulement s’il est localement compact ; le mini-
mum est le compactifiant d’ Alexandroff.

7.4. Coincidence du maximum et du minemum.
Supposons que E soit séparé localement compact.

Les compactifiants d’ Alexandroff o/ et de Stone-Cech & sur B coincident sous la
condition sutvante :

Si F et G sont des fermés disjoints de T, si f est une application continue E— T,
alors Uun des ensembles f-1F, f-1G est compact.

1) Supposons la condition vérifiée. On sait que & est inclus dans . Montrons
que & est inclus dans 7. & est engendré par ses recouvrements ouverts qui com-
portent deux éléments (6.3.5). 11 suffit done de montrer que tout élément X = {A, B}
de & appartient & o7. Il existe une application continue f: E— T telle que
f(E—A)=0 et (E—B)=1 (6.3.10). L’'un des ensembles f1{0}, /1{1} est
compact, supposons par exemple que ce soit f1{0}. E — A est un fermé du compact
{0}, il est donc compact, et X appartient & o7.

2) Supposons que le maximum et le minimum coincident. Considérons deux
fermés disjoints F et G de T ; soit f une application continue E— T.

X = {{YT —F), YT — &)}
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appartient & &, donc & 7. L’'un des ouverts de X, par exemple f~}(T — F), a son
complémentaire compact. Or E — [T — F) = f1F. (

7.5. Lien avec les relations de proximité.

Considérons un espace E, T de Tychonoff. On sait que ’ensemble des com-
pactifications de Hausdorff de E est en correspondance biunivoque avec 'ensemble
des relations de proximité qu’on peut définir sur E et qui sont compatibles avec
sa topologie [S, théoréme 10]. Il en est de méme pour I'ensemble des compactifiants
réguliers sur E.

Soit une compactification de Hausdorff H de E; appelons 3 la relation de
proximité induite par H sur K, et appelons o/ le compactifiant sur K engendré
par H. Nous allons voir comment on peut obtenir § & partir de £ et vice-versa.

Construction de 3 & partir de A .
Appelons 3 la négation de 9.
Si A et B sont des parties de B, ASB équivaut & {E —A,E —E} e .
H posséde une seule-relation de proximité compatible avec sa topologie, &
savoir :
X5Y = XN Y = [S, théoréme 1].

Si A et B sont des parties de E telles que A3B, alors, ANB = @ . Les ouverts

H - K et H —:ﬁ recouvrent H, et leurs traces sur E sont E— A et E — B. Ainsi
{E—A,E — B} appartient & %" ‘

Réciproquement, si {E — A, E — B} appartient & ", A et B sont des fermés
disjoints de H, et donc ASB. (

Construction de A~ & partir de 3.

La partie finie {A;, ..., Ay} de T est un élément de A~ si et seulement s’il ewiste
un recouvrement {By, ..., By} de E tel que, pour tout i, BidE — A,.

1) Considérons I'élément {A;, ..., A,} de X" ; {Af, ..., A} est un recouvre-
ment ouvert de H. Les ensembles H — A] et H— U {A]:7 £ 1} sont des fermés
disjoints de H. Ils possédent, dans H, les voisinages ouverts disjoints respectifs C

et D1. D’une part ]_)_—10 (H— A}) = g, d’autre part {Dy, Aj, ..., Ay} est un recou-
vrement ouvert fini de H. Appelons B; la trace de Dy sur E, on a {By, As, ..., Apyed

et B18(E —_ A]_)

En répétant successivement pour Asg, ... la construction qui vient d’étre faite
pour A;, on finira par trouver un recouvrement de B qui répond aux conditions
de I’énoncé (en prime, ce sera un élément de %").

2) Considérons la partie finie X = {Ay, ..., A,} de T pour laquelle il existe
un recouvrement {By, ..., B} de E tel que, pour tout 1, B{§E — Ay

Quel que soit 7, E(\E—-»A@- = &, done ECH——E—Ai. On a

UE:UB@'=E=H=UH——E-——A7;,
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Ainsi {H — E — A;} est un recouvrement ouvert fini de H ; sa trace sur E est X
qui est donc un élément de 7. (

8. Compactifications uniponctuelles

8.1. St H est une compactification uniponctuelle de I’espace non compact E, alors H
est engendrée par un compactifions.

Appuyons-nous sur 3.4,

Appelons a le point de H — E. @ est fermé dans H, sinon tout recouvrement
ouvert de E serait la trace sur B d’un recouvrement ouvert de H, et E serait com-
pact. H est le minimum de sa classe, car les conditions de (II, 6.8) sont réunies, et
la classe de H est un singlet. (

8.2. La compactification K engendrée par le compactifiont A~ sur B est uniponc-
tuelle si et seulement si les deux conditions suitvantes sont vérifides :

a) Chagque élément X de A~ contient un owvert A de complémentaire compact tel
que VYeF, AeY =>YeX;

b) E n’est pas compact, ow bien KA est distinct de F .

1) Supposons que %~ engendre une compactification uniponctuelle. Appelons a
le recouvrage de K -— E. Soit X un élément de 4" ; il existe un ouvert A de X tel
que A’ contienne a. K — A’ = E — A est compact. Si 1'élément Y de % contient A,
il est la trace sur E d’un recouvrement ouvert fini de K, et Y appartient & 4.

Supposons que E soit compact et que 4" = F. a est un recouvrement ouvert
de E qui posséde un sous-recouvrement fini X. X appartient & ", donc a ne serait
pas convenable.

2) Supposons les conditions vérifiées. Si E n’est pas compact, il posséde un
recouvrement ouvert % qui n’inclut pas de sous-recouvrement fini. # est # -con-
venable. De méme, si ¢ différe de &, E posséde un recouvrement ouvert ¢ -con-
venable. Ainsi E posséde un S -recouvrage a. Montrons qu’il est unique. Appelons b
un % -recouvrage distinet de @. b contient un ouvert B qui n’appartient pas & a.
a contient des ouverts By, ..., By tels que X = {B, By, ..., B,} appartienne & %.
X contient un ouvert A de complémentaire compact tel que

‘ VYeZF, (AcsY=>YeX).
Supposons que A appartienne & a. Un nombre fini d’élément A, ..., A, de a recouvre
E—A Y ={A A ...,A,} appartient & £, et a n’est pas convenable. De méme,
si on suppose que A appartient & b, on démontrera que b n’est pas convenable.
Au total, E posséde un et un seul S -recouvrage et la compactification engendrée
par A" est uniponctuelle. (

Remarque.

Appelons a le recouvrage d’un compactifiant /" qui engendre une compacti-
fication uniponctuelle. %, est 'ensemble des ouverts A de E dont le complémentaire
est compact, et qui vérifient la propriété suivante : VX eF,(AeX = XeX).

8.3. L’espace topologique B posséde un compactifiant mintmum qui engendre une
compactification uniponctuelle si ef seulement s’il n’est pas monocompact. M est le
compactifiant en question.

Pour le voir, il suffit de se reporter & 4.8.2. (
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St B n’est pas compact, of est son compactifiant maximum qui engendre une
compactification uniponctuelle.

9. Compactifications dans une classe d’extensions

Considérons la classe & des extensions de l'espace topologique E, T associées
& la famille (%;);; de tamis sur E. Appelons H = E U Tle support des extensions (*) ;
appelons respectivement H, 6, et H, Oy le minimum et le maximum de .

9.1. F contient des compactifications si et seulement si H, 6, est compact.

Appelons £~ T'ensemble des recouvrements ouverts finis X de E tels que tout
tamis %; contienne au moins un ouvert de X. J est un compactifiant sur E.
Si H, 0 est une extension quelconque de &, # est tout simplement I'ensemble des
traces sur E des recouvrements ouverts finis de H, 0.

9.2. H, 0, est compact si et seulement si tous les tamis U4, 0% o est un A -recou-
vrage sur B, appartiennent & (U;).

1) Supposons la condition vérifiée. Considérons un recouvrement ouvert {A’}
de H, 6, par des ouverts de la base {B’: B T} de topologie de H, 0,. {A} n’est
pas convenable, sinon il existerait un # -recouvrage ¢ qui contiendrait {A}, et {A'}
ne recouvrirait pas 'ensemble non vide des points ¢ de I pour lesquels %, = %;.
Ainsi, il existe un élément X de ¥ inclus dans {A}. {B’:B e X} est un recouvre-
ment ouvert fini de H, 0, inclus dans {A’}.

2) Supposons que H, 0, soit compact. Appelons a un # -recouvrage sur E.
{A’: A€ a} ne recouvre pas H. Donc il existe un point ¢ de I tel que a N %; = &,
donc tel que ac T—%,;. Ainsi T— %, recouvre E; or T—%; est convenable ;
donc @ = T —U;, et Uo = U (

9.3. 8¢ H, 0, est compact et si 1, considéré comme sous-espace d’une extension
H, 0 de &, est compact, alors H, 0 est compact.

Appelons # un recouvrement ouvert de H, 0. Si A est un ouvert de &, posons
A= (AN E). {fA: AR} est un recouvrement ouvert de H, 6, qui contient done
un sous-recouvrement fini {fA, ..., fA,}. D’autre part, I possede un recouvrement
fini {By, ..., B} par des ouverts de #. {Ay, ..., Ay, By, ..., B,} est un recouvrement
ouvert fini de H, 6 inclus dans Z. (

9.4. Toutes les extensions de G sont compactes st et seulement st H, Oy est compact.

9.5. H, Oy est compact si et seulement si, d’une part H, 0, est compact, ef, d’autre
part, T est fine.

1) Si H, 6y est compact, H, 6, est évidemment compact. Le recouvrement
ouvert {EU {i}:ieI} de H, 6y doit posséder un sous-recouvrement fini, donc I
est fini.

2) Si les conditions sont vérifiées, H, Oy est compact en vertu de 9.3. (
Nous dirons qu’une partie A de 'extension H, 6 de ¥ vérifie la propriété P(0)

(*) On suppose Enl = g.
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lorsque A N E appartient & T, que AN T est inclus dans I,y et que H — A est
un compact de H, 0.

9.6. 8¢ H, 0 est une compactification de ¥, si A c H vérifie P(0), alors H, muni
de la topologie 0, engendrée par les ouverts de 6 auxquels on adjoint A, est une com-
pactification de G.

H, muni de la topologie 01, est une extension de %.

B={(X:3Y€6,X=YouX= Y N A} est une base de topologie de H, 0;.
Considérons un recouvrement # de H par des ouverts de #. Pour tout ouvert X
de Z, appelons fX un ouvert de 0 tel que X = fX ou X = (fX) N A. {{X: X%}
est un recouvrement de H par des ouverts de 0 ; il posséde un sous-recouvrement
fini {fXy, ..., fXn}. {Xy, ..., X3} est un recouvrement fini de A par des ouverts .
de Z. Les ouverts de # qui rencontrent H — A forment un recouvrement de celui-ci
par des ouverts de 6; ce recouvrement posséde un sous-recouvrement fini
{Xa+1, +oo» Xprg}. Au total, {Xy, ..., Xy4q} est un sous-recouvrement fini de Z. (

9.7. H, 0, est la seule extension compacte de G si et seulement st toute pame A
de H qui vérifie P(0y,) est un ouvert de 6.

1) Supposons que ¥ contienne une compactification H, 0 distincte de H, 0.
0 contient un ouvert A qui n’appartient pas & 6, ; A vérifie P(6y).

2) Si H inclut une partie A qui vérifie P(6,) sans étre ouverte dans 6,, alors,
par 9.6, on peut construire une compactification de ¥ distincte de H, 0,. (

Exemple.

Toute compactification de Hausdorff d’un espace topologique de Tychonoff est
minimum dans sa classe ¢ ; elle est la seule extension compacte de .

9.8. Le maximum et le minimum de G coincident et sont compacts si et seulement
st, d'une part 1 est fins, et, d’autre part, 0, peut étre engendré par un compactifiant.

1) Supposons que 64 et Gy sont des topologies compactes de H qui coincident.
I est fini et ses points sont fermés dans H, Oy, donc dans H, 0,. Ainsi, H, 0, peut
s’obtenir & partir d’un compactifiant.

2) Supposons les conditions vérifies, et appuyons-nous sur (II, 6.8). Considé-
rons un point x de E ; tout point ¢ de I est fermé dans H, 0,, donc il existe un
ouvert A; de E tel que A; contienne x sans contenir . N {A; : i € I} est un voisinage
ouvert de x dans E qui n’appartient & aucun tamis de (%;).

Si, maintenant 7 et j sont des points distinets de I, il existe un ouvert A; de %;
qui n’appartient pas & %;. N {A; : j€ L et j 7~ i} est un ouvert de %; qui n’appartient
& aucun autre tamis de (%;).

Exemple.

Toute compactification H de Hausdorff d’un espace de Tychonoff E, pour
laquelle H — E est fini, appartient & une classe réduite & un seul élément.

9.9. 8t F posséde une compactification mazximum H, 6, alors les ouverts de 0 sont
les parties de H qui vérifient P(0,,).
Tout d’abord, un ouvert de H, 6 vérifie P(6,). Si, d’autre part, on posséde

56



une partie A de H qui vérifie P(0,), on sait construire une compactification de %
dont A est un ouvert ; ainsi A appartient & 6. (

10. Etude de quelques compactifications

10.1. Compactification d’Alexandroff, de Stone-Cech, de Wallman.
La nécessité nous a contraint d’étudier précédemment ces compactifications.

10.2. Droite numérigue achevée.

10.2.1. Définition.

On obtient la droite numérique achevée R & partir de la droite numérique R
en adjoignant & R deux points distinets — oo et 4 0o qui ne lui appartiennent pas.
On prolonge & R Tordre de R en posant — oo < @ < + oo, pour tout @ de R. On
munit R de la topologie engendré par ’'ensemble des intervalles des formes suivantes :
e, b[, [—c0, B[, lo, + 0], ou @ et b sont des points de R.

Les intervalles de la forme [— o0, af (respectivement Ja, 4+ co]), ol @ appartient
a R forment un systéme fondamental de voisinages de — co (respectivement de

-+ 0).

10.2.2. Description de KA R.

Appelons /'R le compactifiant sur R engendré par R. Considérons un homéo-
morphisme croissant f : R— ]0, 1[. Définissons un prolongement f* : R-1[0,1]def
de la maniére suivante :

ze R~ ffe = fr;
—00—0;
-+ oo~ 1.
f* est un homéomorphisme R — [0, 1][Bg : Chapitre 4, paragraphe 4, n° 2, proposi-
tion 2].

Nous avons décrit en 6.3.6 les recouvrements ouverts finis de 'intervalle [0, 1] ;
nous en déduisons que le compactifiant 'R sur R est engendré par I’ensemble des
recouvrements ouverts de R de la forme {]— 0, a[, 1b, 4 o[}, ot @ et b sont des
points de R tels que ¢ > b.

10.2.3. 8i le compactifiant régulier A~ sur R posséde exactement deux recouvrages,
alors il coincide avec H'R.

Il faut montrer que, si K = {z, y} U R est une extension compacte séparée
de R (ou z et y n’appartiennent pas & R), alors K est homéomorphe & R.

Tout intervalle borné A = la, b[ de R est ouvert dans K.

Montrons que A’¥ = A ; supposons le contraire ; supposons, par exemple que z
appartient & A’. B = [a, b] est compact, ¢’est done un fermé de K. (K —B) N A’
est un ouvert non vide de K qui ne rencontre pas R !

Considérons deux K-voisinages ouverts disjoints C et D respectivement de x
et y. L’ensemble F = K — (C U D) est compact, puisque c¢’est un fermé de K ; il
appartient 4 R, donc il est borné. Appelons G = [¢, d] un intervalle borné de R qui
inclut F. G est fermé dans K. K — G est un ouvert de K qui contient z et y.
{J—00,ef N C,J—00,c[ND} est un recouvrement de ]— oo, c[ par des ouverts
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disjoints. Puisque J— oo, ¢[ est connexe, on a par exemple ]—oo, [ N D = . D’ou
], N C=1]—oc0, . |d, + o[ N D n’est pas vide, sinon {y} serait un ouvert
de K qui ne rencontre pas R. Ainsi Jd, + oo N C est vide, et {x} U ]— o0, ¢[ est un
ouvert de K.

Les ensembles de la forme {x} U ]— o0, e[, ow appartient & R, sont K-owverts.
- Sieest inférieur & ¢, c’est évident, car on peut refaire le raisonnement précédent
en remplagant ¢ par e. Si e est supérieur & ¢, on écrira
{2} U ]—0, ¢ = {2} U l—co,c[UJc—1,¢[
De méme, les ensembles de la forme {y} U Je, + oo, ou e appartient & R, sont
des ouverts de K.

Définissons comme suit une bijection f: K— R:
acRcK—->acR;
zreK—>—wekR ;
yeK—>+oe R.
f est un homéomorphisme.
11 suffit de montrer que f est continue [J1, Chap. VI, ne.6.3],- donc que tout

générateur de la topologie de R dont la forme est donnée en 10.2.1, a une image
réciproque ouverte par f. C’est acquis. (

10.2.4. Les seuls compactifiants réguliers sur R qui possédent un nombre fini de
recouvrages sont K et A (compactifiant &’ Alexandroff).

II suffit de montrer qu’il est impossible de trouver une compactification séparée
K de R pour laquelle K — R est fini et comporte plus de deux points. Supposons
le contraire. Appelons zi, ..., 2, (n > 2) les points de K — R. On peut trouver
nK-ouverts disjoints A; qui contiennent respectivement les points z;, sans contenir
d’autre point de K — R. F = K — (U A;) est fermé, donc compact dans K. F est
inclus dans R, donc il est borné. On peut trouver un intervalle borné G = [a, b]
de R qui inclut F. G est compact, ¢’est done un fermé de K.

Posons D = ]—— o0, a[ U 1b, + oof. Les ouverts disjoints A; N D recouvrent D ;
or D ne posséde que deux composantes connexes ; ainsi, I'un des ouverts, par exemple
DN Ay, est vide. {xl} = (K — G) N A; est un ouvert non vide de K qui ne ren-
contre pas R! (

10.2.5. Remarque : St n est supérieur & 1, le seul compactifiant régulier sur Rn
qui posséde un nombre fini de recouvrages est le compactifiant &’ Alexandroff <f .

II suffit de montrer qu’il est impossible que R* (n < 1) posséde une compacti-
fication séparée K pour laquelle K — R est fini et comporte plus d’un point. Suppo-
sons le contraire, appelons x, ..., p (p > 1) les points de K — R%. On peut trouver p
ouverts disjoints A; de K qui contiennent respectivement les points z;, sans contenir
d’autres points de K — R”. F = K (U A;) est fermé, donc compact dans K. T est
inclus dans R”, done il est borné. On peut trouver une boule fermée B de rayon 7,
centrée sur l'origine qui inclut F. B est compacte, done ¢’est un fermé de K. Posons
D = R» — B. Les ouverts disjoints A; N D recouvrent D ; or D est connexe ; ainsi
Pun des ouverts, par exemple A; N D, est vide. {21} = (K —B) N A; est un ouvert
non vide de K qui ne rencontre pas R7 ! (

10.3. Hspaces projectifs réels.
On peut considérer I'espace projectif réel P, & n dimensions comme une com-
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pactification de I'espace numérique réel R? & n dimensions. Nous allons décrire le
compactifiant sur R”? qui engendre P,. Plus précisément, nous allons partir d’une
boule ouverte B de R?, finie, non vide, centrée sur ’origine 0, et nous allons construire
un compactifiant " sur B qui engendre une compactification K homéomorphe
4 P,. Appelons T la topologie de B.

Soit S la frontiére de B dans R7. Si A est une partle de B, nous appe]lerons 1A
Iensemble des points « de S qui possédent un voisinage V da,ns R tel que la trace
sur B de VU (— V) soit incluse dans A. 1A est un ouvert de S; pour tout couple
de parties A et C de B, on a 1(A N C) = (1A) N (1C).

10.3.1. Le compactifiant A .

A sera l'ensemble des recouvrements ouverts finis X de B pour lesquels
U{lA:AeX} =8

Le recouvrement de B réduit 4 B montre que S n’est pas vide. Si X est un
élément de ", logé dans le recouvrement ouvert fini Y de B, Y appartient a .
Supposons que X = {Ay, ..., Ay} et Y = {By, ..., B¢} appartiennent & A4 ; mon-
trons que Z = {AlﬂBl, Az, ey Ap, By, ..., By} appartient & . Z recouvre B.
Soit « un point de S ; si 2 appartlent 4 1A; et 1By, alors il appartient & 1({A; N By) ;
si, par exemple, x n appartlent pas & 1A;, il existe un ouvert A, de X tel que x € 1A .
Au total, U {1A:AeZ} =S.

10.3.2. Identification des recouvrages.

Pour tout point x de S, posons a; = {Ae Tz ¢ 1A}

o, est un recouvrement ouvert de B parce qu’il contient les boules ouvertes
A de T dont V'adhérence dans R” ne rencontre pas S.

a, est évidemment convenable. On a a, = a—_,.

St o est un recouvrement convenable, il est inclus dans un a,.

Supposons le contraire, pour chaque point x de S, on pourrait trouver un
ouvert A, de a tel que x appartienne & 1A ;. Par suite de la compacité de S, le recou-
vrement ouvert de S par les 1A, contient un sous-recouvrement fini {1Bi} de S.

Tout point x de S posséde, dans R%, un voisinage V, dont la trace sur B est
incluse dans un B;. L’ensemble C = B — U V;, est fermé, et borné dans R%, donc
il est compact ; de plus, il contient ’ensemble B — U B;. Le recouvrement « de C,
dans R”, contient un sous-recouvrement fini {C;}. La partie finie {B;} U {C;} de a
est un élément de ", et @ n’est pas convenable ! (

St x et y sont des points distincts mon antipodiques de S, ay est différent de ay.

Dans R7, il existe quatre boules ouvertes V4, V,, V_z, V_,, non vides, de méme
rayon, deux & deux disjointes, et de centres respectifs x, y, — 2, —y. Posons
A=(Vy,uV_)NB;onaAca, et Aday (

8, & ay, on adjoint un ouvert A de T non contenu dans a4, le nouveay recouvre-
ment X obtenu n’est pas convenable.

On a d’abord xe 1A et —xe 1A ; le paragraphe précédent montre ensuite
que, pour tout y distinct de x et — x, a, contient un ouvert Ay tel que y appartienne
a 1A,. A partir d’ici, nous savons comment construire un élément de £ inclus
dans Z. (

Les trois résultats précédents montrent que les recouvrages sur B sont les
ensembles @, = a—,
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Les tamis U,
Les ouverts de %,,, sont les ouverts A de B tels que z € 1A.

10.3.3. K et P, sont homéomorphes.
Appelons K la compactification de B engendrée par 2. Soit B I’adhérence

de B dans R” ; appelons P I’espace quotient de B selon ’équivalence qui identifie
les points antipodiques de S. P est homéomorphe & Py, ; nous allons montrer que

K est homéomorphe & P. p sera la projection B— P.
Désignons par f I'application K — P définie comme suit :
reBcK—jfo=prelP;
;€K —B—fa, = preP.

{ est une bijection ; montrons que f est un homéomorphisme. Il suffit de montrer
que f est continue [J;, Chapitre VI, n° 6.3].

Considérons un ouvert A de P. Soit £ un point de f~1A, montrons que % posséde
un K-voisinage inclus dans f~1A. Supposons d’abord que %k appartienne 3 B;
(fFfA) N B = (p~TA) N B est un voisinage de k dans R~ Dans R, k posséde un
voisinage C inclus dans (f~1A) N B, dont I’adhérence ne rencontre pas S. C est un
voisinage ouvert de k dans K inclus dans f-1A.

Supposons maintenant que k appartienne & K — B. Il existe un point = de S
tel que k& = a,. p~1A est un voisinage de x dans B. p~1A est saturé pour # ; dans R#,

il existe donc une boule ouverte C, centrée sur z, non vide, telle que (C U (— C)) N B
soit inclus dans p~1A. Posons D = (C U (— C)) N B. C’est un ouvert de B ; 1D vaut
(CU (—C))NS. D’ est un voisinage de a, inclus dans f~2A. (

11. Compactification des produits

Considérons une famille (E;),.; d’espaces topologiques non vides, et soit H
une compactification de ’espace produit ITE;.

Quand existe-t-il des compactifications H;, respectivement des espaces Ey, telles
qu’il existe un homéomorphisme de IIH; sur H qui, réduit & I1E;, soit I'identité?
Nous allons répondre & cette question dans le cas ot H est une compactification
engendrée par un compactifiant sur IIE;.

11.1. Considérons la famille (E;) d’espaces topologiques non vides, et supposons
qu’d chacun d’entre eux soit associée une compactification H;. Voyons quand ITH;
est une compactification de IIE; engendrée par un compactifiant. Faisons d’abord
abstraction de la compacité des espaces H;.

11.1.1. TIH; est une extension de IIE;.

Nous devons montrer que IIE; est dense dans ITH;. Soit un ouvert non vide A
de ITH;. A inclut un ouvert B de la forme B =- IIB;, ot1, pour tout ¢, B; est un ouvert
non vide de H;, distinet de H; pour un nombre fini d’indices. Pour tout ¢, B; ren-
contre Ej; ; choisissons x; dans B; N E;. (%;) est un point de ITE; qui appartient & B,
done a A. (
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11.1.2. 8¢, pour tout © de 1, Ay est un ouvert de E;, distinct de By pour un nombre
fini d’indices, alors ITA; = (I1A;)".

[TA/ est un ouvert de ITH; dont la trace sur IIE; est I1A;, done ITA] est inclus
dans (ITA;)'. Supposons maintenant que (x;) soit un point de (ITA;)'. 11 existe une
famille d’ouverts B;, respectivement de H;, distincts de H; pour un nombre fini
d’indices, tels que (z;) € IIB; c (IIA;)". Pour tout ¢, B; est un voisinage ouvert de x;
dans H;, dont la trace sur E; est incluse dans A;. #; appartient donc & Al et (;)
appartient & ITA. (

11.1.8. Les ouverts B, ot B est un ouvert de TIE;, forment une base de topologie
de TIH; si et seulement si, pour tout i, les ouverts A’ de H;, oo A est un ouvert de B,
forment une base de topologie de H;.

1) Supposons gue, pour tout %, les ouverts A’, ot A est un ouvert de E;, forment
une base de topologie de H;. Considérons un voisinage C d’un point = (z;) de
I1H;. Pour tout i, il existe un ouvert A; de H;, distinct de H; pour un nombre fini
d’indices, et tel que x € IIA;c C. Considérons la projection z; de x. Si A; = H;,
posons B; = E; ; on a B; = H,. Si A; == H;, il existe un ouvert B; de E; tel que
x; € B, c A;. On a x e [I1B} = (IIB;)’ c C ; ainsi, tout voisinage C d’un point x de ITH;
inclut un voisinage ouvert de x de la forme B’, oit B est un ouvert de TIE;.

2) Supposons que les ouverts B’ de TIH,, ot B est un ouvert de IIE;, forment
une base de topologie de TTH;. Montrons que, si 2 est un point de I'ouvert Ay de Hy,
il existe un ouvert A de Ej tel que xp € A’ C Ag.

Si 7 est un indice de I différent de &, posons A; = Hy, et appelons z; un point
de H;. (;) est un point de 'ouvert ILA; de I1H;. 11 existe un ouvert B de I1E; tel
que (;)€B’cITA;. Il existe une famille (B;) d’ouverts respectivement de Hj,
distincts de H; pour un nombre fini d’indices, tels que (x;) € I[IB;cB.OnaxpeBy;
done 2y € (By N E)’ ; montrons que G = (B N Ey) est inclus dans Ag. Supposons
que le point yy de Cy n’appartienne pas a Ay. Si 7 est distinet de k, posons C; = B;
et y; = 2;. D’une part, la trace sur ITE; de Pouvert T1C; de ITH; est incluse dans B,
done TIC; est une partie de B’ ; d’autre part, le point (y;) de I1C; n’appartient pas
a B’ ! L'ouvert B; N By est Pouvert A que nous cherchions. (

11.1.4. Les points de (ITH;) — IIE; sont fermés dans 1IH; si et seulement st,
dune part, les espaces H; sont de Fréchet chaque fois qu’il ewiste un wndice k de 1,
distinct de 1, tel que Hy 5~ By, e, d’autre part, les points des ensembles H; — E; sont
fermés respectivement dans les espaces Hi.

1) Supposons les conditions vérifiées; montrons que tout point (x;) de
(ITH;) — I1E; est fermé dans ITH;. Considérons un point (y;) de I1H,, différent de
(%), et montrons que (y;) posséde un voisinage qui ne contient pas (#;). Il existe
un indice % de I pour lequel wj est différent de yx.

Si x; appartient & Hy — K, alors yi posséde un voisinage ouvert Ay dans Hy.
qui ne contient pas xz. Pour tout i différent de k, posons A; = H;. IIA; est un voisi-
nage de (y;) qui ne contient pas ().

Si @y, appartient & Ey, alors il existe un indice j différent de & pour lequel z;
appartient a H; — E;; de ce fait, H; 7~ E;, et Hy est de Fréchet. On peut alors
achever la démonstration comme dans la premiére éventualité.

2) Supposons que les points de (ITH;) — ITE; sont fermés dans IITH;.
Considérons d’abord un espace H; pour lequel il existe un indice k distinct
de j tel que Hy, % E;. Montrons que tout point z; de H; est fermé. Si H; est réduit
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a @;j, c’est clair ; supposons que y; soit un point de H; différent de ;. Pour tout i
distinct de j, choisissons un point #; = yi de H; tel xy = y; appartienne & Hy — Ej.
(%) et (y:) sont des points différents de (ITH;) — IIE; ; (y;) posséde donc un voisinage
qui ne contient pas (x;). Il existe ainsi des ouverts A;, respectivement de H;, distincts
de H; pour un nombre fini d’indices tels que (y;) appartienne & ITA;, et que TTA;
ne contienne pas (z;). A; est un voisinage de y; qui ne contient pas xz;, et H; est
donc de Fréchet.

Considérons maintenant un point z; de Hy — Ej, et montrons que tout point
yx de Hy, différent de xy, posséde un voisinage qui ne contient pas x;. Pour tout ¢
distinct de k, appelons x; = y; un point de H;. (x;) est un point de (ITH;) — I1E;
distinet de (y;) ; il existe donc une famille d’ouverts A;, respectivement de H;, distincts
de H; pour un nombre fini d’indices, et tels que TTA; contienne (y;) sans contenir (2;).
Ay est le voisinage cherché de yz. (

11.1.5. Conclusion.

Revenons & notre famille (E;),; d’espaces topologiques E; auxquels sont
associées respectivement les compactifications H;.

Lo compactification ITH; de T1E; est engendrée par un compactifiant sur TIE; i
et seulement si, d’une part, les compactifications H; des By sont engendrées par des
compagctifiants respectifs A ; sur les By, et si, d’autre part, les E; et les 4 ; sont de
Fréchet chague fois qu'il existe wn indice k de 1, distinct de i, pour lequel Hy, == Ey.

Pour le démontrer, il suffit de se reporter au résultat 3.4 (

11.2. Appelons #"; et A" respectivement les compactifiants sur E; et sur I1E;
engendrés par des compactifications H; et IIH;. Nous allons voir comment #~ est
lié aux ;.

11.2.1. Les éléments de A~ sont des recowvrements owverts finis de IIE; dans
lesquels sont logés des recouvrements owverts finis X de TIE; de lo forme suivante :
Les Y; sont respectivement des éléments de A;, distincts de {E;} pour un nombre fins
d’indices ; X est I'ensemble des ouverts TIA; de IIE;, ou les A; sont respectivement des
ouverts des Y.

Montrons d’abord que X est la trace sur IIE; d’un recouvrement ouvert fini X’
de IIH;. Appelons X’ I'ensemble des parties ITA; de TTH; pour lesquelles A; e Y.
Les ensembles ITA’ sont des ouverts de ITH;, car les Aj sont des ouverts respecti-
vement des espaces H;, distincts de H; pour un nombre fini d’indices. Les ouverts
ITA; recouvrent ITH; ; en effet, si (z;) est un point de ITH;, pour tout 4, il existe
un ouvert A; de Y; tel que «; appartienne & A} ; on a (2;) € [TA]. Les ouverts [1A]
sont en nombre fini, car les ensembles Y; comportent un seul élément, sauf pour
un nombre fini d’indices pour lesquels ils sont réduits & un nombre fini d’éléments.
La trace de X’ sur IIE; est X.

Considérons maintenant un élément Z de %', et montrons qu’il existe un
élément X de la forme indiquée qui est logé dans Z. Z est la trace sur [IE; d’un
recouvrement ouvert fini Z’ de ITH;. Les ouverts de Z’ sont des réunions d’ouverts B
de la forme B = IIB;, ou les B; sont respectivement des ouverts des espaces Hj,
distincts de H; pour un nombre fini d’indices. Appelons % I’ensemble des ouverts B
relatifs & tous les éléments de Z’. & est un recouvrement ouvert de I1H; qui contient
un sous-recouvrement fini V'. La trace V de V' sur ITE; est un élément de %" logé
dans Z. Fixons une coordonnée j de I, p;V’ est un recouvrement ouvert fini de H;,
réduit & {H;}, sauf pour un nombre fini d’indices. A tout point z de Hj, associons
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Pintersection des ouverts de p;V' qui contiennent x. Appelons Y; I'’ensemble de ces
intersections ; Y/ est un recouvrement ouvert fini de H;. Appelons Y; la trace de
Y, sur E;. Les Y; sont respectivement des éléments des compactifiant %';, distinets
de {E;} pour un nombre fini d’indices. Procédons maintenant 4 la construction de X
comme c¢’est indiqué dans I’énoncé, et montrons que X est logé dans V ; le théoréme
sera démontré.

Considérons un élément ITA; de X. Pour tout %, appelons #; un point de H;
qui & permis de retenir A; comme trace sur E; de I'intersection des ouverts de p;V’
qui contiennent z;. Il existe un élément de V' qui contient (;). ITA; est inclus dans
la trace sur ITE; de cet ouvert de V'. (

11.2.2. Pour tout j, H'j = p;H .

Un élément X de #; est la trace sur E; d’un recouvrement ouvert fini X’
de H;. Y’ = p;'X’ est un recouvrement ouvert fini de IIH; dont la trace Y sur I1E;,
appartient & 2. On a X = p;Y ; ainsi, tout élément de J'; appartient & p; 7 .

Dans un élément Y de 7, est logé un élément X de ¢~ de la forme indiquée
en 11.2.1. Avec les notations de ce paragraphe, on a p;X = Y;e X ;. Or p;X est
logé dans le recouvrement ouvert fini p;Y de E;; ainsi p;Y appartient & J';, et
p; A est une partie de ;. (

11.3. Appelons (E;),q une famille d’espaces topologiques non vides. Soit
un compactifiant sur I1E;.

11.3.1. Pour tout 5, A ; = p; A est un compactifiant sur X;.

1) p; est une surjection ouverte, donc les éléments de £"; sont des recouvre-
ments ouverts finis de E;. ¢ n’est pas vide, 5; ne 'est pas non plus.

2) Soit un élément X de .#’;, logé dans une partie finie Y de la topologie de E;.
Il existe un élément Z de " tel que p;Z = X. Z est logé dans la partie finie p;'X
de la topologie de ITE; qui est elle-méme logée dans la partie finie p;'Y. Ainsi »;7Y
appartient & ¢, et p;p; 'Y = Y appartient & ;.

3) Considérons deux éléments X = {4y, ..., Ap} et Y = {By, .., By} de Ay,
et montrons que Z = {A; N By, As, ..., B} appartient & 2. p;*X et p;'Y appar-
tiennent & 4, de méme que V = {(p;j*A1) N (p;j'B1), pjtAs, ..., pj'Be}. On a
Z = p;V, donc Z appartient & ;. (

11.3.2. Appelons K la compactification de ILE; engendrée par le compacti-
fiant 27 sur I1E;.

I1 existe des compactifications K; des By et un homéomorphisme K —11K; que,
réduit & TIR; est Videntité si et seulement si, d’ume part, 11.2.1 est vérifié, et, d’autre
part, les By et les Ay = pi A~ sont de Fréchet chaque fois qu’il ewiste un indice k de I,
distinct de i, pour lequel By 7~ Ky.

Supposons d’abord I'existence de I’homéomorphisme ; puisque K est engendrée
par un compactifiant sur I1E;, il en est de méme pour ITK;, et la seconde partie
de la condition est vérifie. Les compactifiants des E; qui engendrent les K; sont
les 2¢; (11.2.2) ; finalement, le compactifiant " sur I1E; qui engendre ITK; vérifie
11.2.1.

Supposons maintenant les conditions vérifiées. La seconde partie implique
’existence d’un compactifiant sur [IE; qui engendre IIK;. Ce compactifiant vérifie
11.2.1, done ¢’est # . Bt il existe un homéomorphisme K — ITXK; qui, réduit & IIE;,
est l'identité, puisque ces deux compactifications sont engendrées par le méme
compactifiant sur I1E;. (
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CuariTre IV

EXTENSIONS REGULIERES

Introduction

Soit H une extension réguliére séparée d’un espace topologique E. A partir
de H, nous allons définir un compactifiant /" sur E, nous appelerons K la compac-
tification engendrée par ", et nous montrerons qu’il existe un homéomorphisme
f:H— fHcK, identique sur E.

Si E est un espace uniforme séparé, son complété séparé B est une extension,
réguliére séparée de E. Nous verrons comment on peut définir, & partir de la structure
unifirme sur E, le compactifiant % dont il vient d’étre question.

1. Remarque préliminaire

~ Toute topologie réguliére sur un ensemble E est Uimage réciproque par une appli-
cation | d’une topologie réguliére séparée sur un ensemble F.

Soit un espace topologique régulier E. Nous dirons que deux points z et y de E
sont en relation r lorsque leurs voisinages sont les mémes (les tamis %, et %, liés
a z et y, sont égaux). r est une relation d’équivalence sur E. Appelons F Iespace
quotient E/r, et f la projection E— F.

Tout ouvert de B est saturé pour r.

Considérons 'ouvert A de E, appelons z un point de A, et y un point de E
équivalent & x. A est un ouvert de %,, donc y appartient & A. Les ouverts de F
sont done les projections des ouverts de A, et la topologie de E est 'image réciproque
de la topologie de F.

F est régulier.

Considérons le voisinage fA du point fx de F. A est un voisinage de z dans E ;
A inclut un voisinage ouvert B de z tel que BcA. 1B est un voisinage ouvert de fx
dans F ; B est saturé pour r puisque E — B Pest ; ainsi /B est fermé dans F. L’adhé-
rence de /B dans F est donc incluse dans fA.

F est de Hausdorff.

Soient les points distinets fz et fy de F. %, est différent de % . U ;, par exemple,
contient un ouvert A qui n’appartient pas & %,. = posséde un voisinage ouvert B

dont I'adhérence est incluse dans A. /B et f(E — B) sont des voisinages disjoints
de fx et fy dans F. (
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Fort du résultat précédent, nous allons nous limiter & la considération d’espaces
topologiques réguliers séparés. Dans la suite de ce chapitre, lorsque nous dirons
qu’un espace est régulier, nous sous-entendrons qu’il est séparé.

2. La relation Ig

Considérons une extension régulidre H de L'espace topologique E, T. Par héré-
dité, E est régulier. Soient les ouverts A et B de E, nous écrirons AlgB lorsque

A'cP.

2.1. 8i A ei B sont des ouverls de B, AlgB implique A cB.
En effet, A=ANE=ANEcB NE =3B (II, 55.1) et 8)). (

2.2. Si x est un point de E, et si A est un voisinage owvert de « dans E, alors »
posséde un voisinage owvert B tel que BlgA.

A’ est un voisinage de x dans H, il existe un voisinage D de z dans H tel que

D c A’. H est le minimum de sa classe, donc il existe un voisinage ouvert B de »
dans E tel que B’'c D. On a B’ c A’, donc BlgA. (

2.3. Définition.

Une relation I, définie sur T, sera dite réguliére lorsqu’elle vérifie 2.1 et 2.2.
Si H est une extension réguliére de E, T, nous dirons que I est la relation réguliére
sur C engendrée par H.

3. Counstruction de R

Soit I une relation réguliére définie sur la topologie T d’un espace séparé E.
E est régulier ; pour le voir, il suffit de se reporter & 2.1 et 2.2. Nous supposerons
que E n’est pas vide.

Appelons Z I’ensemble des recouvrements ouverts finis de E de la forme
{B, E— A}, ot A et B sont des ouverts de E tels que AIB. On vérifie que les éléments
de % recouvrent E en s’appuyant sur 2.1.

B nest pas vide.

En effet, E n’est pas vide, et contient donc un point x. E est un voisinage
ouvert de  ; en vertu de 2.2., x posséde un voisinage ouvert A tel que AlE;
{E— A, A} appartient & Z. (

Appelons ¢ le compactifiant sur E engendré par %, et soit K la compactifi-
cation de E engendrée par % .

A vérifie (Rg).

3.1. AIB impligue A CB'.
{B,E — A} appartient & %, done {B’, (E — A)'} recouvre K. Or (E — A) =

K — A (I1, 5.5. 9)), done A’ est inclus dans B'. (
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Définitions.

Considérons une relation 7 sur la topologie T de E.

Une partie ¥~ de T sera appelée une r-partie de T lorsque, pour tout ouvert A
de ¥, on peut trouver un ouvert B de ¥” tel que BrA.

Un tamis sur E qui est une r-partie de T sera appelé un r-tamis sur E.

Observons que les tamis liés aux points de E sont des I-tamis.

Appelons R la réunion de E et de I'ensemble des 2/ -recouvrages a pour lesquels
U est un l-tamis. Munissons R de sa topologie de sous-espace de K. Convenons

que, si A est un ouvert de T, A et A’ désignent respectivement A® rt A’E.

3.2. R est régulier ; nous Uappellerons Uextension régulitre de E engendrée par 1.

Soit le point » de R et le voisinage A de r dans R. Il existe un ouvert B de E
tel que reB’ c A. Il existe un ouvert C' de %, tel que CIB, car %, est un Il-tamis.

On a CTCCBE, done CF“NR=CCcBENR=BCcA (I, 551) et 5.6).
Ainsi, les voisinages fermés forment un systéme fondamental de voisinages des
points de R. R est de Kolmogoroff, puisque E est séparé (III, 5.4) ; ainsi R est de
Hausdorff, et, par 1a, régulier [J;, Ch. IV, ex. 3]. (

R est une extension réguliére de E dont on peut déduire la relation réguliére Ig
sur T.

3.3. 1 est inclus dans Ig.
Soient les ouverts A et B de E tels que AIB, on a AKX cB/K (3.1), done

AREAR =ATARY =X cBENR = BE =B’ ; donc AlgB. (

3.4. 8¢ A, B et C sont des ouverts de T, A c BIgC mplique AIRC; de méme,
AlrB c C implique AlxC.

Contentons-nous de démontrer la premitre implication. Dans R, on a

A’'cB'c E’ c ', done f c U, et ainsi AlrC. (

3.5. 8i A et B sont des ouverts de T, AlgB implique (E -—-B_)ZR(E——A).
Pour le voir, il suffit de se reporter & (II, 5.5. 12)). (

3.6. Si A, B, Cet D sont des ouverts de T, AlgB et ClgD wmpliquent A N CIgkB N D
et AU CIgRBU D.

Démontrons d’abord la premiére relation.
ANC) =ANCcANCcBND =®BNDY.
Démontrons maintenant la seconde relation. A’ U (' et (A U C)’ sont des ouverts
de R dont les traces sur E sont égales, done

AUC) =AUC =AUCCcBUDCcBUDY.(

3.7. St R est compact, alors, pour tous ouverts A et B de T tels que AlgB, on peut
trouver un ouvert C de T tel que AIrCIgB.

Supposons que R est compact, soient les ouverts A et B de T tels que AlgB.

On a &' cB. A et R —B’ sont des fermés disjoints de l'espace normal R ; ils
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possédent les voisinages ouverts disjoints respectifs F et G. T est inclus dans B’
Posons C=FNE; on a A'C ¢’ c (7, donc AlRC. D’autre part, F et C’ ont des

traces égales sur E, donc T = (' ; de ce fait, ¢’ cB'. Ainsi ClgB. (
4. Cas ot | est engendré par une extension réguliére H

Considérons une extension réguliére H de I'espace topologique E, T ; posons
l = Ig ; appelons &, A, K, R les éléments définis & partir de I, comme il est fait
ci-dessus.

4.1. H est homéomorphe & un sous-espace de R.
Soit un point » de H— E. Posons ap = T — %p.

1) @y est un recouvrement ouvert de E. En effet, si 2 appartient & E, puisque H
est séparé, il existe un voisinage A de z dans H qui ne contient pas h. Comme H
est le minimum de sa classe, il existe un voisinage ouvert B de = tel que B’ C A.
B est un élément de ap qui contient z.

2) ap est A -convenable. " est inclus dans Vensemble # des traces sur E
des recouvrements ouverts finis de H. ap est J#-convenable, donc A -convenable.

3) ay, est un A -recouvrage sur E. Considérons un ouvert A de %, et montrons
@on ne peut I'adijoindre & ap, sans altérer le caractére convenable de celui-ci.
N > h

% appartient & A"H ; il existe un ouvert B de T tel que A eBHECBEIC A'H (H est
régulier et sa topologie est le minimum de sa classe). E — B est disjoint de I'ouvert B

de %y, donc E—B appartient & aj. L’élément {A, E—E} de 2 démontre la
these.

4) ap, appartient & R ; il faut vérifier que %, est un I-tamis ; c’est clair.

5) Définissons une application f : H— R de la fagon suivante :

Si h appartient & E, alors fh = h.

Si b appartient & H— E, alors fh = ap.

f est un homéomorphisme H— fHC R. (

Désormais, nous identifierons H et fH, et nous supposerons que la situation

est la suivante : ECHcRc K.

4.2. Si A et B sont des ouverts de T, AIB équivaut & AlrB et & AKX - BE

Soient les ouverts A et B de T tels que AIB. On a AKK - B'E (3.1). Done

ARKE AR =AXARY = ARFBENR =B (II, 55. 1) et 5.6).

C’est-a-dire AlrB.

Supposons maintenant avoir AlgB; on a A'RR -B'R . done

ARRANH =AFAH = AR cBRNH =BH;

et ainsi AIB. (

43. R est le sous-espace régulier mazimum de K qui inclut H.
Montrons que si on adjoint & H un point @ de K qui n’appartient pas & R, le
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sous-espace de K obtenu n’est pas régulier. Supposons que M = H U {a} soit
régulier. Il existe un ouvert A de % qui vérifie la propriété suivante :

VBeT,BIA =Be¢%,.
A™ est un voisinage ouvert de « dans M. Il existe un ouvert B de € tel que

a B AM Comme au paragraphe précédent, on en déduit que BIA. Mais B
appartient a %,, c’est impossible ! (

4.4. i, pour tous ouverts A et B de T tels que AIB, on peut trowver un ouvert C
de T tel que AICIB, alors K coincide avec R.

Montrons que K est, végulier, 4.3 permettra de conclure. Pour montrer la régu-
larité de K, il suffit de prouver que . vérifie axiome (Ry). Appuyons-nous sur
(I11, 6.3.2). " est engendré par ses éléments de la forme {B,E —A}, ou A et B
sont des ouverts de T tels que AIB. On peut trouver des ouverts C et D de E tels

que AIDICIB. On a E — DIE— A, donc les ensembles {C, E— D}, {B, E— C},
{E—A,E—E— ﬁ} appartiennent & ', et (III, 6.3.2) est vérifié. (

4.5. Si R est compact, alors K = R.
C’est une application de 3.7 et de 4.4. (

4.6. Appelons %, "1, Ky, et Ry les éléments introduits au paragraphe 3, &
partir de la relation réguliére Ix.

R est homéomorphe & Ry.

Par 4.1, nous savons qu’il existe un homéomorphisme f: R— fR c R; ; mon-
trons que f est surjectif. Si A et B sont des ouverts de E, AIB implique AIRB ; ainsi
BCcH, et A cH1 Siaestun A -recouvrage sur E, ¢’est donc un recouvrement
H -convenable de E. Tl existe un 4~ -recouvrage b qui inclut a. Le 2/'1-recouvrage fb
est égal & b. Ainsi a est inclus dans fb ; de ce fait, a = fb. (

5. Seconde construction de R

Partons de nouveau d’une relation régulitre ! définie sur la topologie T de
Pespace E.

5.1. S r est une relation sur T, Uinclusion des r-tamis sur B est un ordre snductif.

En effet, considérons une famille (%;) totalement ordonnée de r-tamis sur E.
Appelons % la réunion des %;. C’est un tamis sur E qui majore (%;) ; montrons que
c’est un r-tamis. Si A est un ouvert de %, il existe un indice ¢ tel que A appartienne
& U;. U; contient un ouvert B tel que BrA. B appartient & % qui est doncun
r-tamis. (

5.2. Appelons (%;);; Uensemble des I-tamis purs maximaux sur E qui ont leur
noyau vide. Appelons Q I'ensemble des indices ¢ de I pour lesquels %; vérifie la
propriété suivante :

(A):VA,BeC,(A¢%,BIA =E—Be%,).
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Un l-tamis pur U qui vérifie la propriété (A) est un I-tamis pur maximal.

Supposons que % soit strictement inclus dans un I-tamis pur #". Appelons A
un ouvert du tamis ¥~ qui n’appartient pas & %. Il existe un ouvert B de ¥ tel
que BIA. En vertu de (A), E — B appartient & %, donc 4 ¥". B et E — B seraient
des éléments disjoints de ¥ ! (

Soit M Lextension minimum de E associée & la famille (%;) de tamis sur E.
Appelons P le sous-espace EU Q de M.

5.3. P est homéomorphe & R.

Appelons B, A et R les éléments définis au paragraphe 3, 3 partir de la relation
réguliére I sur C.

Considérons un point @ de R — E. %, est un l-tamis pur sur E. Montrons que
son noyau est vide ; soit # un point de E; a contient un voisinage ouvert A de .
11 existe un voisinage B de z tel que BIA. {E — B, A} appartient & £, donc E —B
n’appartient pas & @ ; c’est un ouvert de %, qui ne contient pas x.

Montrons que %, vérifie la propriété (A). Soient les ouverts A et B de E tels
que AIB ; supposons que A n’appartienne pas & %,. A appartient aa {E —B, A}
appartient & ", donc E — B appartient & .

1l existe donc un indice unique fa de Q tel que %q = %fa- Définissons une
application f: R— P de la maniére suivante :

zeE—ux;
aceR —E—fa.
f est un homéomorphisme R— fR ; montrons que f est surjectif.
Si ¢ est un point de Q, posons ag = T — %g.

1) a4 recouvre E.
Si # est un point de E, il existe un ouvert A de %, qui ne contient pas z (%4 a

son noyau vide). %, contient un ouvert B tel que BIA. E— B est un voisinage
ouvert de # qui n’appartient pas & %, ; ¢’est un ouvert de ag qui contient .

2) aq est A -convenable.

Supposons que I'élément X de " soit inclus dans a;. On peut trouver des
éléments X, ..., X, de & tels que Y = m(Xy, ..., Xy) soib logé dans X. Y est inclus
dans ag ; en effet, si un ouvert A n’appartient pas & un tamis, les ouverts inclus
dans A ne lui appartiennent pas non plus. Pour tout i, X; est de la forme

{A, E —B; }, ol A; et B; sont des ouverts de E tels que BylA;. Si Ay n’appartient
pas & %Ug, en vertu de (A), E — B; appartient & %, L’élément
(N{A A e NN (NE—Bj: Ay ¢ %) de Y

appartient simultanément & %, et ag!

3) a4 est maximal.
Considérons un ouvert A de E qui n’appartient pas & ag; A est un élément
de %,. Tl existe un ouvert B de %, tel que BIA. E — B n’appartient pas 3 %, (pureté),

c’est done un ouvert de ag. {A, E — B } appartient & 27". On ne peut donc adjoindre
A & a, sans altérer le caractére convenable de ce dernier.
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f est surjective puisque tout point ¢ de Q est P'image par f du point ag de R — E.
Donc f est un homéomorphisme R— Q. (
Désormais, nous identifierons R et Q.

6. Cas ol | est engendré par une extension régulidre

Soit une extension réguliére H de E ; posons I = lg.

6.1. Lemme.

Si r est une relation sur la topologie T de B qui vérific los propriétés suivantes .
quels que soient les ouverts A, B, C et D de E,

1) ArB et CrD impliquent AN CrBN D, et

2) ArBc C implique ArC,
alors, sv ¥~ et W sont des r-parties non vides de T, le tamis U sur E, engendré par
YV OH, est un r-tamis sur E.

Soit un élément A de %, il existe des éléments By, ..., B, de ¥ et des éléments
Cy, ..., Oy dé #~ tels que B = (N B;) N (N Cj) soit inclus dans A. On peut trouver
des éléments Dy, ..., D, de 7" et des éléments Fy, ..., Fy de # tels quon ait selon
le cas, pour tout indice, DirB; ou FyirC;. C = (N Dy) N (N Fy) appartient & .
On a CrBc A, donc CrA. (

6.2. 8¢ R est compact, alors il coincide avec M.

11 faut montrer que, si R est compact, tout I-tamis % pur, maximal, de noyau
vide vérifie la propriété (A).

Soit un ouvert A de T qui n’appartient pas & % ; considérons un ouvert B
de T tel que BIA ; supposons que E — B n’appartient pas a %. Si C est un ouvert
de %, il n’est pas inclus dans E — B, donc il rencontre B. En vertu de 3.7, il existe
une suite Dy, Do, ... d’ouverts de T tels que Bl ... IDoID4IA. Aucun ouvert D; n’appar-
tient & %, sinon la relation D;c A impliquerait A € %. Quel que soit l'ouvert C
de % et Vouvert D;, C N D; n’est pas vide, sinon de B ¢ D;, on déduirait CN B = & .

{D;} est une l-partie de T ; le tamis %’ engendré par les ouverts de % auxquels
on adjoint les ouverts D; est un I-tamis sur B. %’ est pur et de noyau vide ; il inclut
strictement %. C’est impossible ! (

7. Complétion des espaces uniformes

Appuyons-nous sur [Bi] dont nous adopterons intégralement les notations.
Considérons un espace uniforme séparé X ; appelons X le complété séparé de X.
X est régulier ; application ¢: X — }A(, introduite en [B;, II, par. 3, n° 7, th. 3]

est un homéomorphisme de X sur le sous-espace partout dense ¢(X) de X. X est
donc une extension réguliére de X. A partir de la structure uniforme sur X, nous
allons déterminer une relation réguliére I; nous montrerons que Pextension régu-
liere R, engendrée par I, contient un sous-espace qui inclut X, et qui est homéo-

morphe & X.
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7.1. Les entourages ouverts symétriques forment un systéme fondamenial d’entou-
rages de X.

Considérons un entourage V de X. Il existe un entourage symétrique W inclus
dans V. L’intérieur U de W est un entourage de X inclus dans V ; montrons que U
est symétrique. Si (z,y) appartient & U, il existe un voisinage ouvert Adexet
un voisinage ouvert B de y tels que A X B soit inclus dans W, B X A est inclus
dans W, done (y, ) appartient & U. (

7.2. Un filtre de Cauchy minimal sur X posséde une base formée d’ouverts.

Considérons le filtre de Cauchy minimal X sur X, et I’élément M de X. I existe
un élément M’ de X et un entourage ouvert symétrique V de X tel que V(M) c M.
V(M) est un ouvert de X. ( '

7.3. Si A est un ouvert de X, le filire de Cauchy minimal X appartient & (z’(A))’ji
st et seulement si A appartient o X.
1) Supposons que X appartienne & (:(A))". Il existe un entourage symétrique V

de X tel que ‘7(%) N i(X) c i(A). Tl existe un entourage symétrique ouvert W de X
tel que Wc'V. On a g £ W(X) N i(X) c i(A). Appelons z un point de X tel que
i(x) appartienne & W(X*) N i(X). (B(x), X) appartient a W ; les filtres B(x) et X
ont donc en commun un élément B petit d’ordre W. W(B) est un ouvert de X ;

montrons que (W(B)) est inclus dans V(Zf), donc que W(B) est inclus dans A ;
la premiére partie de la démonstration sera faite.
Soit 1e point y de W(B). B(y) et X ont en commun Pensemble W(B) ; montrons

que W(B) est petit d’ordre V, on en déduira que i(y) appartient & V(X). Appelons
(u,v) un point de W(B) x W(B) ; il existe des éléments by et by de B tels que (u, b1)
et (v, by) appartiennent & W. Or (by, b2) appartient & W, done (, v) appartient &
W, donc & W, donc & V. (

2) Supposons que A appartienne & X. Il existe un entourage symétrique V

de X et un élément B de X tels que V(B)c A. Montrons que \7(%) N(X)ceA);
on saura alors que X appartient & (¢(A))’. Appelons z un point de X tel que (%)

appartienne 3 V(X). B(z) et X ont en commun un ensemble C petit d’ordre V.
C n’est pas disjoint de B ; soit b un point de B N C. (=, b) appartient & C X C, donc
& V ; ainsi « appartient & V(B). i(x) est donc un élément de i(A). (

7.4. La relation 1.

Deux ouverts A et B de X seront en relation [ lorsqu’il existe une partie C de X,
et deux entourages symétriques V et W de X tels que

WcV et AcW(C)c V(C)cB.

7.5. La relation 1 est réguliére.
Vérifions d’abord 2.1. Supposons que les ouverts A et B de X sont en relation /.
On a AcW(C)c WW(C)cB.

Pour vérifier 2.2, nous allons montrer qu’en général, si X est un filtre de Cauchy
minimal sur X, alors le tamis o(X) des ouverts de X est un l-tamis.
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Soit I'élément A de o(X). Il existe un entourage symétrique V de X et un élément
B de X tels que V(B)c A; V(B) appartient & X. Il existe un entourage ouvert
symétrique W de X tel que WW c V. W(B) appartient 3 o(X) et W®B)cV(B)cA.
Ainsi, o(X) est un I-tamis. (

7.6. Appelons R l'extension réguliére de X engendrée par I.

11 existe un homéomorphisme f de X sur une partie de R tel que pour tout point x
de X, fi(z) = x.

X est une extension régulidre de (X); X est donc le minimum de sa classe.

La famille ® de tamis associée & 'extension X de 1(X) est composée des tamis
suivants : si X est un filire de Cauchy minimal, de noyau vide sur X, le tamis o(X)
des ouverts de X appartient & ®. Ainsi, pour démontrer le théoréme, il suffit de
montrer que, si X est un filtre de Cauchy minimal, de noyau vide, o(X) est un
l-tamis pur maximal qui vérifie la propriété (A). Cela découlera du résultat évident
suivant : si f est un homéomorphisme de lespace topologique E sur I’espace F,
si H et G sont des extensions minimales de leur classe de E et F, assocides aux
familles (%;)ier €t (¥))jey de tamis sur E et F, #’il existe une bijection g : I—J
telle que, pour tout 7, {fA : AeUi} =¥, alors il existe un homéomorphisme
h: H— G, tel que pour tout point  de E, hx = fx.

Il est acquis que o(X) est un I-tamis pur; le fait de satisfaire & (A) entraine
le caractere maximal. Il s’agit donc de voir si o(X) vérifie (A).

Considérons I'ouvert A de X ; supposons que A n’appartienne pas & o(X) ; soit B

un ouvert de X tel que BIA ; montrons que X — B appartient 3 o(X). Il existe
deux entourages symétriques V et W de X et une partie C de X tels que Wc 'V et

BcW(C)cV(C)c A. Tl existe un entourage symétrique U de X tel que UcW;
X contient un élément D petit d’ordre U. U(D) appartient & X. Montrons que U(D)
et W(C) sont disjoints ; supposons que le point z de X appartienne 3 U(D) et & W(C).
On peut trouver un point d de D et un point ¢ de C tels que (z, d) e U et (%, c)e W.
Considérons le point y de U(D) ; il existe un point d’ de D tel que (y,d)eU; (d,d)
appartient & U. Au total, (y, ¢) appartient & UUUW(C), done & V(C), donc & A.
Ainsi, I'élément U(D) de X est inclus dans A qui appartiendrait & o(X). Cest impos-
sible, et U(D) est disjoint de W(C), donc de B. X — B appartient & X ; ¢’est un
ouvert de o(X). (

7.7. 8 X est précompact, alors | est surjectif.

Si X est précompact, X est compact ; /X est donc un compact de l’espace de
Hausdorff R ; fﬁ est donc fermé. f}% inclut X, et X est dense dans R ; on a donc
X =R.(
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