CHAPITRE V

QOUELQUES APPLICATIONS

On donne ici quelques applications des résultats obtenus dans les chapitres précé-
dents.

Les théorémes de localisation sont étendus & des ensembles d’opérateurs.

Le théoréme de relévement fournit quelques théorémes d’homomorphismes.

On étend le théoréme du graphe fermé, dans un cas assez particulier, & des espaces
(de départ) non bornologiques. D’autre part on 'utilise pour généraliser le théoréme de
Bessaga-Pelczynski sur les bases de Schauder.

1. Localisation d’ensembles d’opérateurs

Si E est de Fréchet et si F est 4 réseau strict, le théoréme de localisation affirme
qu’il existe une suite de semi-boules by de E et une suite ey ,...,n, d’ensembles du
réseau de F tels que

Thi C en ... ngy VEEN,

ce qui fournit des renseignements plus précis que la continuité de T. Par exemple,
dans le cas particulier ott F est limite inductive d’une suite d’espaces de Fréchet Fy,
on en déduit que TE appartient & un Fp et que T est continu de E dans cet Fy
(cf. corollaire 1, chap. III, p. 54).

On peut se demander dans quelle mesure cette propriété s’étend a des ensembles
d’opérateurs. La question a été formulée dans le cas particulier des limites inductives
de suites d’espaces de Fréchet par R. Hirschfeld et résolue par G. Kéthe dans [25].
Elle trouve ici un cadre général naturel et se rameéne simplement aux théorémes de
localisation du chapitre III.

TatorEME 1. — Sotent B de Banach et F & réseaw strict. Notons B la boule unité
de E et
A = {e”p'“:”k tk,m, ., mpe NG

un réseaw strict de F. Pour tout ensemble B, absolument convexe, borné et sq-complet
dans Ly(E, F),

— ol existe ng €N et C; > 0 fels que
HBBc 01 6n1 N (*)

#BBc Cy €nyyeey g
il existe npy1 €N et Cya >0 tels que

BB c Cpna €ngses gy

(*) On note

#B = {Tf: T€ B, feB}.
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COROLLATRE. — Awec les notations du théoréme, si ¥ est limite inductive d’une
suite d’espaces ¥y & résean strict,

— il existe un k tel que BE c Fy,
— st BE c ¥y, B est équicontinu de E dans Fy.

REMARQUE. — On peut prendre au lieu de Zy(E, F), £ 4(E, F) pour un &
quelconque. En fait, on a choisi I’hypothése la plus faible : comme E est de Fréchet,
tout s-borné donc tout % -borné est équicontinu et, d’autre part, tout ensemble
sq-complet dans Z (K, F) est sq-complet dans Z»(E, F).

On peut aussi, en restreignant un peu la généralité, supposer F sg-complet.
11 suffit alors que & soit b-borné (ou équicontinu, c¢’est équivalent), car Z»(E, F)
est sg-complet, donc ’enveloppe absolument convexe fermée de # dans Zy(E, F)
y est sg-compléte.

Démonstration. — Dans les conditions de I’énoncé, on a vu au théoréme 1,
chap. IV, p. 65, que ’espace Z»(E, F) admet un réseau strict, formé des ensembles
{T . TBCenl’m,nk}. .

Le corollaire 2 du théoréme de localisation (chap. III, p. 54), appliqué aux
bornés de cet espace, conduit aux conclusions de ’énoncé.

Pour le corollaire, on note qu'un réseau strict de I est formé des ensembles
en, = F721 et
ey = €D o Ve > 1m0 €N,
ou les e72 1) np constituent un réseau strict de chaque Fy . Il existe donc une suite
de by, e Cy et de ny tels que #E C Fn et

Bbr c Cr et Yo VE < 1. (¥)

Les relations (*) entrainent I’équicontinuité de & dans Z(E, F, .)» puisque,
pour toute semi-norme ¢ de Fy, et pour un choix convenable des Mes

7\ke(n np © b(l ( )

deés que k est assez grand.

TratOREME 2. — St E esi de Fréchet ouw de Baire et si F est sq-complet et admet
un réseau strict

R = {enl,m,n,c kg, .., np € INY,
pour tout ensemble B équicontinu dans L (E, F),
— 1l existe une semi-boule by de B, npeN et C; > 0 tels que

e@bl C Cl e,

— St on
gbk C Ck enl,...,nk,

il existe bpi1, np41, Cpya tels que

HBbri1 C Cria eny,.ynp -
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CoRroLLAIRE. — Awec les notations du théoréme, si F est sq-complet et s’il est

lemate inductive d’une suite d’espaces Fy & réseaw strict,

— @l existe un k tel que HBE c Fy,
— st BB C By, B est équicontinu de E dans Fy,.

Si E est de Fréchet et si le réseau # de F est constitué d’ensembles absolument
convexes et sg-fermés, vu le théoréme 2, chap. IV, p. 68, Pespace Zy(E, F) admet
un réseau strict. En outre, comme F est sg-complet, Zp(E, F) est sg-complet.

On conclut comme dans le théoreme 1.

Le cas général est plus compliqué.

La démonstration est entiérement différente de celle du théoréme 1, car on
ne peut plus affirmer que Z5(E, F) admet un réseau strict.

Soit f fixé dans E.
Comme F est sg-complet,
Bf = {Tf . TeH}
est contenu dans un borné absolument convexe et sg-complet de F, d’ott
— il existe n; €N et C; > 0 tels que
Bfc G €n,

g]t c Cg €N,y g
il existe ny4 €N et Cppa > 0 tels que
Bf ¢ Craa e ,...

P4yt
On peut méme, quitte & modifier Z, supposer que les Cy sont tous égaux a 1.
De la, si
@@nl,...,nk = {f 1gfc 6711,...,7%};
les (o“’nl,_”,nk forment un réseau de E, et, comme K est de Baire,
— il existe n; tel que &, ne soit pas maigre,

— 8 & e n’est pas maigre, il existe np4y tel que & ny, ne soit pas maigre.

sNp "77‘](,‘-{-1
Démontrons & présent que, si & ny,.onp, 1St pas maigre, il contient une semi-
:
boule de centre 0. La proposition sera ainsi établie.

On fixe d’abord une suite ng, &k > ko, telle que & Ryrermy, 11 soit maigre pour
aucun k& > ko. Comme les e, | ,ny, Sont absolument convexes les & Byee le sont
aussi, done leur adhérence contlent une semi-boule de centre 0 :

éjfnl,...,nk by, VE > ko,

Si Ax est la suite de nombres associée aux n; dans %, on a alors

- éan],...,nko-

)\k gﬂl, g,

De fait, soit fe )"‘o@@"r“ Il existe successivement

"n/Cn'
— [ky € Mo, Eny,...ony,,» Pel que
f— Iy € Negr1bryt1 C hegiimy,omp 5
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— f/c0+1 € 7\k0+léa7zl,.-un}c“+]’ tel que

f— tr, — frg+1 € Megrabrgre C Meg+2€ny,oing iy 5

et ainsi de suite. On peut sans restriction supposer que les Azby sont emboités en
décroissant.
Fixons T dans 4. Comme T}, e Nken,...,ny, POUT tout k = ko,

N
> T

=k,
converge dans F et sa limite g appartient & ey, ,...,ny, -

Démontrons que g = Tf.
On a

bpci{f:%fc enl,_,,,nk}
c T—1(m,
la derniére appartenance découlant de la continuité de T. De la, quel que soit by(=),
ATy C byle)
pour k assez grand, d’olt
N
Tf — g = lim (Tf — > Tfx) € bo(e)
le="ko
Dés lors,

TfE €ny,en, ity

Co
quel que soit T € %, ce qui entraine

;@f C enl,...,nku
et

fe g'/zl,...,nko~

VARIANTES. — Dans le théoréme 2, on peut faire les variantes suivantes.

a) Si B est de Fréchet, on peut supposer F limite inductive d’une suite d’espaces
sq-complets et mumnis de réseaux de type € formés d’ensembles fermés et absolument
convexes et B bquicontinu, absolument convexe et sq-complet dans Lp(E, F).

b) Sans restriction sur B, au liew de supposer F sq-complet, on suppose B absolu-
ment convexe et compact dans Ls(E, F).

L’intérét de ces variantes tient dans le fait que les conditions pour qu’une
limite inductive, méme d’espaces de Fréchet, soit sg-compléte sont assez restrictives.

Pour a), on note que, vu le théoréme 2, chap. IV, p. 68, Z»(E, F) est a réseau
strict et on applique & Z le corollaire 2 du théoréme de localisation, chap. III, p. 54.
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Pour b), on procéde comme dans le cas général de la démonstration ci-dessus,
en notant que Zf est borné, absolument convexe et compact donc sg-complet dans F.

Voici encore une propriété moins précise mais un peu plus générale que le
théoréme 2.

THEOREME 3. — St E est a semi-normes dénombrables, si F est sq-complet et
admet un réseaw strict

R = {en],_,,,mc ck,n, ., mpe NG
et st Bc LB, F) est équicontinu,
— 1l existe my tel que

BEc >enl<,

BEC Yen,,...,m<
il existe nypy tel que
BEC Yen,,... .y, <
COROLLATRE. — Awes les notations du théoréme, si F est sq-complet et limaite

inductive d’une sutte d’espaces Fy & réseaw strict, il ewiste un k tel que BE c Fy,.

Ce corollaire, de méme que ceux des théorémes 1 et 2, étend partiellement
les résultats obtenus par G. Koéthe dans [25], qui sont des conditions nécessaires
et suffisantes pour que #E appartienne & un Fj et (ou) y soit équicontinu, quand
les Fj sont de Fréchet.

Passons & la démonstration du théoréme.
Il suffit de prouver qu'’il existe n; tel que

BEC Hen <.
En. effet, on a vu (proposition 1, d), chap. IIL, p. 52), que >en1,‘,,,nk< acdmet le réseau
strict formé des ensembles
’
6ml - ”Zlenl,...,nk» my e [N’
e my, = Mie 1 >1,m mi€ N
Mg sens MMy 1! Ppyeens My Mgy ey My s T, vuey TG .
Supposons que ZE n’appartienne & Yen,{ pour aucun n.

Il existe alors une suite fi € E et une suite Ty € & telles que Tifx ¢ derd, quel
que soit ke N. Posons

Ler = 2% [1 + pu(fe)l,

olt {px : ke N} est le systéme de semi-normes de E. La suite cxfy, tend vers 0 dans E,
puisque, pour tout i,

pilerfr) < prlowfr) < 27F,
dés que k& dépasse 1.

Comme la suite Ty est équicontinue, la suite cxTyfy tend vers 0 dans F, donce
y est bornée. Comme F est sg-complet, il existe alors C > 0 et n3 € N tels que

cpTyfrc C en» VkecN.
(Corollaire 2, chap. ITII, p. 54). C’est absurde, puisque Tnlfnl ¢ >en1<.
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2. Théorémes d’homomorphisme

Le théoréme de relévement (chap. III, p. 61) a des applications intéressantes
& des théorémes d’homomorphisme.

THREOREME 4. — Sotent B un espace de Schwartz, F la limite inductive d’une
suite d’espaces & semi-normes dénombrables [et séparables], T un opérateur linéaire
continu, de E dans F.

Les conditions sutvantes sont équivalentes :
a. T*F* est fermé dans E;,
B. T est un homomorphisme de By dans Fy,

v. T est un homomorphisme de E dans F.

Les implications vy = «, B = o et « = 3 sont classiques et n’exigent pas
d’hypothese sur B et F.

Rappelons briévement leur démonstration.

Y = o

Soient T un homomorphisme de E dans F et Tr opérateur qu’ ’il induit de E/N(T)
dans F (N(T) désigne le noyau de T, {f:Tf = 0}). L'inverse T-1 de T est défini
et continu de F dans E/N(T). Donc son adjoint applique [E/N(T)]* dans F*. Or
[E/N(T)]* peut étre assimlle au polaire [N(T)]* de N(T), donc on obtient
T*F* 5 [N(T)]2. L’inclusion inverse est triviale, d’ott T*F* = [N(T)]* est fermé
dans E;.

B = a
La démonstration est entiérement analogue & la précédente.

o = f.

1l est immédiat que T*F* est s-dense dans [N(T)]* : si T(f) = 0 pour tout
T e T*F*, on a 2(Tf) = (T*2)(f) = 0 pour tout 2 e F*, donec Tf = 0 et fe N(T).

S’il est en outre fermé dans E;, on a T*F* = [N(T)]4, ce qui prouve que
I'image par (T”l)* de [E/N(T)]* appartient & F*, done que T-1 est continu de Fy
dans [E/N(T)], = Eq/N(T).

Passons & présent & la partie essentielle de 1'énoncé :

o = .

Comme E est de Schwartz, & toute semi-boule b de E, il correspond une semi-
norme p telle que b* soit précompact dans E.

Si T*F* est s-fermé, Uensemble (T*F*) N b2 est fermé et précompact dans K/,
intersection de E; avec T*F*. Comme Ej, est de Banach, (T*F*) N b2 y est aussi
compact et, par conséquent, il est trés compact dans T*F*, muni du systéme de
semi-normes induit par Ej.

Or 'espace Fj admet un réseau strict (cf. exemple 2, chap. ITI, p. 51). Done,
comme T* est continu de F, sur T*F*, en appliquant le théoréme de relévement,
on voit qu’il existe un compact 4~ de F;, tel que

b2 N T*F* = T* .

Puisque F est évaluable, " est équicontinu : il existe une semi-boule § de F
telle que B4 > 7.
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Comme T*F* = [N(T)]?, il vient
b2 N [N(T)JA ¢ T*pa
ce qui entraine
—1@ c{IN(D)A N bA}VCN T) + bc N(T) + 20,
ce qui démontre que T est ouvert.

REMARQUE. — La démonstration fournit un peu plus que ’énoncé ne contient.
— On peut supposer que T soit évaluable et que Fy admette un réseau strict.

— On démontre que, si T*F* est s-fermé, T est ouvert de B dans F muni des semi-
normes

sup | MZalg) |
n

assocides wux suites hy— 0 et aux suites équicontinues 2, de F*.

En effet, on peut supposer #~ trés compact dans F;. Il est alors dans l’enveloppe
absolument convexe fermée d’une suite trés convergente vers 0 dans Fj. Celle-ci
§’éerit sous la forme 2, 2,, OU Ap— 0 et ol la suite 2, est b-bornée, donc équi-
continue. Donc on a

sup | 2(g) | < sup | MZalg) |, Vg€ F.

2eH” n
Or, si on poursuit la démonstration sans substituer & " un B2 qui le contient, il
vient

T_1 24V c N(T) + 25,

} N M
1’ou la conclusion.

— Au lieu que E sott de Schwartz, il suﬁ‘it de supposer que tout ensemble absolument
convexe, fermé et équicontinu soit trés compact dans E} et méme dans E;.

Notons que, si E est évaluable, ce raffinement n’est qu’apparent. De fait, si
b5 est trés compact dans E;, il existe un s-compact absolument convexe ¢~ tel
qu ’il soit compact dans I’enveloppe linéaire de #°, munie de la norme associée & %~
(cf. proposition 8, chap. III, p. 57). Or A" est b-borné. Si E est évaluable, il est
done equicontinu : soit " c Cb5(1). Il sensuit que by est précompact pour la
norme associée a bj, et, par plecompamte réciproque, que b, est précompact pour
p et que E est de Sehwmtz

Du théoréme 4 découle le théoréme de relévement suivant, conjecturé par
L. Schwartz.

TaRoREME 5. — Soit B limite inductive d’'une swite d’espaces de Schwartz & sems-
normes dénombrables By, Si L, sous-espace linéaire de B, a le méme dual quand on
le munit du systéme de semi-normes indust par E ow du systéme de semi-normes de la
limite inductive des L N By, ces deux systémes de semi-normes sont équivalents dans L.

Si, en outre, la limite inductive est stricte,
— les systemes de semi-normes de Bj[LA et de Ly sont équivalents,

— tout borné de Ej[LA est relevable par un borné de Ej.
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Le systéme de semi-normes induit par E est plus faible, dans chaque L N B,
que celui de L N E;. Done il est plus faible dans L que celui de la limite inductive
des L N E;.

Inversement, soit J Popérateur identité de L, limite inductive des L N E,
dans E. L’espace L est de Schwartz puisque les L N E; le sont. L’espace E est limite
inductive d'une suite d’espaces & semi-normes dénombrables. L’opérateur J est
continu d’aprés ce qu’on vient de voir.

En outre, J¥E* est ’ensemble des restrictions & L des fonctionnelles linéaires
continues dans E, ¢’est-A-dire L¥*, par hypothése. On se trouve donc dans les con-
ditions du théoréme 4 et J est un homomorphisme, ce qui établit I’équivalence des
deux systémes de semi-normes considérés.

Passons & la deuxiéme assertion de 1’énoncé.

Avec les notations précédentes, J*T, ou T e E*, est la restriction de T & L.
L’opérateur J* est visiblement continu de B, dans L;.

L’espace L est limite inductive stricte d'une suite d’espaces de Schwartz a
semi-normes dénombrables, done L} est bornologique et sq-complet (cf. Appendice,
proposition 11, p. 140).

D’autre part, Ej admet un résean strict.

Dés lors, vu le corollaire 2, chap. I, p. 29, J* est un homomorphisme, ce qu’il
fallait démontrer.

Cela étant, tout borné # de Ej/LA est borné dans Ly, done vu l'exemple 3,
chap. II1, p. 59, il est contenu dans un ensemble tres compact de Lj. Celui-ci peut
étre relevé par un ensemble trés compact dans Ej, done par un ensemble équicontinu :
soit b une semi-boule de E, telle que J*b2 >Z%. On a alors

S N :
d’ou la conclusion.
Voici encore un théoréme d’homomorphisme du méme genre que le théoreme 4.

TaEorRIME 6. — Soit T continu de B & réseaw strict dans F, limite inductive
stricte d’une sutte F,, d’espaces de Fréchet [séparables].

Les conditions swivantes sont équivalentes :
o. TE est fermé dans F,
B. T* est un homomorphisme de T, dans Eg,.
o = B.
Soit K un compact de F. Etant contenu dans un des Fy, il est trés compact.

On peut le supposer absolument convexe, quitte & lui substituer son enveloppe
absolument convexe fermée.

Si TE est fermé, (TE) N K est aussi trés compact dans TE, done il existe un
ensemble trés compact Ko de E tel que
KN TE = TK,.

Vu la proposition 7, chap. III, p. 56, on peut méme supposer Ko absolument
convexe.

Passons aux polaires dans F* : il vient

T* KA — (K N TE)A ¢ K& 1 (TB) .



Or on a (TE)* = N(T*). De plus, comme KA 4 (TE)2 est absolument convexe,
son adhérence simple est aussi son adhérence dans EZ. Enfin, K est absolument
convexe et compact dans F, donc K2 est une semi-boule de EZ.

Il vient alors

T*,K4 c (TE)® + K2 ¢ (TE)A + 2K4 = N(T*) + 2KA
et
2THKA 5 KA M THF*,
ce qui prouve que T* est ouvert de F, dans E],.

B = a.
Quel que soit g € F,

est une semi-norme de F.
Si e TE, on a aussi «(9) = 0 pour tout @ € (TE)2 = N(T*). Or, si T* est
ouvert de F; dans B, il existe un compact absolument convexe Ky de E tel que

inf (2 + q) < sup | T*2(f) .
UEN(T*) feK,

Donc

| 2(9) | < sup | 2(h) |, V2 e F*,
heTX,

ce qui entraine g€ TKoc TE et TE — TE.

3. Un théoréme sur les bases de Schauder

Dirmnirions. — Une suite f € E est une base dans E si tout f e E se développe
de fagon unique en série

f= > .
E=1

C’est une base faible si la série converge dans E,.

Une base de Schauder est une base ol les cx(f) sont des fonctionnalles lindaires
continues dans H.

Le probléme de savoir si une base faible de E est une base de Schauder a été
résolu affirmativement par Banach dans le cas des espaces de Banach.

En 1959, Bessaga et Pelozynski, dans [7], ont étendu la propriété aux espaces
de Fréchet. Arsove et Edwards ont considéré diverses généralisations du probléme
pour certaines limites inductives d’espaces de Fréchet (cf. [2] et [3]).

Une application des théorémes du graphe fermé qui précédent permet d’atteindre
le cas des espaces bornologiques, sg-complets et & réseau de type %.

TuatorBME 7. — Si B est bornologique, sq-complet, & réseau de type € [et séparable
par semi-norme], toute base faible de B est une base de Schauder.
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De plus, le développement en série des éléments de E par rapport aux éléments
de la base converge unmiformément sur les précompacts de B.

Soit e, m € N, une base faible de E et soient ¢;,(f) les coefficients des développe-
ments :

f= Z om(fem, Vi€ E,

m=1
la série convergeant dans E,.

a) Les cu(f) sont des fonctionnelles lindaires dans E.

De fait, si
N
[ = Zotifi, 2 €C,
i=1
on a

f= i [ i aicm(fi)] em,
=1

m=1
d’ot1, vu l'unicité du développement,

N

i aiCm(fi) = om ( Z aifi), Vm e N.
i=1

i=1
b) Posons

M

Ty = Z em(.)em.

m=1

Si {p} est le systéme de semi-normes de E, les expressions
p'(f) = sup p(Tuf), p € {P},
m

constituent un systéme de semi-normes de E, plus fort que {p}.
En effet,

— les p'(f) sont définis.

Comme T,,f converge faiblement vers f, la suite Tpf est faiblement bornée,
done bornée en vertu du théoréme de Mackey, ce qui entraine I’existence de p’

pour tout p € {p}.
— il est alors immédiat que ce sont des semi-normes.

— ces semi-normes sont filtrantes..
Si, & p1, ..., pw, il correspond p et C > 0 tels que
»i(f) < Cp(f), Vi< N, V/eE,
il est trivial qu’on a aussi

PiH) < Cp'(f), Vi< N, V/e E.
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— pour tout p,
p(f) < 2'(h).

Si la semi-boule by(1) est fermée, elle est faiblement fermée. Done, si p'(f) < 1,
on a

P(Trf) <1, VmeN,
et, en passant & la limite,

r(f) < 1.
Il en résulte que {p':pe {p}} sépare E et que c’est bien un systéme de semi-

normes, plus fort que {p}.

¢) L'espace E(,, admet un réseau de type €.
Si E admet un réseau strict, la démonstration est assez facile. Soit

B = {5711,---:% tk,ma, .., npe N}

un tel réseau.
On a démontré en b) que, pour tout f, I’enveloppe absolument convexe fermée
By de

{f, Taf, Tof, ...}

est bornée dans E. Comme E est sg-complet, By est aussi sg-complet.
Dés lors, par le corollaire 2, chap. III, p. 54,

— il existe nz e N et C; > O tels que
BfC Cléz‘nl,

ch Clcgnl,...,nk,
il existe ng11 €N et Cpyq > 0 tels que
B C Cpaén,,

ey N 417
Quitte & changer &, on peut supposer que les constantes introduites sont toutes
égales & 1 (cf. proposition 3, chap. I, p. 16).

Appelons co%l Pensemble des f tels que

,...,nk
BfC éonl,_,_,ﬂk.
Les ensembles &, ... n,., k, n1,...,np€N, constituent alors visiblement un
[CRRN0 > )
nouveau réseau de K.
Ce réseaun est de type € dans E,,.

Soit ng, k€N, une suite fixée et soit Ay, kb € N, la suite de nombres correspon-
dante dans Z. On peut supposer que ces Ay sont décroissants et plus petits que 1.

Démontrons que, quels que soient fre & ;Ll,,,,,nk et wr € [0, 7], la série

[}

z wrle

k=1

converge dans E .
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Comme

fk‘: Tmfk € éanl,,,,,nk, Vk, me [N,
les séries

@0

iukﬁc et ZP«IchM
k=1

F=1
convergent dans H. En outre, vu le choix des pz,

o0

k=k,

wrte et z wiTofi € N Eny,...ony,» Vhos m €N, (*)
k=1,

o0
car, par exemple,

prfr s'éerit sous la forme
k=ko

Ay (O wie). i€ [0, 1l
k=lo
Appelons & (vesp. hy) la limite de

N

N
Z wife (vesp. Z e Tf).
k=1

k=1
Du fait que

N N
Z prci(fr)er = z pwrTafe — b,
=1 =1

on déduit que la série

Z prcr{fx)
i=1

converge dans C et, si oy est sa limite, que

7?,1 = ({1€1.
De méme, pour tout m > 1, du fait que

N N N
Z kacm(]lk)em = Z P«kTmfk — 5 (-'«lchAl]‘k‘é bon — Pun—1.
k=1 k=1 75;—1(
on déduit que /
N (
z prlm(fr) = odm € C

k=1
et que

Typ — P = mem.
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De la,

— Z aieq, Vim e N,
i=1

Montrons que
oy = Ci(ﬁ), VielN.

Vu l'unicité du développement de %, il suffit pour cela que la série

m
b, = z X3¢
=1

converge faiblement vers £. Or, pour tout Te E¥,

| Th— h) |
N N N
T (h— > wife) |+ T Z kfk—éukTmfk)wsup!t }‘pk Tonfi—Hm) |-
k= = f\;/ \M [ S

C

Soit ¢ > 0 fixé. Pour N assez grand, A et C sont majorés par ¢/3.
De fait, il existe pe {p} et » > 0 tels que

[T I <rp(f), Viek,

et, vu (*),

h— Z Mkflc et hy— z l-LIchflc € 7\N+l£n . C bp (efr)
k=

dés que N est assez grand. Pour cet N fixé, B est majoré par £/3 dés que m est assez
grand, puisque, par hypothése,

N N
z (J'Ichfk =T, ( Z U«kfk)
=1 k=1

converge faiblement vers

wif i

oy

-
Il
—

Prouvons enfin que

wlx

vy

S
I
—

converge vers b dans E.,,.
D’apres ce qu’on vient d’établir, iy, = Tph, pour tout m € N. Dés lors, vu (*),
on a

2

h— I-kak, T — Ty ( ? Pvlcfk € 7\N+1éan Ty C bp(s),
i=i k=1 )



d’ou
N
Pl — D> ufr) <=
k=1

pour p et ¢ arbitraires, dés que N est assez grand.

\ 7

¢’) Supposons & présent que le réseau
R = {5,11,“_,,% ik, my, ., mpe NG

soit seulement de type %. Vu la proposition 2, chap. I, p. 16, on peut supposer que
les & Ry sont radiaux.

En vertu du théoréme 1, chap. IIT, p. 48, ot on prend pour espace de départ
I’enveloppe linéaire de By muni de la norme associée & By, qui est un espace de Banach,
pour espace d’arrivée I’espace E et pour R Uopérateur identité de Eg, dans E,

— il existe n € N et C; > 0 tels que la restriction de &'n, & Ep, n’y soit pas maigre
et que "

Bf C 01 <§’n1>,
— i é"nl,_,,,nk restreint a Ep, n’y est pas maigre, il existe ng1 €N et Cryg > 0
tels que & Ny restreint & Ky, n’y soit pas maigre et que

Bf C O]c+1 <gn1,...,nk+l>'

Oon'nme les &y ,...,m, sont radiaux, on peut supposer que les Gy sont des nombres
entiers,.

On définit alors les ensembles & ;zl,,,_,nk de la maniére suivante.

L’ensemble & fm /) est ensemble des f tels que co("nl restreint & EBf, n'y soit
pas maigre et que

M

Bf C my <(o@n1>
On renumérote (m1, n1) par un seul indice n;.

Si & 27”1»"1):--~v(mk»”7c) est fixé, on appelle

7
(f)@(ml,nl),‘..,(mkﬂ,n;H_l)
I’ensemble des / contenus dans &, ., (g, my) tels que & Ry Mpig restreint & Eg "

’ L ) 7))
n’y soit pas maigre et que

Byc mpp m

On renumérote (my41, ng41) par nj41 parcourant N.
Ces ensembles constituent encore visiblement un réseau de E.
Soit ny, k€N, une suite fixée et soient (my, nx) les couples d’indices associés
aux ny. Aux ny correspondent A, > 0 dans %. On peut les supposer tels que
[ee]
< )\ko/mko, Vko €N,
k=k+1
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quitte & leur substituer

. N 2o M
7\ ’ . — f E) [ ’ >\ '
& m: <2k_lml 27{:—27)1/2 2777/1{:—1 k>

La démonstration se poursuit alors comme dans le cas ou & est strict, en
substituant Ag— (& 7;1,,..,1%~1> & A& Ry dans la relation (*) et celles qui s’en
déduisent.

d) L’opérateur identité de E,, dans B, est & graphe fermé, puisqu’il est
continu de B, dans E,,. Or B, est bornologique et sg-complet et E;,/, admet
un résean de type €. Done, par le théoréme du graphe fermé (corollaire 1, chap. II,
p. 28), il est continu.

Dés lors, & toute semi-norme p’ € {p'}, il correspond C > 0 et g {p} tels que

sup p(Tnf) = p'(f) < C q(f), Vi€ B, (*¥)

m
ce qui prouve que les Ty, forment un ensemble équicontinu dans Z(E, E).

e) Les cy(f) sont des fonctionnelles lindaires continues dans H.
De fait, pour tout m, pley) différe de 0 au moins un m, sinon e, serait égal
4 0 et le développement

ci(f)ei

Son
i

T
(s

1

ne serait pas unique, car on pourrait y remplacer cn(f) par un nombre arbitraire
cm € C.
Il vient alors, en appliquant l'inégalité (**),

o P(Touf — Tn-af) ,
| em(f) | = —‘WZ) <Cqf), Viek,

ce qui prouve que cp(.) est continu.

f) La suite T,/ converge vers f dans E et méme uniformément sur les pré-
compacts de E.

Comme la suite Ty, forme un ensemble équicontinu, en vertu du théoréme de
Banach-Steinhaus, il suffit de démontrer qu’elle converge aux points d'un ensemble
total dans B pour assurer qu’elle converge uniformément sur les précompacts de E.

Or elle converge pour f = ¢;, © € N, puisque Tye; = e; dés que m = 7. De plus,
les e; forment un ensemble total dans E : leur enveloppe linéaire y est faiblement
dense par hypothése, donc elle y est dense.

D’ot la conclusion.

4, Théorémes du graphe fermé pour des espaces non bornelogiques

Dans un travail récent sur les théorémes du graphe fermé du type de Ptak
et de Schwartz ([29]), A. Mac Intosh démontre qu’on peut éviter 'hypothése de
bornologie sur E quand F est semi-réflexif, c’est-a-dire quand tout borné de F
est contenu dang un compact faible. L’ hypothése qui la remplace, sans étre particu-
lidrement facile & vérifier, est néanmoinss atisfaitedans que lques cas intéressants.
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Nous examinons ici ce que donne l'adaptation de ces résultats aux espaces &
.
réseau.

DeriniTION. — Appelons réseaun réflexif de F un réseau strict
R = {enl,,.,,n,C tkoma, ., npe NG,

tel que, pour toute suite d’indices nj et toute suite de iy > 0,

o0
].'Ql 7\7067’&1,.“,?1]6 (*)
soit contenu dans un compact faible de F.

On notera que les ensembles (*) sont bornés.

Ainsi, st E est semi-réflexif, tout réseau strict de B est réflexif.

Pour prouver que (*) est borné, il suffit d’établir que, pour une suite ¢;, tendant
vers 0 fixée, la suite cyfy tend vers O quels que soient les [, € (*¥) (cf. [17], p. 71).

Soit v la suite de nombres positifs associée aux ny dans . Posons
¢ = inf (2%, V]c/)\],;).
Quels que soient frp e (*), on a
crfke = prgr,

ol ur€[0,vi] et gx€en ... n., Aot cxfr tend vers 0 dans F.
v g oo
Si B est sq-complet et admet un réseaw réflexif, il est semi-réflexif.

En effet, on sait alors que tout borné de E est contenu dans une intersection
du type (*), donc dans un compact faible de E.

Toutefois, il existe des exemples de tels réseaux dans des espaces qui ne sont
pas nécessairement semi-réflexifs. Ainsi,

— la limite inductive d’une suite d’espaces de Fréchet semi-réflexifs admet visible-
ment un réseau réflexif, méme si la limite inductive n’est pas stricte.

— st B est a semi-normes dénombrables (et séparable] ow limite inductive d’'une suite
de tels espaces, B admet un réseau réflexif.

Cest en fait le réseau de type € qu’'on y a construit dans les exemples 2 et 3,
chap. I, p. 19-20, puisque les ensembles (*) associés & ce réseau sont équicontinus
dans E*, donc contenus dans un compact de E; = (EI),.

Rappelons d’abord un
Levme. — Si T est a graphe fermé,
D(T*) = {2eF*: T*2 e E*}
est s-dense dans F*.
De fait, si b parcourt I’ensemble des semi-boules de centre 0 dans E, on a
DT*) = U {2:] ATH | <L Vfeb} = U (TH?

A by, ..., by quelconques, il correspond b tel que bc b; donc tel que b c b
pour tout i. Il en résulte que

U (Tb)2
h



est absolument convexe. Il vient alors

O (T0)2° = U (Th)SY = (U (Th)*)vA.
b b b

Or
(U (TD)A)Y = N (TH)AY = N Th
b b b

et, comme #%(T) est fermé, le dernier ensemble se réduit & 0. Donc son polaire est F*,
ce qui établit le lemme.

TakorbME 8. — Soit B sq-complet, tel que B soit complet et que B = (EI);.

Supposons que F [séparable par semi-norme], admeite un réseaw réflexif ou qu’il
soit semi-réflexif et admette un réseau de type € (A, &, S H ou F &),

Tout opérateur linéaire et a graphe fermé de B dans F est continu.
Supposons d’abord F semi-réflexif.

Soit Eg I'espace E muni des semi-normes associées aux ensembles absolument
convexes et bornivores de E. (Pest la limite inductive des espaces de Banach associés
aux bornés absolument convexes et fermés de E, done il est ultrabornologique.

Dés lors, vu le corollaire 1, chap. II, p. 28, T est continu de Ey dans F.

Son adjoint T* est défini et continu de F} dans (Eg);. Comme il est complet,
E; est un sous-espace fermé de (Eo);, done Z(T*) = T, E* est fermé dans F;.
Or F est semi-réflexif, done F; est en fait F;. Comme il découle du lemme

que Z(T*) est t-dense dans F*, on obtient qu’il lui est identique, done que T* est
défini de F* dans E*.

L’opérateur T* est aussi continu de F; dans (If);, donc de F; dans E;. De la,
pour toute semi-boule § de F, T*B2, image d’un s-compact absolument convexe
de F*, est compact dans E;, donc équicontinu dang E* :

T*BA I bA,

ol b est une semi-boule de E. Si B est fermé, il en découle que Tb C £ et, par consé-
quent, T est continu de E dans F.

Supposons & présent F muni d’un résean réflexif
A = {eﬂl,“,,nk ckym, ., mpe N

Comme dans la démonstration précédente, on voit que T est continu de Eg
dans F.

De plus, pour tout borné B de E, il existe ny € N et Cp > 0 tels que
TB C O]c enl,,”,nk, Vk S H\L

Donc TB est contenu dans un compact faible absolument convexe de F et il en
découle que T* est continu de F; dans (Eo)j.

On a supposé E; complet, done il est fermé dans (Eo); et D(T*) = T, E* est
fermé dans F.. Comme on sait qu’il y est dense, on a donc

D(T*) = F*
et T* est défini de F* dans E*.
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On conclut comme dans la démonstration précédente.
Voici un exemple qui illustre I'intérét du théoréme précédent.

CoROLLATRE. — Soit B de Fréchet [et séparable] ou limite inductive stricte d’une
sutte de tels espaces et soit F o semi-normes dénombrables [et séparable] ouw limaite
nductive d’une sutte de tels espaces.

81 T est lindasre et & graphe fermé de E; dans ¥y, il est Uadjoint d’un opératewr
linéaire continu de ¥ dans E. Il est donc continu de E; dans F, de B} dans Ty, ... .

Si E et F sont de Fréchet, il suffit méme que G(T') soit sq-fermé au liew de fermé
dans E; x F;.

I espace E. est sg-complet et son dual fort, qu'on peut assimiler & E muni
de ses semi-normes naturelles, est complet. Il satisfait donc aux conditions du
théoréme 8.

L’espace Fi admet un réseau réflexif [et il est séparable].

Enfin 4(T'), fermé dans E; x F;, est a fortiori fermé dans E. X F..

I1 découle alors du théoréme 8 que T’ est continu de EX dans F.. CPest donc
Iadjoint d’un opérateur T, linéaire de F dans E.

I1 reste & voir que T est continu, ce qui résulte du fait que F est évaluable.

Si E et F sont de Fréchet, comme E; x F; = (E x F); est le dual d’un espace
de Fréchet [séparable], il résulte du théoréme de Krein-Smulian que %(T’) y est
s-fermé si et seulement si il y est s-fermé pour les suites.
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