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DANS LES CATEGORIES

PAR

Jacques MERSCH
Chargé- de Recherches du F.N. R. S.



Ce mémoire reprend la deuxiéme partie de notre thése de
doctorat, défendue le 3 avril 1963 & 1’'Université de Liége.

Cependant, nous avons ramené le cadre logique & la théorie
classique des ensembles de Zermelo-Fraenkel et adopté la définition
des ordinaux due & Robinson.

Ceci a été rendu possible par I'introduction d’un chapitre sur
les microcosmes, inspiré d’ailleurs des ensembles inaccessibles de
Tarski [21] (*) et des univers de Grothendieck [12]. ' :

Le probléme abordé ici est un probléme de structure algébrique
des catégories. Cette structure est notamment utilisée en cohomo-
logie non abélienne [5] et dans la théorie des espaces fibrés [4].

Le probléme du quotient dans les catégoriés revét aussi I'intérét
suivant. Si nous distinguons les « petites » catégories dont les élé-
ments forment un ensemble et qui servent d’auxiliaires pour définir
certains concepts (diagrammes, limites inductives, faisceaux, ete.),
et les catégories qui sont en elles-mémes un objet d’étude, nous
constatons que ces derniéres sont en pratique, soit des catégories
dont les objets sont les ensembles munis d’une certaine structure
et dont les éléments sont les homomorphismes (par exemple les
catégories des groupes ou des espaces topologiques), soit des quo-
tients de celles-ci (par exemple la catégorie des espaces de Hopf [7]).

Le but de notre travail a été d’introduire ’étude de cette

question qui pose encore d’importants problémes, comme celui de
caractériser les injections et les surjections dans les espaces de Hopf.
Signalons en passant que les problémes traités dans cette thése sont
indépendants des catégories quotients définies par A. Grothendieck
pour généraliser le langage modulo C de J. P. Serre [13].

(*) Les chiffres entre crochets renvoient & la bibliographie placée & la
fin de ce travail.
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Au chapitre I, aprés avoir défini les microcosmes et en avoir
donné les premiéres propriétés, nous rappelons les notions générales
concernant les catégories.

Nous introduisons alors I’étude des endomorphismes constants
et des objets ponctuels, ce qui nous permettra de donner, au
chapitre ITI, un critére d’existence de solutions aux problémes
universels.

Au chapitre IT, nous étudions la notion d’espéce de structure,
déja définie par N. Bourbaki dans un cadre restreint et complexe [2],
et améliorée par P. Dedecker [6]. -

Les espéces de structures nous permettent de donner un sens

géométrique aux problémes universels. Nous pouvons alors définir

les objets libres, étendant & une catégorie quelconque la notion de
groupe libre, et étudier leurs rapports avec les foncteurs adjoints
de D. M. Kan [15].

Le chapitre IV est consacré aux équivalences sur les objets
d’une catégorie représentée. Nous y donnons une définition intrin-
séque de la saturation.

Une équivalence sur un objet pose un probléme universel a
la solution duquel nous attribuons le nom de quotient. Dans les
catégories particularisées (ensembles, groupes, espaces topologi-
ques, ete.), on retrouve d’ailleurs la définition usuelle. Nous en
étudions les premiéres propriétés, démontrant notamment la transi-
tivité des quotients et leur existence dans le cas des structures
covariantes, théoréme d’ou 'on peut tirer une preuve de 'impossi-
bilité de transporter de maniére fonctorielle une structure de groupe
par une application.

Toute surjection ne déterminant pas un quotient, nous avons
introduit, au chapitre V, les quotients successifs d’ordre «. Nous
en avons déduit des critéres d’existence des bornes inférieures et
supérieures d’une famille de surjections de méme source.

Enfin, le dernier chapitre concerne la catégorie des catégories.
Nous montrons que toute équivalence y admet un quotient qui
est un objet-libre engendré par un systéme multiplicatif, et com-
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plétons ainsi les résultats de Maria Hasse [14]. Nous y étudions
également les conditions pour que la catégorie quotient ait pour
classe sous-jacente le quotient ensembliste.

Depuis notre défense de thése, dans son séminaire de Topologie
et de Géométrie Différentielle, C. Ehresmann a étudié des questions
fort voisines, surtout de celles de notre dernier chapitre. Nous avons
jugé utile d’indiquer en note sa terminologie.

Nous tenons & témoigner notre profonde gratitude & Monsieur
le Professeur O. Rozet qui a eu la bienveillance d’accepter de
patronner nos recherches. Il a confié la direction de nos travaux
4 Monsieur le Professeur P. Dedecker que nous remercions vive-
ment pour l'intérét qu’il y a porté et les suggestions qu’il nous a
faites. Nous ne saurions assez remercier Monsieur le Professeur
L. Nollet qui a accepté la tdche ingrate de revoir notre manuscrit
et nous a conseillé maintes améliorations. Que le Fonds National
de la Recherche Scientifique trouve ici I'expression de notre recon-
naissance pour l'octroi de son mandat d’Aspirant qui nous a permis

de préparer ce mémoire.



CuapriTRE 1

GENERALITES

1.1. — Microcosmes.

1.1.1. — En théorie des catégories, on utilise couramment des
expressions comme la catégorie des groupes ou la catégorie des ensem-
bles. Mais ces concepts ne sont pas définis en toute généralité,
puisqu’on ne peut parler par exemple de ’ensemble des groupes.
Pour garder une certaine précision, il semble donc nécessaire de
limiter son champ d’action et de considérer seulement, au lieu de
la totalité des groupes, un certain ensemble de groupes. L’ennui
est que les opérations usuelles font facilement sortir de I'ensemble
primitivement considéré.

Les microcosmes, tout comme les univers de Grothendieck [12]
dont ils sont inspirés, sont des ensembles qui jouissent de propriétés
particuliéres, choisies pour éviter la plupart des difficultés dont

nous venons de parler.

DEFiNITION 1.1.2. — Un microcosme NN est un ensemble tel que
st X appartient & I, alors les éléments de X, Uensemble des parties
de X et les parties de IN équipotentes & X appartiennent ausst & .

Remarque. — Un univers de Grothendieck est un microcosme
tel que si X est un élément de I, I'ensemble union des éléments
de X appartient & IIT (*).

(*) 11 faut aussi que le couple (X, Y) appartienne & JI si et seulement
si X et Y sont des éléments de M. Mais la définition du couple adoptée
il — (X, Y) = {X, {X,Y}} — permet de se passer de cette condition
(cf. note (*) p. 17).
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DEriNtTION 1.1.3. — Le cardinal m associé & un microcosme IN
est la borne swpérieure des cardinaux des éléments de NN, ‘

La proposition suivante résume les principales opérations pour
lesquelles un microcosme est en quelque sorte fermé. Nous y dési-
gnons, par priX, 'ensemble {x ] (Iy) [(x, y) € X]}, par pr:X, len-
semble {x ‘ A y) [(y, x) € X]}, par XY, I'ensemble des applications
de Y dans X, par {X}, I'ensemble & un seul élément : X, par
card X, le nombre cardinal de X, par P(X) I'ensemble des parties
de X, par N et @ respectivement, I’ensemble des entiers non
négatifs et ’ensemble vide, par U, T] et sup, les symboles de 1’union

du produit et de la borne supérieure.

Prorposirion 1.1.4. — 8¢ I est un microcosme de cardinal
assocté m, alors

10 INT contient tous les ordinaux inférieurs & m et, en particulier,
s’il n’est pas vide, il contient N.

20 X el = XM, {X} e, card X €N, pry X €M (¢=1, 2)
et le graphe de toute application de X dans I appartient ¢ IN.

30 XM et card X < m = X eI
40 X et YEM<=>(X,Y)eM<=X X YeM=XY e

50 51 (X),er est une famille d’éléments non vides de NN, indexée
par un ensemble 1 de M, alors U X; e M <= ] X; € M <=
sup (card X;) eIt

6° m est un cardinal dominant strictement supérieur aw cardinal
de chaque élément de INT.

Les définitions entrainent immédiatement les deux premiéres
affirmations du 20 et la premiére du 4°. En effet, X €It = X cIN
est une autre maniére d’exprimer que les éléments d’un ensemble
de U appartiennent & U (transitivité de JI7). L’ensemble { X} est
un élément de PP(X) et donc de . Enfin le couple (X, Y) est
’ensemble & deux éléments {{X},{X,Y}} et, en tenant compte
de la transitivité de IIT, on a bien (X, Y) eIl =X et Y €L
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De méme, le 3° résulte de la définition du cardinal associé m,
car, si le cardinal de X est plus petit que m, il existe un élément
Y de M tel que X soit équipotent & une partie de Y, c’est-a-dire
4 un élément de P(Y) et done de M.

Revenons & lordre de I’énoncé. Si X est un élément de I,
ce microcosme contient I’ensemble vide @ qui appartient & P(X).
Or o est I'ordinal 0, nous pouvons dés lors appliquer le principe
de la récurrence transfinie. Supposons que les ordinaux inférieurs
4 un ordinal « appartiennent & II. Comme ceux-ci sont exactement
les éléments de «, cet ordinal est inclus dans M. Si « est de plus
inférieur & m, il est élément de N1 en vertu du 3°.

Enfin, si I n’est pas vide, il contient un élément X et par
- suite aussi PX), PP(X), ete. Comme le cardinal d’un élément de

cette suite est strictement supérieur aux précédents, leur borne
supérieure ne saurait étre finie et m est donc infini. En vertu de
ce qui précéde N est alors inclus dans I, ce qui achéve la démon-
stration du 10,

Le cardinal de X est le plus petit ordinal équipotent & X. Il
est donc inférieur & m et élément de JIL.

Si X appartient & 9, pr;X est inclus dans JI{, car les projec-
tions d’un couple de N1 sont des éléments de M. Or le cardinal
de pr;X est inférieur ou égal & celui de X. Deés lors le 3° permet

d’affirmer que pr;X appartient a It

Avant de démontrer la derniére assertion du 20, passons & la
fin du 4°. De l'alinéa précédent on tire : X X Y el = X et
Y eNt. D’autre part, si X et Y sont des éléments de JIT, X X Y
est inclus dans M. Si X ou Y est infini, card (X X Y) = sup
(card X, card Y) ; sinon X X Y est fini. De toute maniére, card
(X X Y) est inférieur & m et X X Y appartient donc & JIT.

La derniére affirmation du 4° résulte de ce que XY est équi-
potent & I’ensemble des graphes d’applications de Y dans X, qui
forme une partie de P(X X Y), et de ce que X, Y, et F appar-
tiennent & IN si et seulement si (X, Y, F) lui appartient.

Revenons au 2°. Le graphe de 1’application f = (JI{, F, X) est
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aussi celui de la corestriction f' = (F(X), F, X) qui est un élément
de F(X)X.

Nous pouvons désormais passer & ’examen des deux derniers
points. Le produit || X; est un ensemble d’applications de I dans
U X ; en vertu de ce qui précéde on a donc: U X; €M = T X, eIN.
Drailleurs, pour tout j dans I, le cardinal de X; est inférieur &
celui de ] X : on peut en effet choisir un élément x; dans chaque X;
et définir une injection f : X; — || X; en posant f(x) = (i) ¥; = X
et y; = x; pour i 54 j. Il en résulte que sup (card X;) est inférieur
ou égal & card || X| et est un élément de INT. Pour fermer le cycle,
il suffit de montrer la relation : sup (card X;) eI = U X;eIN.
Or on a : card U X; < card I X sup card X;, U X; est donc équi-
- potent-& une partie du produit de deux ensembles de I et lui
appartient. '

Enfin, si X est un élément de 11, son cardinal étant strictement
inférieur & celui de P(X) est strictement inférieur & m = sup card Y
(Y €917). De plus, si a et b sont des cardinaux strictement inférieurs

4 m, en vertu du 4° ab I’est aussi et m est dominant.

1.1.5. — Remarque. — Si I est un univers, le cardinal asso-
cié m est fortement inaccessible, ¢’est-a-dire m est dominant et, si
une famille de cardinaux inférieurs & m est indexée par un ensemble
dont le cardinal est plus petit que m, sa borne supérieure ne peut
étre égale & m.

En effet, la borne supérieure d'une famille de cardinaux est
Punion de ces cardinaux. Elle appartient donc & I'univers et doit
étre inférieure a m.

Or Kuratowski [16] a démontré que si I'on ajoutait I'axiome :
aucun cardinal n’est fortement inaccessible & un systéme convenable
d’axiomes, on ne changeait rien & la cohérence du systéme. Si ’on
veut parler d'univers possédant un élément infini, on doit donec
poser ’axiome :

Tout ensemble est élément d’un wunivers [12].

Mais cet axiome entraine ’existence de cardinaux inaccessibles
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aussi Vgrands que P'on veut. Or Tarski a démontré que cette hypo-
thése était suffisamment forte pour rendre redondants les axiomes
de l’ensemble des parties et du choix [2!].

D’autre part, méme du point de vue pratique, I’axiome ci-dessus
ne nous met pas & labri des difficultés : certaines opérations,
utilisées dans la théorie des catégories, font encore sortir d’un
univers donné. Par exemple, prendre ’ensemble des couples (Xo, Y)
oll Xy est un élément fixe et ot Y varie dans 'univers, ou prendre
I'ensemble des applications de 'univers, de source X (I’étoile de Xj).

Dés lors, il ne nous parait pas utile d’introduire cet axiome
tant qu’il ne se révélera pas indispensable, ¢’est pourquoi nous nous
sommes limités & des microcosmes, car ils jouissent de la propriété

-suivante : - -

TrEOREME 1.1.6. — Tout ensemble est dlément d’un microcosme.

Soit A un ensemble. Par récurrence ordinale transfinie, nous
allons définir un microcosme qui contienne A pour élément. Dans
cette construction, les lettres grecques représenteront des ordinaux.
Posons :

Ao = {A},

Agn={x|@y)lycAset (xeyoux= Py},

Bo= U A (BeN),

N, = sup card x (x € By),

B = {x | x CBg et card x < R,}
et, si v est un ordinal limite,

By=UBs (8 <),

N = By

atle

Nous allons montrer que It est le plus petit microcosme con-
tenant A et que son cardinal associé est X,.

Si x est un élément de By, il existe un entier § tel que x appar-
tienne & Ag. Mais alors, les éléments de x et I’ensemble des parties
de x sont des éléments de Ag; et donc de By.

Désignons par P(£) la propriété : (8 <y <<&) =[BgcBy et
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(x €eBg = x cBg)], et montrons par récurrence transfinie qu’elle
est vraie quel que soit ’ordinal £. En premier lieu, I’alinéa précédent
entraine P(0). Ensuite P({) entraine P(£ + 1), car, si x est un
élément de Bg, il est inclus dans B par hypothése, et de cardinal
inférieur & R, par construction ; il appartient donc & Bz D’ail-
leurs, si x est un élément de Bg.1, il est par construction inclus
dans B: dont nous venons de démontrer I'inclusion dans Bz.i.
Enfin, si { est un ordinal limite et si £ < { entraine P(%), alors
P(¥) est immédiatement vérifiée puisque B, = U B,.

D’autre part, si x est un élément de Bg, il est équipotent &
un élément de By et le cardinal de P(x) est ainsi inférieur & X,,.
Or x est inclus dans un B, dont l'indice est inférieur & p. Les
“parties de x le sont aussi et appartiennent donc & Bg. Il en résulte
que P(x) est un élément de Bgy1, et méme de Bg si B est un ordinal
limite.

En résumé, pour tout ordinal limite B, si x appartient a Bg,
les éléments de x et I'ensemble des parties de x appartiennent
aussi a Bg. Pour montrer que JIU est un microcosme, il reste &
verifier que toute partie de JIT dont le cardinal est inférieur & X,

est un élément de 1.

Soit Y une telle partie de It. Tout élément y de Y appartient
done & N1 et figure dans un Bg d’indice B inférieur & Rqi1. Associons
alors & y 'un de ces ordinaux B, par exemple le plus petit, que
nous désignerons par {y.

Appelons y la borne supérieure des By (y € Y). Comme les Bg
sont emboltés, Y est inclus dans By et appartient & By, Or By
est inférieur & N.y1, son cardinal Pest donc aussi et, par suite, est
inférieur ou égal & X,. Dés lors, card y est aussi inférieur ou égal
a X, et v 4 1 est plus petit que Rz, Il en résulte que Byi1 est
inclus dans It et que Y est élément de IN.

De toute évidence, le cardinal associé & I est bien NX,. De
plus, N est le plus petit microcosme auquel A appartienne, car
il doit contenir Ag = {A} et, ¢’il contient Ag ou Bg, il doit contenir
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Agy; ou Bgyy. Par récurrence, on voit qu’il doit contenir tous les Bg,
ce qui prouve en outre que leur suite transfinie est stationnaire (*).

1.1.7. — Dans ce qui suit, nous choisirons une fois pour toutes
un microcosme JIT qui contienne N et tout autre ensemble qui
plaira au lecteur. Nous appellerons Mi-ensemble un élément de JN,
Jti-ensemble (i pour inclusion) une partie de M, IM-groupe un
groupe dont I’ensemble sous-jacent est un M-ensemble, Nii-groupe
un groupe dont l'ensemble sous-jacent est un INii-ensemble, ete.

1.2. — Systémes multiplicatifs.

Dirinrrions 1.2.1. — Un systéme multiplicatif N est un ensem-
~ble I muni d’une loi de composition (m, n) ~— mn non nécessaire-
ment partout définie.

Une unité est un élément idempotent (**) e du systéme tel que,
81 un composé me ou em est défini, il est égal & m.

Une unité & droite (resp. & gauche) d’un élément m est une unité
composable & droite (resp. & gauche) avec m.

Un systéme multiplicatsf I & unités est un systéme multiplicatif
tel que tout élément posséde au moins une unité & droste et une unité
@ gauche.

Au lieu de dire que m appartient & I’ensemble 9°, nous dirons
aussi que m appartient au systéme 1.

(*) Sil’on adopte pour I’égalité un symbole primitif, ou si on Pintroduit
par voie de définition, ou si 'on adopte une autre définition des ordinaux
ot des cardinaux que celle de Robinson [1*] adoptée ici, trés peu de choses
seront & changer dans I’énoncé ou la démonstration de la proposition 1.1.4
et du théoréme 1.1.6. Il en sera de méme si 'on adopte pour le couple la
définition de Rosser [2°] ou tout autre définition constructive. Mais si l'on
introduit le couple, comme Bourbaki [2], par un symbole primitif, et si ’on
ajoute & la définition de M que le couple (X, Y) appartient & N si et seu-
lement si X et Y sont des éléments de 9N, on peut construire B, de telle
sorte qu’il vérifie aussi cette propriété, mais rien n’empéchers qu'un ensemble
X, inclus dans B, et de cardinal inférieur 3 Na, soit un couple dont les pro-
jections aient un cardinal supérieur & N,.

(**) Nous appelons idempotent un élément e composable avec lui-méme
et tel que ee = e.
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1.2.2. — Etant donnée une suite ordonnée finie m; ... m,
d’éléments de Jt°, il y a (2p — 2)! [ pl(p — 1)! maniéres de les
composer en respectant l’ordre, mais ces composés ne sont pas
nécessairement tous définis pour la loi de composition de It. Nous

dirons que le systeme IU est

10 faiblement associatif si les composés qui sont définis sont

égaux.

20 gssociatif si 'existence de I'un des composés entraine 'exis-
tence et I’égalité de tous les autres. Il revient au méme de 1'exiger

seulement des suites & trois éléments.

30 fortement associatif il est associatif et si I'existence des
composés mn et np entraine celle de (mn)p.

40 Unitalement associatif si, lorsque 1'un des trois éléments m,
n, p est une unité et que 1'un des composés (mn)p ou m(np) est
défini, 'autre 'est. Ils sont alors nécessairement égaux.

Dans un systéme multiplicatif unitalement associatif, un élé-
ment posséde au plus une unité & droite et une unité & gauche.
Si un composé mn y est défini, 'unité & droite de m et I'unité a
gauche de n sont simultanément définies et sont alors égales ; il
en est de méme des unités & droite de n et de mn et aussi des unités

a gauche de m et de mn.

DEFINITION 1.2.3. — Un systéme multiplicatif unitasre (*) (en
abrégé SMU) est un systéme multiplicatif & unités, unitalement asso-
ciatif.

L’unique unité & droite (resp. & gauche) d'un élément m
s’appelle alors source de m (resp. but de m) et se note souvent ey,

(resp. pe), on écrit alors m : e, — e (**).

(*) Dans le séminaire de C. Ehresmann [*] un SMU est appelé graphe
multiplicatif.

(**) Les notations de C. Ehresmann [*] sont o(m) et B(m) au lieu de
em et de pe.
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1.3. — Catégories.

DEriNtrIon 1.3.1. — Une catégorie est un systeme multiplicatif
& unités, fortement associatif.

Les éléments d’une catégorie 7 sont appelés morphismes ; les
unités de o/ forment un sous-ensemble o/, de 27°. Si a et b sont
des morphismes, le composé ab est défini si et seulement si e, = ye.

Si ab est une unité, a est appelé inverse & gauche ou rétraction
de b ; celui-ci est appelé inverse & droite ou section de a. Si a admet
une rétraction et une section elles sont égales et notées a-1. On
dit alors que a est un ¢somorphisme ou une isojection et que a~t
(qui est aussi un isomorphisme) est son inverse.

Une catégorie dont tous les éléments admettent un inverse est
appéiée un groupoide (*).

Si e et e’ sont deux unités telles qu’il existe un isomorphisme
de source e et de but e’, on dit que e et ¢’ sont isomorphes et I'on
écrit e ~ e’. Un morphisme simplifiable &4 gauche est appelé mono-
morphisme ou injection, un morphisme simpliﬁablé 4 droite est
appelé épimorphisme ou surjection et un morphisme simplifiable &
droite et & gauche est appelé bimorphisme ou bijection.

Il est souvent commode de compléter la structure de .o/ par
la donnée d’un ensemble .7, en correspondance biunivoque avec
I'ensemble des unités .«7,. Les éléments de .7, sont appelés objets
de 7. Si A est un objet, 'unité correspondante se désigne par ida
et s’appelle identité de A ou application identique de A. Au lieu
de a :ids —idp, on écrit aussi a : A —B. Ce sont alors A et B que
Ton appelle la source et le but de a. Le couple (<, o7,) se nomme
alors catégorie concrete.

Les propriétés des unités peuvent se traduire, par I’intermé-
diaire de la correspondace biunivoque, en propriétés des objets et
réciproquement. Nous convenons une fois pour toutes que ce qui

(*) Plusieurs. auteurs appellent groupoide ou groupoide partiel ce que
nous avons appelé systéme multiplicatif. Mais dans les ouvrages sur les
catégories, ce mot est toujours entendu dans le sens de groupoide de Brandt
que nous lui donnons.
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sera exigé des uns sera implicitement exigé des autres, ce qui nous
permet de ne pas faire de distinction, dans le langage théorique,
entre les mots objet et umité. Ceci ne change rien & la théorie et
revient d’ailleurs & concrétiser la catégorie en prenant pour .27,

Pensemble .27, lui-méme.

1.3.2. — Nous désignerons par 2Z(A, B) le sous-ensemble de
o/° formé des morphismes de source A et de but B. Il est alors
aisé de voir qu'une catégorie est entiérement déterminée par la
donnée

10 d’un ensemble o, d’éléments appelés objets ;

2° pour tout couple (A, B) d’objets de «7,, d’'un ensemble

o (A, B) d’éléments appelés morphismes, de telle maniére qu’a deux
couples distincts correspondent deux ensembles disjoints ;

30 d’'une loi de composition des morphismes déterminée
pour chaque triple (A, B, C) d’objets de /o, par une application
(A, B) X #B,C)=> LA, C(C), de telle maniére que la loi de
composition soit associative et que pour tout objet A, o/(A, A)
contienne une unité.

On voit en outre que, dans une catégorie, o/(A, A) est un

monoide unitaire.

1.3.3. — Soit .7 une catégorie déterminée par la loi (a, b) ~—ab.
On appelle catégorie duale de o7, et 'on note 7%, la catégorie qui
a le méme ensemble sous-jacent et est définie par la loi (b, a) ~—
bsa = ab. Ceci revient & prendre 27*(A, B) = (B, A). On voit
que F** = .

Nous dirons que deux propriétés sont duales si elles se déduisent
I'une de Pautre par passage & la catégorie duale (ex. : étre source
de a et étre but de a). Nous dirons qu’une propriété est auto-duale
si elle est sa propre duale (ex. : étre une unité).

1.3.4. — On définit une topologie sur &/° en prenant pour
fermés les ensembles qui, avec un morphisme, contiennent sa source
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et son but. Lorsque nous parlerons de connexion dans une catégorie,
c’est toujours & cette topologie que nous nous reférerons. Deux
“objets A et B de <7 appartiennent & la méme composante connexe
si et seulement s’il existe une suite finie Ay, ..., A, d’objets de &7
tels que Ag = A, A, =B et (A;, A1) U (A1, Ay) # 2. Une
catégorie discréte est donc une catégorie qui ne posséde que des
unités.

1.4. — Foncteurs.

DErFiNiTION 1.4.1. — Un foncteur covariant ou plus simplement
un foncteur F : of — L, défini sur la catégorie & et & valeurs dans
la catégorie &, est une application Fo : o/° > o qui associe, o tout
“objet A de of, un objet FA = FoA de £, et, & tout morphisme a
de o, un morphisme Fa = Foa de L, de telle maniére que F(ab) =
FaFb.

' Ceci entraine entre autres qu’au morphisme a:A—B soit
associé un morphisme Fa : FA->FB et que 'image d’un isomor-
phisme en soit un autre.

Un foncteur comtravariant F : s/ — £ est une application
Fo: /00— %0 qui détermine un foncteur covariant &/* — .2 ou,

ce qui revient au méme, un foncteur covariant .of — L*.

1.4.2. — Etant donnés deux foncteurs de variance quelconque
F: o > ZLetG: L —P, on définit un foncteur composé GF : o/ — P
par Lapplication GOFo. Si F et G ont la méme variance, le foncteur
GF est covariant ; sinon il est contravariant.

La loi de composition (G, F)~— GF, définie ci-dessus, est
associative et posséde des unités. Elle détermine donc une structure

de catégorie sur certains ensembles de foncteurs.

DiriNtTIONS 1.4.3. — La catégorie € des Ni-catégories est celle
dont les objets sont les M-catégories et dont les morphismes sont les
foncteurs entre ces catégories.

La catégorie €i des Mi-catégories est celle dont les objets sont
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les IMti-catégories et dont les morphismes sont les foncteurs entre ces
catégories.

% est donc une Jti-catégorie, mais €i ne 1’est point. Les fonc-
teurs de € sont des Ji-foncteurs, mais les foncteurs de i ne sont
pas des Jlti-foncteurs ; cependant leurs graphes sont des Ii-
ensembles.

1.4.4. — Un foncteur F : o — & sera dit fidéle (resp. pleine-
ment fidéle) si, pour tous les objets A et B de 7, l'application
(A, B)— Z(FA, FB), définie par f~— Ff, est injective (resp.
bijective).

Nous dirons que F préserve (resp. copréserve) les monomorphis-
~mes, les épimorphismes ou les isomorphismes si 'image (resp.
I'image inverse) par Fo d’un monomorphisme, d’un épimorphisme
ou d’un isomorphisme en est un autre. -

- Si o est une JNi-catégorie, au lieu de dire que F: o/ -~ &
est un foncteur, nous dirons parfois que F est un diagramme de
schéma o/ dans Z.

1.4.5. — Soit (o7}),; une famille de catégories.

On appelle catégorie produit, et on désigne par || o}, la caté-
gorie dont les morphismes sont les familles (a;) telles que, pour
chaque i, a; soit un élément de 27;, et dont la loi de composition
est la suivante : le composé (a;) (b;) est défini si et seulement si
a;b; ’est pour tout i dans _¢Z, il vaut alors (a;b;).

On appelle catégorie somme, et ’on désigne par @ 7}, la caté-
gorie dont les morphismes sont les couples (a, i) tels que a & 2,
et dont la loi de composition est la suivante : le composé (a, i) (b, j)
est défini si et seulement si i = j et si ab est défini dans 7}, il
vaut alors (ab, i).

Remarquons que les catégories || o/ et @ 7;, munies des
projections ou des inclusions canoniques jouent le rdle de produits
ou de sommes directes dans les catégories € et #i (cf. §3.4).

Soient # une partie de ¢ et (27;),.; une famille de catégories.
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On appelle section principale, un foncteur S : 77, (&7;) = |1, ()
tel que S(a), = (a),, ol a; = a; si i €, et sinon, ol a; est une
unité de of; nécessairement indépendante de la famille (a;),,.
Soit F : T, (&7;) > £ un foncteur. Le foncteur FS est appelé
la restriction de F aux variables de 5# obtenue en fixant les autres

variables sur les unités a;.

1.4.6. — On dit que la catégorie # est une sous-catégorie de
la catégorie 7 si %° est un sous-ensemble de .7° et si I'inclusion
détermine un foncteur de % dans 7. La loi de composition dans #
est donc induite par celle de &7 et les unités de # sont des unités
de .

‘Cette derniére condition peut aussi s’exprimer . & b est un
morphisme de %, sa source et son but dans & sont également sa
source et son but dans %. Elle est d’ailleurs importante : si la
catégorie o/ est formée d’une unité A et d’un morphisme a: A — A
tel que aa = a, le sous-ensemble {a}, muni de la loi induite, est
une catégorie réduite & une unité, qui n’est pas une sous-catégorie
de .

Si le foncteur d’inclusion est pleinement fidéle, on dit que la
sous-catégorie # est une sous-catégorie pleine.

On remarquera que 'image ensembliste d’'une catégorie par un

foncteur n’est généralement pas une sous-catégorie.

1.4.7. — L’intersection # d’une famille (%;) de sous-catégo-
ries de .7, munie de la loi induite, est une sous-catégorie de 7.
En effet, si b est un élément de %, sa source et son but dans o/
appartiennent & chaque %; et donc & %. De plus, si b : B —B’ et
b’ : B’ —B"” sont des éléments de &, leur composé b'b appartient
4 chaque %; et donc & Z.

Ceci permet de définir la sous-catégorie E(#°) de o7 engendrée
par un sous-ensemble Z° de o/ : E(%°) est I'intersection de l’en-
semble des sous-catégories de &/ contenant %°. Cet ensemble n’est
pas vide, puisqu’il contient o7.
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On peut construire explicitement E(%°) : désignons par %!
I’ensemble des éléments de %°, de leurs sources et de leurs buts.
Soit alors %2 ’ensemble des composés dans &/ d’un nombre fini
non nul d’éléments de #*. Munie de la loi induite par celle de o7,
%* est une sous-catégorie de 7. Elle est visiblement la plus petite
qui contienne %° et est donc E(%0).

1.4.8. — On définit un préordre entre les objets d’une caté-
gorie 7 en posant : A < B <>2/(A, B) 3£ @. On désigne alors par
[/ < A] (resp. [.7 > A]) la sous-catégorie pleine de &7 déterminée
par les objets inférieurs & A (resp. supérieurs & A).

- 1.4.9. — Nous désignerons par & et &i les catégories des
Mi-ensembles et des Mi-ensembles. & est une INi-catégorie, mais
non &i. Pour toute Jli-catégorie &/, nous pouvons définir un
foncteur H: .o/* X & — &1 en posant pour tous les morphismes
a:A’>A, b:B>B et f:A>B de o7, H(A, B) = (A, B) et
H(a, b)f = bfa [15]. Nous poserons également H(ids, b) = ba et
H(a; idp) = a®. Nous avons la relation H(a, b) = a®by = baa®.
D’ailleurs, pour f: A —B, nous désignerons par f, Papplication
de I'ensemble de tous les morphismes de but A dans celui des
morphismes de but B définie par a ~— fa et par f* lapplication
de I'ensemble des morphismes de source B dans celui des morphis-
mes de source A définie par b ~—bf (cf. §1.6.1). Lorsqu’il n’y
aura pas risque de confusion, nous écrirons aussi, pour tout objet
C de o, f, ou f* au lieu de fc ou £

Enfin, nous désignerons par Ha (resp. par H*) la restriction
de H obtenue en fixant sur A la premiére variable (resp. la seconde).
Nous aurons dés lors HaX = H(A, X) et Haa = a,, (resp. H*X =
H(X, A) et H% = a*).

1.5. — Transformations naturelles.

DEriNtTioNs 1.5.1. — Une transformation naturelle ow mor-
phisme de foncteurs est un triple (G, ®,F) otv F et G sont deux

24



foncteurs de méme variance d’une catégorie o dans une catégorie &L,
et ®, une famille de morsphismes de £, (D4 : FA— GA), indexée
par les objets A de o, qui, pour tout morphisme a: A— A’ de o,
vérifie la relation ®a’ Fa = Ga @y ou PsFa = Gady sutvant que
F et G sont covariants ou contravariants.

Une équivalence naturelle ou tsomorphisme de foncteurs est une
transformation naturelle (G, @, F) telle que @ soit une famille d’iso-
morphismes.

On définit donc une transformation naturelle entre deux fonec-
teurs covariants F et G : .o/ — % par une loi qui associe, & tout
objet' A de &7, un morphisme @, : FA -~ GA de %, de telle sorte
que les diagrammes du type ci-contre

FA—— 24 . GA

, soient commutatifs. Lorsqu’aucune con-

Fa Ga fusion n’est & craindre, on désigne sou-
vent (G, @, F) par ® : F — G ou simple-
(OIS .

FA'——= » GA’ ment par O.

1.5.2. — La notion d’équivalence naturelle est trés large comme
le montre 'exemple suivant : soit &7 la catégorie dont les objets
sont les éléments A; d’une famille (A;), et telle que 2Z(A;, A;) soit

toujours réduit & un seul élément noté oy (en particulier oy = oyt

i
et Agj = id_Ai).

Soient alors id le foncteur identique de o/ et F: .o/ — o/ le
foncteur qui envoie tout morphisme de & sur Ap ol 0 est un
indice particulier. On obtient une équivalence naturelle ® :id — F

en posant @y = o.

On notera cependant qu'une équivalence naturelle ® : F — G
détermine une bijection f: Z(FA, FB)— Z(GA, GB) définie par
f(a) = CDBaCI)XI.

1.5.3. — Soient F, G et H, trois foncteurs de méme variance
de o dans £, et ®:F—- G et ¥: G— H deux transformations
naturelles.



On peut définir une transformation composée Y@ : F —H en
posant, pour tout objet A de &7, (¥D)y = Vada. Cette loi déter-
mine une structure de catégorie sur 'ensemble des transformations
naturelles entre foncteurs de .« dans Z.

DerFintrion 1.5.4. — La catégorie F|A, L) des foncteurs de
o dans L est celle dont les objets sont les foncteurs covariants de </
dans £, et les morphismes, les transformations naturelles entre ces
foncteurs. _

Nous désignerons par Z(F, G) l’ensemble F[.«7, Z](F, G)
des transformations naturelles entre les foncteurs F et G de &
dans #. On peut d’ailleurs justifier cette notation en désignant
par & la somme directe des catégories F [, Q]'pou’r A et L
appartenant & € ou méme & %i.

Comme le composé ®Y de deux transformations naturelles
est défini par @,V = (OF),, les isomorphismes de F[.7, ¥] sont
les équivalences naturelles. De plus, si ® est une famille d’injec-
tions ou de surjections, elle détermine un monomorphisme ou un
épimorphisme de F[«, Z].

1.5.5. — Soient &7, £ et & trois catégories ; F et F': of — &F
et Get G': ¥ — P des foncteurs ; @ :F—F et ¥': G— G’ des
transformations naturelles. On définit une transformation naturelle
¥V O:GF-—~ GF en posant pour tout objet A de &7 :

(T'VD)s = Vi, G(Ds) = G'(Pa)¥5y ;
la derniére égalité résulte de la naturalité de ¥ appliquée au mor-
phisme @, : FA—F'A de &.

Vérifions que ¥V @ est une transformation naturelle. Soit
a : A— B un morphisme de &/, On a :

(¥ V 0)gGFa = ¥y G(Pp)GFa = Vi G(DpFa) =
VYepG(Fa®s) = G'(F'a)¥,G(®s) = G'Fa(¥V D)4
Si ¥ est la transformation naturelle identique du foncteur G,
ou @ celle du foncteur F, 'V @ se désigne aussi par G® ou ¥F,

26



et Ton a : (GO)y = G(D4) et (YF)a = ¥, En particulier,
idg Vidy = idgp.

La loi de composition V est associative. En effet, soient T
une quatriéme catégorie, H et H' : & - T deux foncteurs et
® : H— H’ une transformation naturelle. On a :

OV T VO)s = Ogp HY VD), = ®G’F'AH(YF’A)HG(®A) =
(O V¥)p ,HG(®4) = (O V) V D).

Cette loi est méme fortement associative et posséde pour unités
les transformations naturelles identiques des foncteurs identités.

DEFINTTIONS 1.5.6. — La catégorie & des Ii-transformations
naturelles est celle dont les objets sont les M-catégories, dont les mor-
phismes sont les IM-transformations naturelles et dont la loi de com-
position est la lov V.

La catégorie Vi des transformations naturelles de %i est celle
dont les objets sont les Mi-catégories, dont les morphismes sont les
transformations naturelles entre foncteurs de €i et dont la loi de
composition est la loi V.

N est une Mi-catégorie, mais non A'i. Si & et & appar-
tiennent & I (ou si elles y sont incluses), A (&, L) (ou N i(, L))
est ensemble sous-jacent & F[o, L.

1.5.7. — Soient de nouveau &, £ et & trois catégories ;
FF.F o -Fet G, G, G’ : L — P desfoncteurs ; ® : F - F,
O F->F' ¥Y:G->G et ¥:G —G"” des transformations
naturelles.

Pour tout objet A de <7, on a :

(FF Y 0'D)s = (F¥)gr, G((@'P)a) = Fioy Vi G(O1)G(@)) =
Vs G (@) G(@a) = (' VO ) (T V D)4
On en tire :
YYVOD = (' VD) WVO).
Avec la relation idg V idp = idgy du paragraphe 1.5.5, ceci permet
de déduire :
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TaEOREME 1.5.8. — 87 lon munit les ensembles N'i(L, L)
— dont les éléments sont les morphismes de foncteurs entre deux
Mi-catégories o et & — de la structure de catégorie donmmée par
Flt, L], la loi de composition V détermine alors un foncteur
FlA, ¥] X F|&, P~ F|A, P].

Si nous prenons la restriction de ce foncteur en fixant la
premiére variable sur un foncteur F:.of — % (cf. §1.4.5), nous
obtenons un foncteur F1 : #[.¥, #] - F o, P] défini par D~—OF.
Si nous fixons la seconde variable sur G : . — £, nous obtenons
un foncteur Gy : F[F, L] Fof, P] défini par ® ~— GO. Les
restrictions de F1 et Gi aux objets, c’est-a-dire aux ensembles
Fi(L, P) ou Fi(L, P), sont les applications F* et G, définies
a,urparagraphe 1.4.9. Lorsqu’aucune confusion n’en résultera, nous
désignerons aussi les foncteurs F! et G; par F* et G,.

1.5.9. — Comme une transformation naturelle identique idy
est égale & son carré idy idy, la relation du paragraphe 1.5.7 nous
donhe, sous réserve que ces expressions soient définies,

H(Y?) = (HY) (HO) et (YO)H = (YH) (OH).

De plus, si @ et ¥ sont des équivalences naturelles, en prenant
leurs inverses pour @' et ¥, on voit que ¥"V ® est aussi une
équivalence naturelle et que son inverse est ¥-1V @-1,

Enfin, si nous désignons un composé ®1®; ... &, de transfor-
mations naturelles par O, ®@,, et un composé P VP V.. VO,
par V2, @;, nous obtenons la formule générale de permutabilité
de O et V :

Vi, O, @; = O, Vi, @,
Plus précisément, si I'un des deux membres est défini, 'autre l'est
aussi et ils sont égaux.

Cette formule est évidente pour n = 1 et pour m = 1, et résulte
du paragraphe 1.5.7 pour n = m = 2. Supposons-la vraie pour
n=r>2et m=s > 2; nous aurons :

Vil 031 @y = [V, (05, O V (05, @yyp)
= (O?=1 VLI (Dij) \ (O?=1 q)r+1,j) = O?=1[(Vf=1 (Dij) v q)r+1,j] =
0% Viii @y ;
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comme le méme raisonnement reste valable en permutant O et V,
la formule est démontrée.

1.5.10. — Soient o7, ¥ et £ trois catégories. Nous noterons
a:A—>B et b:B—C deux morphismes de o7, et 1 : L—M un
morphisme de #. De plus nous ne ferons pas de distinction entre
un objet X et idx.

Si F:of X &P est un foncteur, nous savons déja que la
restriction de F obtenue en fixant la premiére variable sur A est
un foncteur F(A, ) de £ dans & (cf. §1.4.5). Les expressions
F(a, M)F(A, 1) = FB, )F(a, L) et F(b, L)F(a, L) = F(ba, L) expri-
ment que la famille (F(a, L));.g. détermine une transformation
naturelle F(a, ): FA, Y=F(B, ), etv'que “ces transformations
sont compatibles avec la loi de composition dans /. Autrement
dit, la loi a~— F(a, ) détermine un foncteur F:o - F[ZL, P

Si @ : F— G est un morphisme de F[ X &, 2], la restric-
tion de la famille (®41) obtenue en fixant A est une transformation
naturelle @, :F(A, )— G(A, ) et la naturalité de ® entraine
aussitét que la famille (©4) détermine une transformation naturelle
. F-G.

On définit ainsi un foncteur

S: T x L, P~ FlAd, FLL, P]].

Réciproquement, on peut associer & un foncteur F : o/ — & (&, 2]
le foncteur ¥ : o/ X £ — & défini par F(A,L) = FA) (L), et 4 un
morphisme @ : F — G de Z[«, F[£, Z]] la transformation natu-
relle ® obtenue en posant Du = (@ ). Le foncteur ainsi déterminé
est 'inverse de S. En composant avec le foncteur o/ X & — & X o,
on obtient des isomorphismes dits canoniques :

T, FL, P »> FA X £, P> F|&L, T, P]].
On peut dailleurs vérifier qu’ils sont naturels si on _consideére

F[,F[, et F[ x , ] comme des foncteurs de €* X €* X €
dans ¥.



1.6. — Sous-objets et objets-quotients.

1.6.1. — Désignons par £ la catégorie formée dune seule
fleche, c’est-a-dire celle qui posséde deux unités 0 et 1 et un seul
morphisme non unité « : 0 — 1. La catégorie F[.Z, /] sera notée
¥ et appelée la catégorie des morphismes de /. Les objets de o #
sont les morphismes de 7.

Les morphismes de &f#(a, b) sont en correspondance biuni-
voque avec les quadruples (b,y, x,a) de morphisme de </ qui
vérifient bx = ya ; nous les identifierons avec ces quadruples sur
lesquels la loi de composition est donnée par (c, t, z, b) (b, y, x, a) =
(c, ty, zx, a).

Nous désignerons par /A (resp. &/YA) la sous-catégorie
pleine de /% déterminée par les foncteurs F:.f — o tels que
F(1) = A (resp. F(0) = A). Les objets de cette catégorie sont donc
les morphismes de but A (resp. de source A) et ses morphismes sont
en correspondance biunivoque avec les triples (¢, x, b) d’éléments
de o/ tels que le but de b et de ¢ soit A et que cx = b (resp. tels
que b et ¢ aient pour source A et que ¢ = xb). Ici encore, nous
identifierons un morphisme de /A ou de Z\A avec le triple
correspondant.

La catégorie .« /A est munie d’un foncteur surjectif, dit cano-
nique, P : &/ [A —[of << A] (cf. § 1.4.8), défini par P(c, x, b) = x.
Il est surjectif, car son application sous-jacente I'est. En effet, si
x : B— C appartient & [.«/ < A], on peut prendre un morphisme
¢:C— A, car &/(C, A) n’est pas vide; x est alors I'image par P
du morphisme (c, x, ¢x) de o7/A.

De la méme maniére, la catégorie o/\A est munie dun
foncteur surjectif canonique P :&/\A >[of > A] défini par
P(c,y,b)=1y.

Il est utile de remarquer que pour tout morphisme f: A — B,
les applications f, et f* définies au paragraphe 1.4.9 se prolongent
en foncteurs que nous désignerons abusivement par le méme signe :
fy : A [A— B et f*: /\B—- oZ/\A. Ce prolongement est défini
par f,(c, x, b) = (fc, x, fb) et f*(c, y, b) = (cf, v, bf).
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1.6.2. — La relation de préordre entre les objets de o//A
(cf. §1.4.8) induit une relation de préordre sur I'ensemble F des
injections de but A. Elle est déterminée en posant u < u’ g’il
existe un morphisme v tel que u = u'v. Alors v est injectif eb
unique [13]. Si on a de plus v’ < u, c’est-d-dire §’il existe un v’
tel que u’ = uv’, alors v et v’ sont des isomorphismes inverses

l'un de l'autre. Dans ce cas u et u’ sont dits équivalents.

11 est donc possible de choisir un sous-ensemble & de ¢ qui
contienne une et une seule injection de chaque classe d’équivalence
de telle maniére que I’élément choisi dans la classe des isomorphis-
mes de A dans A soit ids. Un élément u:S— A de cet ensemble
est appelé sous-objet de A. Sa source S est appelée le Sous-Objet
“de A associé 4 u. '

Par dualité, nous obtenons une relation de préordre entre sur-
jections de source A en posant u <<u' si u = vu'. Alors v est
surjectif et unique. De la méme maniére, on définit les surjections
équivalentes et I’ensemble des objets-quotients de A, u: A — Q. Le
but Q est appelé 'Objet-Quotient de A associé & u.

La relation de préordre induit une relation d’ordre entre sous-
objets (resp. entre objets-quotients). Si a’: A’ —~A et b’ :B'—A
sont deux sous-objets, au lieu de a’ <<{b’, on écrit souvent lorsque

cela ne préte pas & confusion A’ c B'.

1.6.3. — Si le choix du sous-objet u:S—A ou de l'objet
quotient u’ : A — Q s’impose de maniére naturelle, il est souvent
déterminé par le Sous-Objet S ou 'Objet-Quotient Q. Lorsqu’aucune
confusion n’est & craindre, on dit alors, en laissant tomber les
majuscules, que u est Vinclusion canonique du sous-objet S dans A
et u’ la projection canonique de A sur I'objet-quotient Q.

Ainsi, dans la catégorie & des JMl-ensembles, un Sous-Objet
de A est un sous-ensemble de A et un Objet-Quotient une partition
de A ; dans la catégorie ¥i des Mi-catégories, un sous-objet est
le foncteur inclusion d’une sous-catégorie.
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1.6.4. — Soit a : A — B un morphisme de la catégorie o. S’il
existe un plus petit sous-objet de B & travers lequel se factorise a,
on l'appelle I'image de a et on le note im a. Sa source se nomme
PImage de a et se note Im a ou a(A) (¥).

Par dualité, I’éventuel plus petit objet-quotient de A & travers
lequel se factorise a s’appelle la coimage de a et se note coim a :
A - Coim a.

Ces définitions entrainent immédiatement que im a = a si a
est un monomorphisme, et que coima = a si a est un épimor-
phisme.

Par exemple, si o/ est la catégorie des ensembles, ou celle des
groupes, ou celle des espaces topologiques du microcosme I, a(A)
est T'image de I'application a au sens ordinaire. La Coimage de a
est 'ensemble, le groupe, ou Vespace topologique quotient de A
par la relation d’équivalence associée & a (deux points sont équi-
valents §’ils ont méme image par a).

Par contre, dans la catégorie ¥ des IM-catégories, 'image
ensembliste d’un foncteur n’est pas une sous-catégorie. Cependant,
Iensemble image d'un foncteur F:.o/ — 2 engendre une sous-
catégorie de & (cf. §1.4.7) qui est la catégorie Image de F.

1.7. — Morphismes constants.

DErmNtTION 1.7.1. — Un endomorphisme constant d’un objet A
d’une catégorie Z est un morphisme ¢ : A— A tel que, pour tout
objet B de o7, pour tout f et tout g dans &/(B, A), on ait fo = ge.

Le morphisme fc = ge est alors désigné par cg:B— A.

Par dualité, on a la notion d’endomorphisme coconstant d : A — A
tel que df = dg pour tout B, tout f et tout g: A—B de 7.

(*) Dans les catégories qui possédent une famille de morphismes nuls,
on définit ordinairement I’image comme le noyau du conoyau de a, ce qui
ne coincide pas avec la définition donnée ci-dessus. Nous pensons qu’il
serait préférable de garder la terminologie ker coker a pour cette autre
image et de prouver la relation im a = ker coker a dans les catégories abé-
liennes.
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ProposiTioN 1.7.2. — La classe des endomorphismes constants
d’un objet A d'ume catégorie o est en correspondance biunivoque
avec celle des sections du foncteur canonique P : of [A —[of < Al

Soit en effet ¢ : A — A un endomorphisme constant. On déter-
mine une section F : [of <A]— /A du foncteur P en posant,
pour tout objet B < A et tout morphisme f:B— C de [« << A],
F(B) = cp et F(f) = (cc, f, cg). Réciproquement, si F est une section
de P, ¢ = F(A) est une application constante, car quel que soit
le morphisme f:B— A de 7, on a : F(f) = (FA, f, FB) et dés
lors fo = fFA = FB. Ces deux applications étant inverses I'une de
Pautre, la proposition est démontrée.

Nous laissons au lecteur le soin d’établir la proposition duale.
- Un endomorphisme qui se factorise au travers d’un endomor- -
phisme constant est un endomorphisme constant. Nous sommes
donc autorisés & poser la définition suivante :

Un morphisme f: A—B de & est constant (resp. coconstant)
§’il se factorise & travers un endomorphisme constant (resp. cocon-
stant).

Si P est un objet d’une catégorie o7, les deux énoncés suivants
sont équivalents :

1° idp est un endomorphisme constant (resp. coconstant).

20 pour tout objet A, 2Z(A, P) (vesp. o/ (P, A)) posséde au plus

un élément.

DeriNtTIoNs 1.7.3. — Un objet ponctuel ow point de la catégorie
&/ est un objet P tel que, pour tout objet A, /(A, P) posséde un et
un seul élément.

Un objet coponctuel ou copoint de o est un objet Q tel que, pour
tout objet A de oZ, o(Q, A) posséde un et un seul élément.

Un objet nul est un objet & la fois ponctuel et coponctuel.

Si la catégorie &7 posséde un objet nul, 2/(A, B) n’est jamais
vide, car il contient un morphisme unique qui se factorise & tra-
vers P et que 'on appelle morphisme nul. Les objets ponctuels,
coponctuels ou nuls, sont isomorphes entre eux.
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Si la catégorie &/ posséde un objet ponctuel P, un objet V de
& sera dit vide si oZ(P, V) est vide. Si V est un objet vide et A un
objet tel que (A, V) £ @, alors A est un objet vide. Si A n’est
pas vide, les endomorphismes constants de A sont exactement les
morphismes qui se factorisent & travers P, car ces derniers se
factorisent & travers l’application constante idp et sont par suite
constants. Réciproquement, si ¢: A — A est un endomorphisme
constant, si f appartient & o7 (P, A) et si ca est 'unique morphisme
de o/(A, P), on a cfcp = ¢ et ¢ se factorise donc & travers P.

Nous dirons qu’une catégorie &/ admet dans #° des sommes
directes (resp. des produits directs) jusqu’a l'ordre « (« étant un
cardinal et Z° un sous-ensemble de £7°), si toute famille d’objets

 de #° dont le cardinal est inférieur & o posséde une somme directe
(resp. un produit direct) (nous rappellerons la définition du produit
et de la somme directe au paragraphe 3.4).

PrOPOSITION 1.7.4. — 8% o est une catégorie qui admet dans B*
des sommes directes jusqu’e Uordre «, sil ewiste un ensemble 2 de
cardinal inférieur & o formé d’objets Q de O tels que idq soit un
endomorphisme constant, et st, pour tout objet A de o, il existe un
objet Qa de 2 et un morphisme fa : A — Qa, alors la catégorie s/
posséde un point.

Par dualité, si &/ est une catégorie qui admet dans ° des
produits directs jusqu’a Uordre «, s'il existe un ensemble 2. de cardinal
inférieur & a, formé d’objets Q de B° tels que idq soit un endomorphisme
coconstant, et si, pour tout objet A de o7, il existe un objet Qa de 2
et un morphisme fa : Qa — A, alors la catégorie o possede un copoint.

Démontrons la proposition directe. Si (P, (pq)) est la somme
directe des objets de 2, il existe, pour tout objet A de 7, un
morphisme pq,fa : A — P. Dés lors, 'objet Qp est tel que 2/(A, Qp)
posséde pour unique élément le morphisme fppg,fa. Il est done
un point.

1.7.5. — Soit </ une catégorie, nous désignerons par [/, @]
la catégorie obtenue en ajoutant un point & 7, c’est-a-dire la
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sur-catégorie de &/ qui posséde un objet « supplémentaire et, pour
tout objet A de &/, un unique morphisme A — w. De la méme
maniére, nous désignerons par [, &/] la catégorie obtenue en ajou-

tant un copoint a 7.

1.7.6. — Exemple. — Dans la catégorie € des INi-catégories,
un objet ponctuel est une catégorie réduite & une unité. Un foncteur
de o/ dans Z est done constant si et seulement si son image ensem-
bliste est réduite & un point.

Cette notion est donc indépendante du choix du microcosme 1.
Soit 1 : L— M un morphisme de £, nous désignerons par C¥<¥ ou
plus simplement par Cy: & — & le foncteur constant qui a pour
image 1'unité L, et par 'Y< ou plus simplement par I la trans-
formation naturelle définie par une famille de morphismes égaux
4 1. La loi L ~— Cg, 1 ~— I} détermine un foncteur dit canonique
C:. ¥ —FlA, 7).

On peut d’ailleurs voir que G est naturel si on considére les
expressions qu’il relie comme des foncteurs de €* X € dans %.
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CraprrTRE 11

ESPECES DE STRUCTURES

Soit .7 une catégorie. Nous désignerons par A le grbupoide

de o (*), c’est-a-dire la sous-catégorie des isomorphismes de .o7.

DAFINITIONS 2.1. — Une espéce de structure S sur la catégorie
A est un fonctewr S : oA — & [5].

Une structure d’espéce S ou S-structure sur Uobjet A de of est
un élément s de SA.

Si s est une S-structure sur A, le couple (A, s) sera noté A
et appelé objet S-structuré. Nous dirons que la S-structure s de A
est transportée sur la S-structure ¢ de B par lisomorphisme
f: A—B de & sila bijection Sf applique s sur £

La catégorie &1 dépend du microcosme JI1, les espéces de struc-
tures en dépendent donc aussi. Cependant, si JIU' est un microcosme
plus grand que N et si &'t est la catégorie des IN'i-ensembles,
une espéce de structure S : o/ — &i détermine de maniére univoque
une espéce de structure S’ :./ — &’i ot S’ est le composé de S
avec l'inclusion de &i dans &’i. Dans ce sens, on peut dire qu'une
espéce de structure est indépendante du choix du microcosme JI1.

2.2. — Exemples :

1) La structure d’espace topologique : soient A un Jli-ensemble

(*) o/ est noté &/ dans le séminaire de C. Ehresmann [®].
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et SA Tensemble des familles ¢ de parties de A qui vérifient la
relation :

(VO)O' cO=>UXecO] et AcO
Xe¢’

et (VX)(VY)[(XeOet YeO) =XNYe0]
Il est immédiat qu’a toute bijection f: A — B on peut associer
la bijection Sf:SA — SB obtenue par extension de f & P(P(A))
et que l’ai)jplication S:E— & est sous-jacente & un foncteur. Ce
foncteur détermine la structure d’espace topologique sur la caté-
gorie des Jlt-ensembles. Un élément @ de SA est aussi appelé
ensemble des ouverts d’une topologie sur A.

2) La structure de monoide : soient A un Il-ensemble, SA
Tensemble des graphes fonctionnels d’applications m: A X A+ A
tels que l'on ait m(a, m(b, ¢)) = m(m(a, b), ¢) pour tout triple
a,b, ¢ d’éléments de A. A une bijection f: A —B on peut encore
associer son extension & P(AXAXA) et vérifier que I’application
S : & — &i ainsi obtenue détermine un foncteur.

3) Les structures de point final et de point initial relatives 3
un diagramme D : & — o/ dans une IMi-catégorie o/ : étant don-
nés deux foncteurs F et G de 2 dans .2/, nous désignerons par
Z1"(F, G) 'ensemble des graphes des familles ® qui déterminent
une transformation naturelle (G, ®, F) de Zi(F, G). Une famille ®
étant une application de &, dans 7, donc dans I, son graphe
est un élément de I, et Fi9(F, G) est un Mi-ensemble. L ’appli-
cation qui associe & (G, @, F) le graphe de ®, détermine une
bijection b de Fi(F,G) sur Fio(F,G). A toute application

f: FiF, G)—ZiF, G
nous associerons l’application
for . Fir(F, G) - ZFio(F', G)
composée de f et des bijections b.

Posons maintenant, pour tout objet A de .7, SA = Fio7(D, C,)
ou Cyu est un foncteur constant (cf. §1.7.6), et, pour tout isomor-
phisme f de o/, Sf = I'f (¢’est-a-dire que Sf envoie le graphe de
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la transformation déterminée par (®p)p., sur le grapbe de celle
qui est déterminée par (f®p)p.,). Nous obtenons ainsi un foncteur
S: o — &1 qui est appelé structure de point final relative & D.

Si nous avions posé SA = Fir(Ca, D) et Sf = I'}”, nous
aurions obtenu la structure de point initial. Ces structures sont

indépendantes du microcosme Nt (cf. § 2.1).

4) La structure bilinéaire associée au produit A X B de deux
IM-groupes abéliens : elle s’obtient en associant & tout groupe G
Iensemble SG = bilin (A X B, G), et & tout isomorphisme f : G-G’
I’application y ~— fy, ce qui détermine un foncteur S de la caté-
gorie & des Ji-groupes dans &i.

2.3. — Nous allons construire des catégories en relation étroite
avec une espece de structure S sur 7. La premiére idée est de
prendre une copie de chaque objet A de o/ pour toute S-structure
sur A. Plus précisément, nous désignerons par {S) la catégorie dont
les objets sont les objets S-structurés As, dont les morphismes sont
les triples (Bs, f, As) : A;— By ouf, s et ¢ sont des éléments respectifs
de oZ(A,B), SA et SB, et dont la loi de composition est définie
par (Cr, g, By) By, £, Ag) = (Cr, gf, As).

Si 7 est une IMi-catégorie, (S) l'est aussi, car tout élément
de o appartient & I et tout ensemble SA est inclus dans IIL.
Par conséquent les couples A et les triples (By, f, A;) appartiennent
a M et (SH0 est inclus dans INN.

Les isomorphismes de la catégorie (S) sont évidemment les
triples (B, f, As) ol f est un isomorphisme de .o7. Or nous voudrions
nous limiter aux isomorphismes qui transportent la structure de
la source sur celle du but et que nous appellerons isomorphismes

purs. Nous sommes donc amenés & poser :

DEFINITION 2.4. — Une catégorie de Uespéce de structure S est
une sous-catégorie & de (S) telle que, pour tout isomorphisme
f:A—B de o, tout point s de SA et tout point t de SB, Uon ait :

Sfs — ¢t < (By, £, As) et (As, £1, By e .
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Toutes les catégories de l'espéce de structure S ont pour
groupoide associé celui dont les morphismes sont les triples (By, f, As)
ou f est un isomorphisme pur de S, c’est-a-dire tel que Sfs = ¢,
ou, ce qui revient au méme, tel que Sf-1 = s. Ce groupoide, que
nous désignerons par 27, est donc la plus petite catégorie de 'espéce
de structure S. Si &/ est une NMii-catégorie, & l'est aussi.

2.5. — La loi S ~— & s permet de déterminer un foncteur J
de la catégorie des espéces de structures sur &/ — c’est-a-dire de
la catégorie Z| [, &i] — dans la catégorie des groupoides, en
associant & une transformation naturelle ®: S — S’ le foncteur
J(@) : ol g g défini par J(@) (Be. f, As) = By, £, Ag,,)-

Ce foncteur est injectif, car son application sous-jacente est
injective.

2.6. — La catégorie (S) est munie d’un foncteur pleinement
fidéle P : (S>— of défini par (B, f, A;) ~—f. 11 en résulte que
toute catégorie # de l'espéce S est munie d’'un foncteur fidéle
& — &, restriction de P.

Soient s et ¢ deux structures d’espéce S sur un objet A. Nous
dirons que la structure s est plus fine que la structure ¢, relative-
ment & la catégorie & de l'espéce S, et nous écrirons s < ¢, si
(Ay, ida, A) est un morphisme de &. La relation < est une rela-
tion d’ordre entre les S-structures de A.

2.7. — Exemple. — Si S est la structure d’espace topologique,
on peut prendre pour catégorie & d’espéce S celle des applications
continues, ou des applications ouvertes, ou des homéomorphis-
mes-dans, ou simplement celle des homéomorphismes-sur qui
forme le groupoide associé & S. Dans les deux premiers cas, la
notion de structure plus fine correspond & celle de topologie plus
fine ; dans les deux derniers, deux structures comparables sont
égales.
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DerintTion 2.8. — Sotent K et S deux especes de structures
sur une catégorie Z. Une subordination de la structure K & la struc-
ture S est une transformation naturelle ® : S — K [6].

Si s est une S-structure sur objet A de o7, la K-structure ®as
sur A est appelée structure déduite de s par @. Si @ est injective,
on dit que ’espéce de structure K est moins riche que ’espéce S.
Si @ est un isomorphisme, on dit que les espéces K et S sont équi-

valentes.

2.9. — Soit, @ une subordination de K & S déterminée par
une famille d’applications @4 : SA — KA. Pour alléger les notations,
nous laisserons tomber l'indice A. Si s est un point de SA, ®s

désignera donc son image par ®s.

La transformation naturelle ® détermine un foncteur
Fp: (S)— (K}, défini par Fy(B¢, f, As) = (B, £, Ag,) pour tout
triple (B, f, As) de (S).

Soien{; & une catégorie de l'espéce S, .# I'ensemble image de
& par F(I> et 4 la sous-catégorie de (K) qui est 'Tmage de F
(ef. §1.6.4). Les morphismes de £ sont donc les composés dans
(K} d’un nombre fini d’éléments de .#. La restriction de Fy & &
détermine un foncteur Py : & — 7 .

Si les applications @4 sont toutes surjectives, la catégorie 4~
contient les isomorphismes purs. Formellement, pour tout isomor-
phisme f: A— B de &, tout point k de KA et tout point I de KB,
on a :

Kft =1 = (Byf, Ax) et (Ag, 71, B)) ex’. *

En effet, si s est un point de ®-1(k) et si ¢ égale Sf(s), les
triples (By, f, As) et (As, £1, B;s) sont des éléments de & tels que
Ds =k et Ot = O(Sf)s = (Kf)Ds = Kfk = 1.

Mais " n’est généralement pas une structure de I'espéce K.
Pour tout objet A de ./, désignons par pA la relation d’équiva-
lence sur KA définie par k est équivalent & ! (notation k~1) si
(A, id, Ay) et (Ag, id, A;) sont des morphismes de .

Notons ¥'s : KA — QA la projection canonique de KA sur son
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quotient par pA. Nous allons montrer que 'on peut définir une
espece de structure Q telle que la famille ¥ = (¥'4) détermine
une subordination de Q a K.

Cela nous permettra ultérieurement de construire une caté-
gorie d’espéce Q que l'on dira associée & & par .

Démontrons d’abord que si f: A-—B est un isomorphisme de
o/, Papplication Kf est compatible avec les relations d’équivalence
pA et oB.

Si le morphisme (A, id, Ag) appartient & ¢, il est le composé
dans #° d’une suite finie ti, te, ..., t, d’éléments de .#. Chaque t;
est I'image par Pg d’un morphisme s de &. Soient A; la source
de s, et A;le but de s; ; il résulte de la définition de Py, que @s = k
et Of = 1. ‘

Comme les triples sp = (Bgy,, f, Af) et s, ,; = (As, £-1, Bg; ) sont
des éléments de & (ce qui serait vrai méme si & vérifiait seulement
la condition % et comme ®(Sf)s = (Kf)®s = Kfk et que O(Sf)t =
Kfl, la suite Pg(so), t1, ..., tn, Pg(s,,,) d’éléments de # a pour com-
posé le morphisme (B, id, By;,) qui est donc un élément de 7.

De méme, si (Ag, id, A;) est un morphisme de ", (Bgg, id, Bgy)
en est un autre. Il en résulte que k ~ I (mod. pA) entraine Kfk ~ Kfl
(mod. ¢B). En d’autres termes, comme nous l’avions annoncé, Kf
est-compatible avec les relations d’équivalence pA et pB.

Par passage au quotient, Kf donne une application Qf : QA —
QB. La loi f~— Qf définit un foncteur Q de &/ dans &i et la
famille de surjections (¥',),.,, détermine une transformation natu-
relle de K dans Q.

On peut alors construire la catégorie 2 image de 4 par F¥.

Prorosition 2.10. — Dans les conditions décrites ci-dessus,
2 est une catégorie de Uespéce Q et le foncteur Py : A — 2 est pleine-
ment fidéle.

Puisque 7" vérifie la condition %, en vertu de ce qui précéde
2 la vérifie également. Pour montrer que 2 est une catégorie de
Pespéce Q, il suffit donc de prouver que Qfg = r si f: A—B est
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un isomorphisme de &, si ¢ est un élément de QA et r un élément
de QB et si les triples (By, f, Ag) et (A, £1, B,) appartiennent & 2.

Remarquons tout d’abord que si (B, f, Ax) est un morphisme
de, sij est équivalent & k& (mod. pA) et m équivalent & I (mod. ¢B),
la définition des relations d’équivalence entraine que (B, f, Aj),
égal & (Bp,id, B;) By, f, Ax) (Ag, id, A;), est aussi un morphisme
de . Il en résulte que si t = (B, f, Ay) est un élément de 2,
quels que soient les éléments k et [ tels que Yk =gq et ¥l =1,
t est I'image par Py du triple (By, f, Az) qui appartient nécessaire-
ment & .

Si (A4, -1, By) est aussi un élément de 2, il est donc I'image
‘par Py, du triple (A, f-1, B;) de #". Comme d’autre part (Bgy, f, Ax)
et (Ag, f1, Bg,,) appartiennent aussi & 7, on obtient par compo-
sition les morphismes (Bg;;, id, B;) et (By, id, Bgy,). Ceci prouve que
! et Kfk sont équivalents (mod. pB), c’est-a-dire que leurs images
par Wp sont égales. On a donc r = ¥ = Y(Kf)k = (Qf)¥k = Qfy,
ce que nous voulions démontrer.

Il nous reste encore & vérifier que le foncteur Py est pleine-
ment fidéle, c’est-d-dire que sa restriction a £ (Ag, Bi) est une
bijection sur 2(Ay,, By,). Or c’est une injection, puisque deux
triples distincts de (A, B;) différent par leur élément central, et
¢’est une surjection en vertu de la remarque que nous avons faite

deux alinéas plus haut.

2.11. — La catégorie 2 est appelée I'associée de la catégorie &
par la subordination ® déterminée, rappelons-le, par une famille.
de surjections. Le caractére pleinement fidéle de Py montre qu’elle
est presque I'image de & par Py, ce qui est précisé par les consi-
dérations suivantes :

Soit # la catégorie dont les objets sont les couples ({(S), &)
ol S est une espéce de structure sur &7 et & une catégorie d’espéce
S, et dont un morphisme (@) : ({(S), &) — ((R), #) est une trans-
formation naturelle ® : S — R telle que I'image ensembliste de &

par F soit comprise dans £.
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En gardant les notations ci-dessus, si ® vérifie la condition :
pour tout objet A de &7 et tout couple (s,t) de points de SA,
®s = @Ot entralne Os = Of, alore (®) se factorise & travers
{YD).

En effet, la condition entraine la factorisation de @4 & travers
4. Ceci détermine une transformation naturelle E: K-—R. Un
morphisme de  est le composé d’une suite ty, ..., t, d’éléments
images par F; de morphismes de & ; I'image de chaque t; par Fg
se trouvant dans £, leur composé 8’y trouve aussi et 'image de 4~
est incluse dans Z.

‘ D’autre part, si £ et [ sont deux points de KA équivalents
module pA, les triples (Aj, id, Ag) et (Ag, id, A;) appartiennent & 7.
Dés lors, leurs images par Fz, (Ag, id, Ag,) et (Ag, id, AEl)'
appartiennent & #%. Comme % est une catégorie d’espéce R, ceci
entraine 21 = B k, ce qui prouve que = se factorise & travers ¥.

2.12. — Exemples. — La structure de groupe abélien est sub-
ordonnée & la structure de corps par la transformation naturelle
qui associe & un corps son groupe additif. Cette transformation
n’est ni injective, car deux corps peuvent avoir le méme groupe
additif, ni surjective, car un corps posséde au moins deux éléments.
Par contre, une transformation naturelle analogue subordonne la
structure de groupe abélien & celle d’anneau et cette transforma-
tion est surjective, car tout groupe abélien peut étre muni d’une
structure d’anneau en ajoutant par exemple la multiplication nulle.
Si & est la catégorie des anneaux et des homomorphismes d’an-
neaux, la catégorie associée par cette transformation naturelle est
celle des groupes et des homomorphismes de groupes. La relation
d’équivalence pA définie au paragraphe 2.9 est alors I'identité.

La structure de groupe abélien est moins riche que celle
d’anneau relativement & la transformation naturelle qui associe &
un groupe l'anneau & multiplication nulle dont il est le groupe
additif, elle est équivalente & la structure d’anneau & multiplication
nulle. Elle est moins riche que celle de groupe relativement & la
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transformation naturelle d’inclusion des groupes abéliens dans les
groupes. Elle est équivalente & celle de Z-module; ete.

Un isomorphisme f: A — B transporte les S-structures de A
sur les S-structures de B. Pour définir le transport par un mor-
phisme quelconque, il faut prolonger S en un foncteur de o7 dans &i.

DEriNtTIONS 2.13. — Une espéce de structure covariante sur
ume catégorie S est un foncteur F : of — &1,

Une espéce de structure contravariante sur une catégorie of est
un foncteur contravariant G : of — &1.

- Le foncteur F, par restriction & o, et le foncteur G, par
restriction & o/ et composition avec la symétrie f~—sf-1 de o7,

“déterminent une espéce de structure au sens du paragraphe 2.1,
dite sous-jacente & F ou & G.

Soit £ : A—B un morphisme. A une F-structure s de A (resp.
a une G-structure ¢ de B) f associe la F-structure Ffs de B (resp.
la G-structure Gft de A), que I'on dit transportée de s par f (resp.
transportée de ¢ par f). Pour rappeler ce fait, on dit que les F-strue-
tures (resp. les G-structures) se transportent de maniére covariante
(resp. contravariante). I’on dit aussi que les structures d’espéce
S: o — &i peuvent se transporter si S peut étre prolongé a la
catégorie .o7. Un tel transport est toujours relatif au prolongement
choisi. Un morphisme (By, f, As) de (F) (resp. de {G)) est dit pur
si ¢ = Ffs (resp. si s = Gf¥).

2.14. — Exemples.

1) Les structures d’espace topologique peuvent étre transpor-
tées de maniére covariante par le foncteur F : & — &1 défini, pour
toute application f: A — B, par I'application Ff qui associe, & une
topologie sur A, la topologie sur B dont les ouverts sont les parties
de B qui ont un ouvert de A pour image réciproque par f.

Elles peuvent étre transportées de maniére contravariante par
le foncteur G : & — &i défini, pour toute application f: A — B, par
Papplication Gf qui associe, & une topologie sur B, la topologie
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sur A dont les ouverts sont les images réciproques par f des ouverts
de B. .

On remarquera que (Ff) (Gf) = idgy si et seulement si 'appli-
cation f est surjective, et que (Gf) (Ff) = idg, si et seulement si f
est injective. De toute maniére, (Ff) (Gf) transforme une topologie
de B en une topologie plus fine et (Gf) (Ff) transforme une topo-
logie de A en une topologie moins fine. De plus, (Ff) (Gf) (Ff) = Ff
et (Gf) (Ff) (Gf) = Gf.

2) Les structures de point final peuvent se transporter de
maniére covariante en posant, pour tout morphisme f: A —B,
Ff = T'Z. Semblablement, les structures de point initial peuvent

se transporter de maniére contravariante.

3) Les structures bilinéaires peuvent se transporter de maniére

covariante en posant Fi(y) = fy.

DirINITIONS 2.15. — Une catégorie de Uespéce de structure
covariante F sur s/ est une catégorie & de Vespice S : . — &i
sous-jacente & F qui, pour tout morphisme f: A—B de o7, tout s
de FA et tout t de BB, vérifie la condition :

By, , As) € S <= (By, idg, Bgy,) € L.

Une catégorie de 'espéce de structure contravarionte G sur o
est une catégorie & de Vespéce S :.of — &i sous-jacente & G qui,
pour tout morphisme £: A—B de o, tout s de GA et tout t de GB,
vérifie la condition :

(Bs, £, Ag) € & <= (Agyy, 1da, As) € .

Une catégorie & de 'espéce covariante F (resp. contravariante
G) est donc une catégorie de I'espéce S sous-jacente, telle que le
triple (By, f, A;) soit un morphisme de & si et seulement si la
structure ¢ (resp. la structure transportée de ¢ par f) est moins
fine (cf. §2.5) que la structure transportée de s par f (resp. la
structure s). En particulier, si (B;, f, As) est un morphisme pur, il
appartient & & puisque l'unité (B;, idg, Bs) (resp. (As, ida, As)) est
nécessairement un élément de &.
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2.16. — Si l'on appelle #-comparaison un triple de & dont

Pélément central est une unité, — un tel triple permet en effet de
comparer deux structures sur un méme objet, — on peut égale-

ment dire que & est une catégorie de 1’espéce covariante F (resp.
contravariante G) si ¢’est une catégorie de I’espéce S sous-jacente,
telle que ses morphismes soient exactement les éléments de (S)
qui se factorisent en cp (resp. en pc) ol p désigne un morphisme pur
et ¢ une <-comparaison. Cette factorisation est d’ailleurs unique.

2.17. — Toutes les catégories de 'espéce covariante F (resp.
contravariante G) ont pour sous-catégorie la catégorie =/ (resp.
£ €) formée des morphismes purs. La loi F ~— o7}, (resp. G ~— .7)

_permet de déterminer un foncteur J de la catégorie des espéces

de structures covariantes sur .7 (resp. contravariantes) dans celle
des catégories, en associant, & toute transformation naturelle
®:F—F, le foncteur J(®) : p— &y (resp. J(®) : L€ — ZF)
défini par (B, f, As) ~— (By,,, £, Ag,,)-

Ce foncteur J est injectif et détermine, pour chaque espéce
de structure S:.Z = &i, une bijection entre les prolongements
covariants (resp. contravariants) de S et les catégories & de l'espéce
S qui vérifient la condition : pour tout morphisme f: A — B (resp.
f:B— A) et toute S-structure s de A, il existe une et une seule
S-structure ¢ de B telle que (By, f, A;) appartienne & & (resp. telle
que (As, f, B;) appartienne 4 ).

2.18. — Dans le cas de structures covariantes ou contra-
variantes, on peut définir la subordination en reprenant mot & mot
le paragraphe 2.8. Les constructions du paragraphe 2.9 peuvent
d’ailleurs s’étendre : si nous gardons les mémes notations, mais en
supposant que K et S sont des espéces de structures covariantes
et & une catégorie de I’espéce covariante S, la catégorie " jouit
alors de la propriété : si f, k et I sont des éléments respectifs de
(A, B), KA et KB, alors :

By, f, Ax) € = (B, id, Bgyy) € 7,
By, id, Bgy) € 4 = By, id, Ax) e X * %
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En effet, si (By, f, As) est un élément de & dont I'image par P, '
est (B, f, Az), le triple (B, id, Bg;,) qui appartient alors & &, a
pour image par P, l'élément (B, id, By;), puisque @(Sf)s =
(Kf)ds = Kfk.

Pour vérifier la deuxiéme partie, il suffit de montrer que tout
morphisme pur, t = (Bgy;. f, Az), est élément de . Or, si s est
un élément de ®-1(k), le triple (Bg,, f, As) appartient & & et son
image P, est t, puisque ®(Sf)s = (Kf)ds = Kfk.

- Désignons par .#* I’ensemble des triples (By, id, Bg;,) tels que
(Bi, £, Ax) appartienne & . Soit ' la sous-catégorie de (K)
engendrée par £ °U #’ (cf. §1.4.7). La catégorie ¢ jouit de la

propriété : si f, k et I sont des éléments. respectifs de (A, B),

KA et KB, alors :
By f, Ag) e <= (By, id, Bgy,) €47

L’implication de droite & gauche provient du fait que £~ con-
tient " et ainsi tous les morphismes purs. Etablir I'autre impli-
cation revient & démontrer que tout morphisme de ¢’ se factorise
en un produit cp d’une #"-comparaison (cf. §2.16) et d’un mor-
phisme pur. Or, la définition de .# entraine que tout morphisme
de " se factorise en un produit de la forme cp. De plus, un mor-
phisme de ™’ est le composé d’une suite finie d’éléments qui sont,
soit un morphisme de 2, soit une J4'-comparaison appartenant
a J’. Dés lors, si nous prouvons qu’un composé tc d’un élément
de A et d'une X "'-comparaison appartenant & ' peut aussi se
mettre sous la forme ct, comme le composé de S '-comparaisons
en est une autre, une récurrence finie aménera un élément quel-
conque de "’ & prendre la forme ecp.

Considérons donc un composé (Cn, g, Bs) (By, id, Bg;,) d’un
morphisme de £~ et d’un triple tel que (B, f, Ax) appartienne & ¢ .
Le triple (Cn, gf, Ax) = (Cn, g, B1) (By, f, Ag) est un élément de 4~
et, par conséquent, (Cp, id, Cg,) appartient & #'. En outre, le
morphisme (Cg - 8 Bgs) est pur et appartient donc & /. Nous
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obtenons alors la décomposition désirée, car
(Cm, g, Br) By, id, Bgy) == (Cm, id, CK(gf)k) (c K S B( +)-

C’est & partir de %" que 'on va définir les relations d’equlva—
lences sur les ensembles KA en posant, comme au paragraphe 2.9,
k est équivalent & I modulo pA si (Ayg, id, A;) et (Ay, id, Ax) sont
des triples de . Nous désignerons de nouveau le quotient par
¥, : KA QA. ‘

Q est alors une espéce de structure covariante sur 7, car si
f: A— B est un morphisme de o et si k£ et I sont des points de KA
équivalents modulo pA, comme  (Bgg,, f, Ax) appartient a "', on
obtient, par composition avec (Ag,id, A;), le triple (B ka,‘f Ay) de

blement (Bggp id, Bm) est aussi un triple de A et Kfl est equl-
valent & Kfk modulo ¢B. Dés lors Kf donne lieu & un morphisme
Qf : QA — QB. ,

Soit alors 2 la catégorie image de A par Fy. Nous avons vu
au paragraphe 2.10 qu’elle était T'image ensembliste de ™. Elle
jouit des lors de la proprlete %% ol l'on remplace S et A par 2.
Autrement dit, 2 est une catégorie de ’espéce covariante Q.

La catégorie 2 est appelée catégorie associde & & par la sub-

ordination ®.

2.19. — Soit alors & la catégorie dont les objets sont les
couples ((S), &) ot S est une espéce de structure covariante sur
<« et & une oatégorie de l’espece covariante S, et dont un mor-
phisme <O : ({8, &)~ ((R), &) est une transformation naturelle
®:S—R telle que 11mage de & par F, soit comprise dans Z.

Dans les conditions précédentes, si la transformation © est
telle que pour tout couple (s, £) de points de SA, @as = Dt entraine
®as = 04f, le morphisme (@) se factorise & travers (V'®).

En effet, cette condition signifie que ® se factorise en E @
a travers une certaine transformation naturelle = : K — R. Comme
S est 'image de #° par F,, I'image de .# par F sera comprise
dans Z.

48



Or, un morphisme (B, f, Ax) de " est le composé dans (K)>
d’une suite finie d’éléments de .# ; son image par le foncteur F
est donc un élément (By, f, Ay) de Z. Et comme Z est une catégorie
de I'espéce covariante R, (By, id, Begg,) est un élément de £, image
par Fz du morphisme (By, id, Bg,). Finalement I'image de #” par
F_ est comprise dans Z.

Mais alors, deux éléments k& et I de KA, équivalents modulo
pA, ont méme image par Ea. En effet, les triples (A, id, Ax) et
(A, id, A;) de ™ ont respectivement pour image dans Z les triples
(Ag,id, Ag) et (Ag, id, Ag), et comme % est une catégorie de
Pespéce R, cela entraine 5[ = E k.

Autrement dit, =, se factorise & travers ¥4 et la transformation

~—naturelle- @ se factorise en  A¥® ou A-est un morphisme de Q-

dans R. Comme la catégorie 2 est I'image ensembliste de 2 par
Fy, son image par F, est comprise dans %. En d’autres termes,
comme nous l'avions annoncé, (®) se factorise & travers (¥'®).

2.20. — Exemple. — Soient S l'espéce de structure d’espace
topologique et F et G les ‘prolongenienbs de S définis au para-
graphe 2.14. La catégorie des applications continues est une caté-
gorie de l'espéce covariante F et aussi une catégorie de 1’espéce
contravariante G. Il n’en est pas ainsi de la catégorie des applica-
tions ouvertes ni de celle des homéomorphismes.
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CuariTrE 111

PROBLEMES UNIVERSELS

DEFINITION 3.1. — Le probléme universel associé & une espéce

de structure covariante ou contravariante F : of — &1 est le susvant :

_Trouver un objet U muni d’une F-structure w, de telle fagcon que

les F-structures sur wn objet quelconque X puissent s’obtenir d'une
et d’'une seule maniere par transport de u.

Autrement dit, si Fest une espéce covariante (resp. contra-
variante), on demande que l’application &/(U, X)— FX (resp.
(X, U)— FX) déterminée par f ~-> Ffu soit une bijection.

Nous devons & A. Grothendieck le résultat suivant :

TraEOREME 3.2. — 8t U, et V, sont solutions des problémes
universels posés par les espéces de structures covariantes (resp. contra-
variantes) F et G : o/ — &1, et si O est une subordination de G a F,
alors il existe un et un seul morphisme £:V —>TU (resp. £: U—V)
tel que ®yu = Gfv.

Corollagre. — Les solutions éventuelles d’un probléme universel
sont isomorphes.

Dans le cas covariant, ceci résulte de la bijection &/ (V, U)-GU.
Le corollaire s’en déduit, car si F = G, en prenant pour ® I'iden-
tité, on a un et un seul morphisme f: V— U tel que u = Ffv et
un et un seul g: U—V tel que v = Fgu. Par suite, Ffgu égale
et fg, seul morphisme qui transporte u sur u, est I'identité.

Si ./ est une Mi-catégorie, un foncteur F : .o/ — &i est dit
représentable s'il est isomorphe & un foncteur Hy ou H* (cf. § 1.4.9).
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ProposITION 3.3. — St o7 est une Mli-catégorie et si ¥ : of — &i
est un foncteur covariomt (resp. contravariant), les trots propriétés
sutvantes sont équivalentes :

10 Le probléme universel défini par F admet une solution.

20 La catégorie o g (resp. LF) posséde un objet coponctuel (resp.
ponctuel) (cf. § 1.7.3).

30 Le foncteur F est représentable.

Supposons F covariant.

10 = 30, Si U, est une solution, on définit une équivalence
naturelle ® : Hy—> F en posant : ®x est la bijection canonique
£/ (U, X) - FX.

30 = 20, Tl suffit d’envisager le cas F =Hy. Siu:U—>Uest

un isomorphisme, U, est un objet coponctuel, car si s appartient
a (U, A), alors o/5(Uy, As) contient pour unique élément le
triple (As, su 1, Uy). ~

20 = 10, Dire que &7(Uy, As) posséde un et un seul élément
revient & dire qu’il existe un et un seul morphisme f: U — X tel

que Ffu = s.

3.4. — Exemples.

1) Le probléme universel posé par ’espéce de structure contra-
variante des espaces topologiques (cf. § 2.14) n’admet pas de solu-
tion, car on ne peut trouver un espace topologique tel que tout
autre espace topologique s’en déduise d’une et une seule maniére

par le procédé de I'image inverse.

2) Une solution du probléme universel posé par l'espéce de
structure de point final (resp. de point initial) relative & un dia-
gramme D : 2 — o/ & valeurs dans une Jlti-catégorie .o/ est une
limite inductive ou limite directe de ce diagramme (resp. une limite
projective ou limite tnverse). Si & est une catégorie discrete, on
Pappelle aussi une somme directe (vesp. un produit direct) de la
~famille d’éléments de <7, définie par D.

3) Il existe toujours une solution du probléme universel posé
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par U'espéce de structure bilinéaire relative au produit de deux

groupes abéliens, c¢’est leur produit tensoriel.

3.5. — Revenons & ’exemple n° 2, une limite inductive d’'un
diagramme D : 2 — .o/ est donc formée d’un objet U de la INi-
catégorie o/ et du graphe associé & une transformation naturelle
® : D — Cy, Cy étant un foncteur constant (cf. § 1.7.6). Une limite
inductive est donc déterminée par la donnée de @. S’il en existe,
les limites inductives sont isomorphes, et les transformations natu-
relles qui les déterminent sont isomorphes dans la catégorie #i\D
(cf. §1.6.1). On peut donc en choisir une que 'on nomme abusive-
ment lo limite inductive de D. C’est une transformation naturelle
lim D formée de morphismes ayant méme but. On nomme ce but

——
la Limite Inductive de D, on le note Lim D et on appelle aussi

lim D Vsnclusion canonique de D dans Lim D.

——

L’expression : (A, (ap)p.y,) st la limite inductive de D, signifie :
A est égal & L1m D et (ap) est la famille de morphismes de but A
qm détermine l1m D. Le morph1sme ap est alors appelé 'inclusion

canonique de D( ) dans A.
La transformation lim D est telle que, pour chaque objet A

——

de &, toute transformation naturelle ® : D — C, se factorise de
maniére unique & travers lim D (pour la loi V). Le résultat de
—_

la factorisation est une transformation naturelle constante (cf.
§ 1.7.6) ; elle est donc déterminée par un morphisme que I'on note

fim @ : Lim D — A,
- — ——
Lorsque lim D existe, cette transformation détermine un fonec-

teur Ly, : [, :)T—> &/ qui prolonge D. Si D’ : & — &/ est un autre
foncteur qui admet une limite inductive hm D':D'—~C (hm D",
et si ®: D — D’ est une transformation na,turelle elle determlne
la transformation ®* : S’ S (cf. §2.2) entre les structures de
point final relatives & D’ et 4 D. En vertu du théoréme 3.2, il
existe alors un morphisme unique f: Lim D—>Lim D’ tel que

HIm D' VO =1T%V hm D. Ce morphisme est des1gne par hm D.

—_—
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Si nous désignons par Z(¥, &) la sous-catégorie pleine de
Fi[2, /] dont les objets sont les diagrammes qui admettent une
limite inductive, nous obtenons donc un foncteur L; : g(@, o) >
Fi[[2, o], ] en associant, & un diagramme D, le foncteur Ly
et, & une transformation naturelle ® = (®;),.,, la transformation
naturelle (®j)ig ) o @, = lim ®. Par restriction & I'élément o,
on obtient le fonoteur lim : (2, of) — o, défini par D ~—> Lim D
et ® ~— lim . - -

3.6. — Soit maintenant F: .o/ — % un foncteur. Nous dési-
gnerons par ZLg(Z, &) la sous-catégorie pleine de (¥, /) dont
les objets sont les diagrammes tels que FD admette une limite
- inductive. En désignant abusivement par le méme symbole un
foncteur et sa restriction & Lg(2, o), nous obtenons une trans-
formation naturelle A : LF, — F,L entre les foncteurs :

L
LD, )5 2@, P) > F(2, 0], 7]

L
et L@, ) > FA(D, o], L15 F[, o, 7],

en posant que, pour tout foncteur D :Z — o/, Ap:Lpp— FLy
est la transformation naturelle déterminée par une famille de mor-

phismes tous unités, sauf celui d’indice » qui vaut fim (F lim D) :
lim FD — F lim D.

— e

On peut traiter de la méme maniére le cas des limites projec-
tives et obtenir un foncteur A’ : F,L — LF,.

Nous dirons que le foncteur F:.of — P est semi-compatible
avec les limites inductives (resp. projectives) des diagrammes de
schéma &, si A admet une rétraction (resp. A’ une section).

Si le foncteur F : of — & est contravariant, on garde les mémes
définitions, mais en travaillant sur la catégorie duale de .27 Ainsi,

dans le premier cas, on obtient un foncteur A : LF, —F,L.

3.7. — Dans ce paragraphe, nous désignerons par
t:FiA X B, P~ FiA, Fi[HB, #]]
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le foncteur canonique défini au paragraphe 1.5.10, et par j son
inverse. Nous écrirons ®¥ et ¥ au lieu de #(®) et h(¥).

Il résulte des définitions que I'image par le foncteur # d’une
transformation naturelle constante I', = I'(1) en est une autre. Plus
précisément, c’est la transformation déterminée par le morphisme
constant T, de Zi[#, #]. Symboliquement, on peut écrire :
I‘F = I'(I). De la méme maniére, si Cp est un foncteur constant

e Filod x B, P], on a C¥ = C(Cp).

Soit D : o7 X % — 2 un diagramme tel que D¥ : o — Fi[ %, P

admette limite une inductive lim D¥ ; D¥ Ci. L = Lim D¥ est

—_— —
done un foncteur de % dans &. Dans ces conditions, les limites

inductives de D et de L existent simultanément et sont liées dans

ce cas par les relations :
Lim D — Lim L — Lim Lim D¥ et ['(lim L) . lim D¥ — (im D)#
—_—— —_— —— . —— —_— —_—
(pour étre tout-a-fait rigoureux, nous devrions dire : il existe
un isomorphisme p : le D le L tel que F(llm L). hm D¥ —

('(p) - lim D)# ). La dermere relatlon peut encore s’écrire : hm L=

—_

fim (lim D)#.
—— ——
En d’autres termes, ceci signifie que l'inclusion canonique de

D(A, B) dans Lim D est le composé de l'inclusion canonique de

—

D#(A) dans L, prise au point B, et de 'inclusion canonique de L(B)
dans Lim L.

—

Supposons d’abord que le diagramme D admette une limite
induective hmD D — C(Lim D). On en déduit que (hm D)# est

un fonoteur de D¥ dans C(C(le D)) et se factorise de maniére
unique en I'y hm D# v des1gnant la transformation naturelle

fim (lim D)#’. Nous allons montrer que toute transformation natu-

——— ——

relle @ : L — Cp out Cp est un foncteur constant de & dans &£, se
factorise de maniére unique & travers V.

Or, dans ce cas, I'y. lim D# est une transformation naturelle

de D¥ dans C(Cp). B
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Sa correspondante par le foncteur § est une transformation
naturelle entre les foncteurs D et Cp: &/ X # — Z. Elle se facto-
rise donc de maniére unique en I'g . lim D. En prenant alors I'image
par le foncteur #, nous obtenons : lim D¥ — F# (llm D)# =
I'(T,) . Ty . im D¥ — (T, . 7). lim D# Dés lors, & — T, . ¥ —
fim Te- liE—D ), et ¥ est bien une hmlte inductive de L

—

Réciproquement, si le diagramme L admet une limite induc-
tive im L : L — C(le L), on peut considérer une transformation
naturelle'd) D — Cp de Fi[A X 4B, P]. Dans ce cas, la transfor-
mation ©F : D¥ — C(Cp) de Fil, Fi[#, #]] se factorise de
maniére unique en I'y . lim D¥ ot ¥ est une transformation natu-

‘relle de L dans Ce. Mais alors ¥ se factorise & son tour de maniére
unique en I'g .lim L et ’'on obtient :
—

o¥ = I(T, . lim L) . lim D¥ = I'(T'y) . T(lim L) . lim D¥#

et ® =T, . ([(lim L) . im D%)A,
Comme cette factorisation est unique, le deuxiéme facteur du

second membre est bien une limite inductive de D.

3.8. — En nous basant sur la proposition 1.7.4, nous pouvons
trouver des conditions d’existence de solution & un probléme uni-
versel.

Soit F : &/ — & une espéce de structure covariante. Un objet
structuré Es (ol s € FE) sera dit une quasi-solution du probléme
universel posé par F si, pour tout objet X de ., I'application
(B, X) - FX déterminée au paragraphe 3.1, est injective. Il
revient au méme de dire que l'application identique de Es est

coconstante dans la catégorie oy (cf. §1.7.1).

ProrosiTioN 3.9. — Soit F:of — & une espéce de structure
covariante. Supposons que

1° la catégorie </ admelte dans ZB° des produits directs jusqu’a

Pordre «,
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20 le foncteur F soit semi-compatible avec les produits directs
d’ordre inférieur & «,

30 4l existe un ensemble S de cardinal inférieur & «, constitué
d’objets F-structurés de B° qui sotent des quasi-solutions du probléme
universel posé par F, et tel que pour tout objet structuré As, il existe
un objet structuré A, dans S et un morphisme pur a : AL, — A,

Dans ces conditions, F admet une solution pour som probléme
universel. '

En effet, désignons par %3 I'ensemble des objets F-structurés
de %° et montrons que la catégorie o/ admet, dans %2, des pro-
duits directs jusqu’a l'ordre «. Soient I = (Bj, s;),; une famille
d’éléments de %3, de cardinal inférieur & o, et A’ : [[F—~F T la

section du foncteur A’ du paragraphe 3.6, dont l'existence est
assurée par le 20 (]| est évidemment le foncteur L associé & la
catégorie discréte d’ensemble sous-jacent I). Posons B = T[ B,
s = (A),((S)p), et désignons par p; et g; les i-émes projections
de B et de T] FI = ] (FB,).

f ’
¢ ——=B FC —2L w Fp =800

( A I)o)

B; FB;

TI(FBy)

i

On a : Fps = Fpi(A),((s)) = q((s;) = s. Le triple P; =
((By, 81), ps, Bs) est donc un élément de /5. Nous allons montrer
que (Bs, (Pi)ir) est un produit direct de 1.

Considérons un objet C, de &/ et, pour tout i dans I, un
morphismefi = ((By, 8y, f;, Cy) appartenant & o/F. Posons f = ﬂ— (£).
Pour chaque i de I, on a qyAy) Ffr = Ffr = 5. Il en résulte :
(AP Ffr = (s;) et Ffr = (Ap),(A) Ffr = s. Le triple f = (B, f, Cr)
appartient done & 7. De plus, f‘)if = fi et f est le seul morphisme
de &/ & jouir de cette propriété, puisque f est le seul morphisme
de 7 & vérifier les relations p,f = f,.

Dés lors, en appliquant le proposition 1.7.4, on voit que .7
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posséde un copoint, et la. proposition 3.3 entraine que F admet
une solution pour son probléme universel.

3.10. — Eaéemple. — La proposition 3.9 donne une preuve
indirecte de 'existence du produit tensoriel de deux JIi-groupes
abéliens A et B. Soit ¢ la catégorie des JNi-groupes abéliens; la
catégorie des Ii-groupes abéliens admet dans %° des produits
directs jusqu’a 'ordre m. La structure bilinéaire est semi-compatible
avec les produits directs, car si (f; : A X B— Gy),; est une famille
d’applications bilinéaires, ﬁ fi: A X B—T] G est aussi bilinéaire.
Enfin, la troisiéme condition est vérifiée, car, si f: A X B— G est
bilinéaire, sa corestriction f' : A X B — G’ au sous-groupe engendré
par f(A x B) est aussi bilinéaire, et (G, f) est une qliasi-solution,
- puisque deux homomorphismes de G’ dans un groupe H, dont les
composés avec f' sont égaux, sont nécessairement égaux. D’autre
part, G’ est isomorphe & un groupe quotient du groupe libre L
engendré par 'ensemble (A X B)°. On peut donc prendre pour .¥
Iensemble des couples (G', f') o G’ est un groupe quotient de L,
et ot f':A X B+ G’ est une application bilinéaire telle que
f'(A X B) engendre G’. Il faut bien slr vérifier que card . est
inférieur & m, c’est-d-dire que .# appartient au microcosme JL.
Or on a : G e PPL) et card G’ < card L, et par suite : card
bilin (A X B, G') < card L**B, On en déduit :

card # <card U Dbilin (A x B, G')
e PP
< card PP(L) card LA < m.

3.11. — Le groupe libre Lg (abélien ou non), engendré par
un ensemble E de générateurs, jouit de la propriété caractéristique
suivante : toute application de E dans un groupe G se prolonge
de manijére unique en un homomorphisme de Lg dans G.

Par analogie, nous dirons ce qui suit. Soient 7 et .# deux
IMi-catégories et F : of — .4 un foncteur (nous poserons Fa = a#),
A tout objet M de .#, on peut associer le foncteur Ly : of — &1
défini, pour tout morphisme a : A — B de 7, par LyA = .#(M, A¥)
et Lya est 'application af (cf. §1.4.8).
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Ce foncteur pose le probléme universel suivant : trouver un
objet Ly de o7, et un morphisme ly : M — Lﬁ de A tels que, pour
tout objet A de o/ et tout morphisme m : M — A% de , il existe
dans &/ un et un seul morphisme mf Ly — A qui vérifie
m = mh#IM.

S’il en existe, les solutions de ce probléme sont déterminées
& un isomorphisme preés. On en choisit une & laquelle on réserve
les notations Ly et ly. Le couple (L, lu) est alors appelé 'objet-
libre de o engendré par M relativement & F, le F-reflet-libre de M
ou encore le F-reflet-direct de M; Ly se nomme 1’Objet-Libre
engendré par M, le F-Reflet-Libre de M. ou encore le F-Reflet-Direct
de M, et ly l'inclusion canonique de M dans Lﬁ (*). Une condition
~ nécessaire et suffisante pour que ly soit un monomorphisme est
qu’il existe un monomorphisme de M vers un objet de la forme A%,

Par dualité, on peut associer & un objet M de .# le foncteur
contravariant Dy : & — &i défini, pour tout objet A et tout mor-
phisme a de .7, par DyA — #(A%, M) et Dya — aff*.

Ce foncteur pose le probléme universel de trouver un objet
Dy de o et un morphisme dy : Dﬁ+ M de .# tels que, pour tout
objet A de o et tout morphisme m : A% . M de .t , il existe dans
&/ un et un seul morphisme mtq :A-> Dy qui vérifie m = deh#.

Si ce probléme est résoluble, on choisit une solution & laquelle
on réserve les notations Dy et dy. Le couple (D, dm) s’appelle
Pobjet-inverse de 2/ engendré par M relativement & F, ou le F-reflet-
inwverse de M ; Dy est 1’Objet-Inverse ou le F-Reflet-Inverse, et dy, la
projection canonique de Df} sur M. Cette projection est un épi-
morphisme si et seulement §’il existe un épimorphisme d’un objet
de la forme A¥ vers M.

3.12. — Exemples.
1) Le groupe libre engendré par un ensemble est I’Objet-Libre

(*) Dans[®], si F est 'inclusion dans « d’une sous-catégorie pleine =7,
ce que nous nommons Objet-Libre ou Objet-Inverse est appelé #’-projection

ou «’-éjection.
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engendré par cet ensemble relativement au foncteur qui associe a
un groupe ’ensemble sous-jacent.

2) Si I'on appelle groupe dérivé G’ d’un groupe G le quotient
de G par le sous-groupe de ses commutateurs, le groupe G’ est
I’Objet-Libre engendré par G relativement & I'inclusion de la caté-
gorie des Jt-groupes abéliens dans celle des JIt-groupes quelconques.
Remarquons que 'inclusion canonique est ici une surjection.

3) Rappelons qu’un ensemble préordonné .# peut étre consi-
déré comme une catégorie (notée abusivement .#) dont les objets
sont les éléments de .# et les morphismes les couples (j, i) : i—>j
tels que i soit inférieur & j. On peut étendre l'ordre de .# & P(5),
~ en écrivant A < B pour deux parties A et B de ., lorsque tout
point de A est inférieur ou égal a tout poiniﬁ de B. L’Objet—lﬁi%érse '
engendré par une partie A de Z, relativement & l'inclusion cano-
nique de .# dans P(S), est la borne inférieure de A ; ’'Objet-Libre,
la borne supérieure.

4) Soit A un ensemble. La topologie engendrée par un ensem-
ble  de parties de A est 1’0Objet-Libre engendré par le foncteur F,
défini sur la catégorie des topologies sur A ordonnées par la rela-
tion Cj est moins fine que Tz, et & valeurs dans celle des éléments
de P(P(A)) ordonnés par inclusion, qui associe & une topologie T
T’ensemble de ses ouverts.

5) Soient E un espace topologique, & ’ensemble de ses fermés,
0 celui de ses ouverts. L’adhérence d’une partie A de E est ’Objet-
Libre engendré par le foncteur inclusion de & dans P(E) munis
de la relation c. L’intérieur de A est ’Objet-Inverse engendré par

le foncteur inclusion de ¢ dans P(E).

6) Soient Z et & deux IN-catégories. Soit C : & — F[D, ]
le foncteur canonique défini au paragraphe 1.7.6. La limite pro-
jective d’'un diagramme D : & — o est ’objet-inverse engendré par
D relativement & C ; sa limite inductive est ’objet-libre engendré

par D.
7) Soit # la catégorie dont les objets sont les Jli-groupes
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abéliens et les couples de Ji-groupes abéliens, dont les morphismes
sont déterminés par Z(A,B) = Hom(A, B), #((A,B), (C, D)) =
Hom(A, C) x Hom(B, D), #(A,B,C)) =0 et H((A,B),C)=
bilin (A x B), C), et dont la loi de composition résulte de la com-
position des applications. Soit F : 4 — & P'inclusion de la catégorie
des groupes abéliens dans . L’Objet-Libre engendré par (A, B)
relativement & F est le produit tensoriel A ® B.

3.13. — Considérons trois Ni-catégories, o, A et £, et deux
foncteurs F : & — .4 et G : .M — P. Supposons que (M, p) soit le
G-reflet-libre d’'un objet P de &, et (A, m), le F-reflet-libre de M.
Nous allons montrer que (A, q) ou q égale (Gm)p, est isomorphe
~ au GF-reflet-libre de P.

M —5—®FX

Soient X un objet de o/ et x : P — GFX un morphisme de £.
Soient y: M— FX le morphisme de .# tel que x = (Gy)p et
z : A— X le morphisme de o7 tel que y = Fzm. On a (GFz)q =
(GFz) (Gm)p = (Gy)p = x, et il reste & démontrer 'unicité d'un z
vérifiant (GFz)q = x.

Soit t : A — X un autre morphisme de /. Comme il existe un
seul z tel que (Fz)m =y, le morphisme (Ft)m est distinct de y ;
et comme il n’y a qu'un seul y tel que (Gy)p = x, le morphisme
(GFt) (Gm)p est différent de x. Le composé (GFt)q est donc aussi
distinet de x. ' ’

D’autre part, si (M, p) est le G-reflet-libre de P et (A, q) son
GF-reflet-libre, on démontre de la méme fagon que si m est le
morphisme tel que (Gm)p = q, alors (A, m) est le F-reflet-libre de

M. Nous obtenons donec :
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TuEOREME 3.14. — Transitivité des objets-libres et inverses. —
Sotent oL, M et P trois Mi-catégories, F: o -~ M et G: M~ P
deux foncteurs, et (M, p) le G-reflet-libre (resp. inverse) d’um objet P
de P. Si le F-reflet-libre (resp. inverse) (A, m) de M ou le GF-reflet-
libre (resp. inverse) (B, q) de P existe, Uautre existe aussi et il y a un
isomorphisme s : A — B tel que ¢ = (GFs) (Gm)p (resp. q(GFs) =
p(Gm)).

Les objets-directs et inverses sont intimement liés aux fonc-
teurs adjoints de Kan[15]. Le théoréme suivant montre qu’ils
constituent en quelque sorte une étude locale, élément par élément,
d’une structure qui, lorsqu’elle existe globalement, s’exprime par

un foncteur adjoint.

TuEOREME 3.15. — Soit F : o — M un foncteur entre Ii-caté-
gories. Il existe un objet-libre (resp. tnverse) de o engendré par chaque
objet de M relativement & F si et seulement si F admet un adjoint
o gauche L (resp. & droite D).

En effet, avec les notations du paragraphe 3.11, on définit
le foncteur L :.# — .o/ en associant, & un objet M de .#, I'objet
Ly de &7 et, & un morphisme m : M — N de .#, le seul morphisme
a de & tel que a#’lM = lym. La définition des objets-libres entraine
alors Dexistence d’une bijection /(LM, A)—.#(M, FA) qui est
visiblement une équivalence naturelle. La réciproque résulte des

définitions.

THEOREME 3.16. — Soient G : of —.M# un foncteur entre Ji-
catégories, et F : .M — &1 une espéce de structure covariante (resp.
contravariante) qui admette Uy pour solution aw probléeme universel
gw’elle pose. La solution V, du probléme universel posé par FG et
le G-reflet-libre (L,1) de U (resp. le G-reflet-inverse (D, d)) existent
simultanément ; il y a alors un isomorphisme s : L—V tel que (Gs)l
transporte w sur v (resp. um isomorphisme s:V — D tel que d(Gs)
transporte v sur w).

En effet, si V, existe, (GV), est un objet F-structuré de .#
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et il existe un unique morphisme 1: U— V qui transporte « sur v.
Nous allons montrer que (V,1) est un G-reflet-libre de U. Si
m : U— GA est un morphisme de .# et si w égale (Fm)u, il existe
un unique morphisme mi: VA qui transporte v sur w. Le mor-
phisme (th)l transportant « sur w doit donc étre égal & m. Réci-
proquement, si (L,1) est un G-reflet-libre de U et si v = (Fl)u,
L, est solution du probléme universel posé par FG, car si A, est
un objet FG-structuré de 7, il existe un morphisme unique
m:U—FA qui transporte » sur w. Il lui correspond un unique
morphisme mi VA tel que (Fmﬁ)l = m ; dés lors, Fmf et par
suite m® transportent v sur w.

© 3.17. — Soit F : o/ — & un foncteur. Désignons F(a) par a¥.

Soient A un objet de &, p: P> A% umn sous-objet de A% ot
q: A% Q un objet-quotient de A% On appelle sous-objet de A
engendré par p relativement & F (resp. objet-quotient de A, reflet-
inverse de q), le plus petit sous-objet s de A (resp. objet-quotient)
tel que p se factorise & travers ¥, '

Par exemple, le sous-groupe engendré par un sous-ensemble
est le sous-objet engendré relativement au foncteur qui associe &
un groupe l’ensemble sous-jacent.

Supposons que F soit un foncteur fidele (¢f. § 1.4.4) et que P
engendre un objet libre (L, 1) relativement & F. Si m est un mor-
phisme de source P, désignons par m¥ le morphisme de o tel que
m## — m. Dans ces conditions, 'image de ph dans o et le sous-
objet de A engendré par p existent simultanément et sont alors iso-
morphes.

En effet, si s:S— A est 'image de ph et si x est un sous-objet
de A tel que l'on ait un y dans & qui vérifie p = X#y, on a
X#ywl = x#y =p= phﬁl. Comme 1 est injectif (cf. § 3.11), x#yh#
est égal & ptm'. La fidélité de F entraine th = pb et par suite
s est inférieur ou égal & x. Réciproquement, si s:S — A est le
sous-objet engendré par p et si x est un sous-objet de A tel qu’il
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y ait un z dans o/ qui vérifie ph = XZ, On & : < H = ph#l = p.
Le composé cp se factorise donc & travers ¥ et s est inférieur ou
égal & x.

Par dualité, si F est un foncteur fidéle et si Q admet un reflet-
inverse (D, d), la coimage de qt1 et le reflet-inverse de q existent simul-

tanément et sont alors isomorphes.
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CuAPITRE 1V

PROBLEME UNIVERSEL DU QUOTIENT

DiriNtTIONS 4.1. — Une représentation d’une IMi-catégorie o
est un foncteur R : of — &1.

Une catégorie représentée est un couple (<, R) ot o est une
Mi-catégorie et R une représentation de . . '

Soit (o', R’) une autre catégorie représentée ; un foncteur
F:of - o sera dit compatible avec les représentations R et R’ si
R égale R'F. Si R” est une représentation de &/” et F' : &' — /"
un foncteur compatible aveec R’ et R”, alors F'F est compatible
avec R et R". La catégorie dont les objets sont les catégories
représentées et dont les morphismes sont les foncteurs compatibles,
n’est autre chose que la catégorie ¥i/&i. Par abus de notations,
nous écrirons parfois .27 au lieu de (&7, R).

4.2. — FExemples.

1) Si & est une catégorie d’'une espéce de structure S sur &7,
la projection canonique P : . — &i est une représentation fidéle
de o, dite aussi représentation canonique.

2) Soit &7 une Nii-catégorie, on définit une représentation de
&7, appelée représentation but B : & — &'i, en associant, & chaque
objet A de o, 'ensemble des morphismes de but A et, & tout
morphisme f: A —B de &7, l'application f,.

3) A tout objet A d’une Nti-catégorie &/ on peut associer la
représentation Hy : o — &i. Cette représentation est surtout utile
lorsque A est un point de 7.

64



4) Une représentation R : ./ — &1 est un foncteur compatible
avec R et avec la représentation identique de &1i.

5) Le foncteur qui associe & un anneau topologique sa struc-
ture de groupe abélien sous-jacente est compatible avec les‘repré-

sentations canoniques.

4.3. — Soit ./ une catégorie représentée par le foncteur
R:o/ — &i. Sif: A->B est un morphisme de .27, nous écrirons
A° et fo au lieu de RA et Rf. De plus, malgré I'abus de langage,
au lieu de dire que @ est un point de A°, nous dirons que a est
un point de A et nous écrirons ¢ € A. De méme, nous écrirons f(a)

au lieu de fo(a).

DEFINITION 4.4. — Une éqm'vdzence sur un objet A d’une caté-
gorie représentée of est un couple p = (A, p°) ol o est une relation
déquivalence sur Vensemble Ao, ' '

Deux points @ et a’ de A°, équivalents modulo p°, seront
également dits équivalents modulo p (notation : a ~ a’ (mod. p)).
Un morphisme f: A—B de &7 compatible avec o-est par définition
un morphisme tel que des points équivalents modulo ¢ aient méme
image par f.

Nous désignerons par Comp (p) I’ensemble des morphismes de
</ compatibles avec p. Il est clair que le composé gf d’un mor-
phisme f compatible avec p et d’'un morphisme g de ./ est un
morphisme de Comp (p). Si nous posons, pour tout morphisme
f:X—7Y de o/, C(X) est 'ensemble des morphismes de but X
compatibles avec p, et C,(f) est la restriction de f,, nous définissons
donc un foncteur C, : o/ — &'i.

Nous dirons que le morphisme f : A — B sépare les points a et a’
de A si f(a) est distinet de f(a).

DirintTION 4.4. — Une équivalence saturée sur un objet A est
une équivalence o telle que deux points a et o’ de A non équivalents
modulo o sotent toujours séparés par auw moins un morphisme f

compatible avec .
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Les équivalences sur un objet A de &/ forment un treillis:
complet pour la relation d’ordre : p est plus fine que o (notation
e < o) si p° est plus fine que o°, ¢’est-a-dire si deux points a et a’
de Ao, équivalents modulo ¢°, le sont aussi modulo ¢°. Il en résulte-
que si p est plus fine que o, Comp (s) est contenu dans Comp (p).

La borne inférieure p d’une famille (p;) d’équivalences saturées:
est saturée, car si @ et o’ sont deux points de A non équivalents
modulo p, il existe un i tel que ces points ne soient pas équivalents.
modulo ;. On peut done trouver un morphisme f, compatible avec g;
et & fortiori-avec p, qui les sépare. Enfin, nous noterons 1 = (A, 1°)
la borne inférieure de toutes les équivalences sur un objet A ; 1° est
ainsi la relation d’équivalence discréte sur Ao°.

4.5. — La saturée dans ./ d’une équivalence o est par défi-
nition la borne inférieure des équivalences saturées moins fines.
qué p. De telles équivalences existent effectivement, par exemple-
Iéquivalence p; = (A, p9) ol ¢f est la relation d’équivalence solide.
La saturée de p est donc 1’équivalence, notée ¢, telle que 'on ait:
pour deux points.a et o’ de A :

a~a' (mod. p,) <> (V1) (feComp (p) = f(a) = f(a)).

Il en résulte encore que

¢ <o = Comp () c Comp (p) = o, < 0

4.6. — Bxemples.

1) Soit f: A—B un morphisme de &. On lui associe une
équivalence o; sur sa source, définie, pour tous les points a et a’
de A, par la relation :

a~a' (mod. o;) <=f(a) = f(a').

Cette équivalence est saturée, car f est un morphisme compa-
tible avec o; qui sépare les points de A non équivalents modulo o;.

Cest & elle que nous réserverons le nom d’équivalence associée & f.

2) Au morphisme f: A— B on associe également une équi-
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valence §; sur son but, définie, pour tous les points b et b’ de B,
par la relation :

b~b"(mod. B;) < ((b=1"0") ou (b et b’ ef(A?)).

Cette équivalence n’est généralement pas saturée, comme on
le voit en prenant pour &/ la catégorie des Ili-groupes munie de
sa représentation canonique et pour f : A — B I'inclusion d’un sous-

groupe non invariant A dans un groupe B.

3) Considérons encore la catégorie des Ni-groupes munie de sa
représentation canonique. Soient A un sous-groupe d’un groupe G,
0° la relation d’équivalence des classes & droite de G suivant A
et o = (G, p°) l'équivalence sur G définie par p°. La saturée de p
est définie par la relation d’équivalence des classes & droite de G
suivant la fermeture invariante B de A dans G.

"En effet, soit f:G -G un homomorphisme compatible
avec p; pour tout point g de G et tout point @ de A, on a donc
f(g) = f(ga). Dés lors, si b est un élément de B, c’est-d-dire s’il
existe un g’ dans G et un o’ dans A tels que b= ga'g-, lon a
f(gb) = f(g'a’g'~1b) = f(g'a’)f(g"-1b) = f(g')f(¢'~1b) = £(b), ce qui
prouve que b et gb sont équivalents modulo la saturée de o. D’autre
part, B étant un sous-groupe invariant, on peut passer au groupe
quotient et I'application canonique de G sur son quotient sépare
les éléments non équivalents modulo p, ce qui achéve la démon-

stration.

4) Soit o/ la catégorie des IMi-groupes topologiques séparés
munie de sa représentation canonique. Soient A un sous-groupe
invariant du groupe G et p = (G, p°) I’équivalence définie comme
ci-dessus. Sa saturée est ’équivalence définie par les classes &
droite de G suivant I’adhérence de A dans G. La démonstration

en est similaire.

4.7. — Comme nous venons de le voir, une équivalence
o = (A, g% sur un objet A d’une catégorie .« représentée par le
foncteur R : o/ — &1 définit un foncteur C, : o — &1 tel que G (X)
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* soit Pensemble des morphismes f: A — X compatibles avec p. A ce
foncteur correspond le probléme universel suivant :

Trouver un objet U de &/ et un morphisme u: A — U, com-
patible avec o, tel que tout morphisme compatible avec p se facto-
rise de maniére unique & travers u.

On sait que les solutions éventuelles de ce probléme sont
isomorphes. Comme u est nécessairement surjectif, on peut choisir
I’objet-quotient isomorphe & u et le noter p,: A— A/p ou éven-
tuellement p% : A— A [, 0. On dit que A/p est le Quotient de A
par o et que p, est le quotient de A par p ou encore la projection
canonique de A sur Afp. '

L’application p° n’est généralement pas surjective, mais ellé

_est_compatible avec la relation d’équivalence p°. Or celle-ci admet

dans &i un quotient q°: A°— A°/p0. On a donc une factorisation
unique : pS = r°q°. Si application r° est bijective, le quotient p,
est appelé quotient strict.

La définition du quotient entraine que deux points a et o’
de A qui sont séparés par un morphisme f compatible avec o, le
sont aussi par p,. On en déduit le critére suivant :

ProPOSITION 4.8, — Soient o = (A, p°) une équivalence sur un
objet A de o/ qui admette un quotient p : A — Ao et p° =1°q° la
factorisation & travers le quotient emsembliste q°. L’équivalence o,
associée & p coincide avec la saturée de o et Uéquivalence o est saturée

st et seulement st 10 est imjective.

Comme le probléeme du quotient ne dépend de p que par
Iintermédiaire de G, on a :

ProposiTioN 4.9. — Soient o et ¢ deux équivalences sur un
objet A de of telles que o admette un quotient, alors o admet le méme
quotient que o si et seulement si elle a lo méme saturée.

4.10. — Soit ¢ une équivalence sur un objet A de o/ qui
admette un quotient p : A— A/o. Si ¢ est une autre équivalence
sur A, moins fine que p, on définit une équivalence o/p sur le
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Quotient de A par p en posant : deux points x et ' de A/p sont
équivalents modulo o/p §’ils sont égaux ou §’il existe une image
réciproque de x par p° équivalente modulo ¢ & une image réciproque
de 2’ par p°. Comme p est plus fine que o, on en déduit que toute
image réciproque de x est équivalente modulo ¢ & toute image
réciproque de z'.

Si p,, est plus fine que o, 6/p égale 6/p_,. Si 7 est une troisieme
équivalence sur A, moins fine que o, 7/p est moins fine que ofp.
La loi qui associe, & un morphisme f compatible avec ¢ et par
suite avec p, le morphisme ' tel que f = {'p, établit une corres-
pondance biunivoque entre I’ensemble des morphismes compatibles
_avec o et celui des morphismes compatibles avec c/p. Il en résulte
que I'on a :

sl S oyle < (o/p)y = (64/0)

La premiére inégalité provient de ce que o est plus fine que
o, ; la deuxiéme, du fait que deux points de A qui ne sont séparés
par aucun morphisme compatible avec p, ont des images par p qui
ne sont séparées par aucun morphisme compatible avec o/p. L’égalité
s'obtient en passant & la saturée dans les inégalités précédentes.

Si p est saturée, deux points de A non équivalents modulo o
ont des images distinctes dans A/p, non équivalentes modulo ¢/p ;
si p° est une application surjective, deux points de A/p séparés
par un morphisme f compatible avec o/p (¢f. §4.3) proviennent
de deux points de A séparés par le morphisme fp compatible avec o*
On en déduit la proposition suivante :

. PropositioN 4.11. — Soient o et o deux équivalences sur un
objet A de of telles que o admeltte un quotient p: A — Afo et que o
soit plus fine que o. Alors 1°) si p ef c[p sont saturées, il en est de
méme de c; 2°) si la représentation R :of — &1 préserve les sur-
jections (cf. §1.4.4) et si o est saturée, oo Uest ausst; 3°) c/o est
égale a 1 si et seulement st o et p ont la méme saturée.

Si ¢ admet aussi un quotient q: A — A/s, q est compatible
avec p. En tenant compte des résultats du paragraphe 4.10, on

en déduit le théoréme suivant :
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THEOREME 4.12. — Transigivité des quotients : soient o et o
deux équivalences sur un objet A de o, telles que o soit plus fine
que o et admette un quotient p : A — Afp. Lorsque U'un des quotients
Ao ou (Afp) [ (c]p) est défini, Uautre Uest aussi et ils sont isomorphes.

4.13. — Soient &7 et &/’ deux catégories représentées par les
foncteurs R et R, et F: .o/ — o/’ .un foncteur. Dans ce qui suit,
les représentations R et R’ seront ordinairement liées par une
transformation naturelle ® : R— R'F ou ¥ : R'F — R, déterminée
par une famille d’applications injectives. Pour rappeler cette pro-
priété, nous écrirons simplement ® : Rc R'F ou ¥ : R'FcR.

Si F est un foncteur compatible avec les représentations R

et R’, c’est-a-dire si R égale R'F, la transformation naturelle iden-

tique de R vérifie simultanément ces deux propriétés.

Comme précédemment, nous écrirons Ff = f#, Rf = fo,
Rt = {0, f(a) = fo(a) et a € A au lieu de a € A°.

Si Pon a une transformation ® : R c R'F et si p = (A, 0) est
une équivalence sur un objet A de &7, nous appellerons image de o
par (F, ®) ou ¢mage de o par F quand aucune confusion ne sera
& craindre, et nous désignerons par pﬁ = (Af"o, pﬁo), I’équivalence
sur A% obtenue en posant : deux éléments de A¥ sont équivalents
modulo o# §'ils sont égaux ou g’ils sont images par 'injection @4
de deux éléments équivalents modulo .

Si I'on a une transformation ¥ : R'F c R, nous appellerons
wmage de o par (F, ¥') ou plus simplement par F, et nous désignerons
encore par p# = (A#, 9#0), I’équivalence sur A% obtenue en posant :
deux éléments de _A# sont équivalents modulo p# si leurs images,
par U'injection ¥4 sont équivalentes modulo p. Si ¢ est une deuxiéme
équivalence sur A, moins fine que p, p$F est plus fine que oF.

Si F est un foncteur compatible avec R et R’, les deux manieres

de prendre 'image de ¢ par F coincident et 1’on a : p# == (Aﬁ', p°).

ProrosITION 4.14. — Sotent o et o/’ deux catégories représen-
tées par R et R, o une équivalence sur un objet A de o/, f: A—B

)

un morphisme de of et F : of — &/’ un foncteur. Dans ces conditions,
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10 st Pon o une transformation naturelle ® : Rc R'F, f est
compatible avec o si et seulement si % st compatible avec p#'

20 st Ponm a une transformation naturelle ¥ : R'Fc R, alors
a) st f est compatible avec o, % ost compatible avec p#, b) st p est
-saturée, p# Pest aussi, c) pﬁ, est plus fine que pi, d) s p# admet un
quotient p’ A% a¥ / p#, alors : pi / p# = 1 est équivalent pﬁ, = pgh

Les démonstrations se font en chassant sur les diagrammes :

Ao Da Aﬂo ' qu:o Ya Ao
1 ~

fo t%o ‘ lfﬁo [fo
Boe (D,B, B#O I ) Bﬁo——-\—I—B——b Bo

Sil'on a une transformation ® : R ¢ R'F et si f est compatible
avec o, alors deux points @ et o’ de A% équivalents modulo p#
sont égaux ou sont images de points de A équivalents modulo .
Ces derniers ont par hypothése méme image par fo. En vertu de
la commutativité du diagramme, @ et o’ ont méme image par f¥o
et % est compatible avec pﬁ.

Réciproquement, si % est compatible avec p#, deux points
de A équivalents modulo p ont des images par @, équivalentes
modulo p# et par suite ont méme image dans B, Comme ®p est
injective, ces points ont méme image dans B° et f est compatible
avec p, ce qui démontre le 1°.

La démonstration du 2° a) est identique. Pour vérifier le 20 b),
remarquons que deux points a et a’ de A% non équivalents modulo
p# ont des images par ¥4 non équivalentes modulo p et par suite
séparées par un morphisme f. Comme Wp est injective, fﬁ(a) et
'f#(a,') sont deux points distincts. Par conséquent £# sépare o et o’
et p# est saturée.

Le 20¢) en résulte, car p étant plus fine que ¢, p# est plus
fine que pﬁ et par suite pﬁ, est plus fine que la saturée dans =/’
de pi (cf. § 4.5). Cette saturée est pi elle-méme en vertu du 2°b).

Enfin, le 20d) est un corollaire du 3° de la proposition 4.11.
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4.15. — Supposons que le foncteur F : .o/ — o/’ soit pleine-
ment fidéle (cf. § 1.4.4) et que 'on ait une transformation naturelle
®:RcR'F. Soit p une équivalence sur un objet A de 7 telle
que p# admette dans &/’ un quotient p’: A‘#QA#/J. Si A#/p#
est isomorphe & I'image par F d’un objet Q de &7, alors le quotient
de A par o existe.

Soit s : A¥ / p# — Q# un isomorphisme. Désignons par q : A - Q
le morphisme de &/ dont I'image par F est s'p’. Montrons que g
est isomorphe au quotient de A par p. Sif: A — B est un morphisme
compatible avec p, ¥ se factorise en f'p’. Soit f;: Q— B le mor-
phisme tel que f? = f’s’-1. 1l suffit de voir que f = fiq. Or ceci
résulte du caractére pleinement fidéle de F, puisque

F(fiq) = {'s'-1s'p’ — %

ProposiTioN 4.16. — Soient &7 et /' deux catégories repré-
sentées par les foncteurs R et R', et p une équivalence sur un objet A

de . Dans ces conditions,

10 s¢ Pon a une transformation naturelle ® : Rc R'F ou une
transformation naturelle V' : R'F c R, et si les quotients p: A — Afp
et q’: A% A% / p# existent, alors a) p# se factorise de maniére unique
en 1'q" et 'équivalence o, associée & ' est moins fine que pi/ p#;
b) si 1’0 est une application injective, alors pﬁ, est plus fine que pf{

20 55 Uon a une transformation naturelle ¥ : R'FcR, si la
représentation R’ préserve les surjections et si les quotients p et q
existent, on a en plus : a') les équivalences o, et pg,/ o¥ sont égales ;
b’) 7’0 est une application injective si et seulement st pg, = pft{,.

En effet, p étant compatible avec o, p# I'est avec p# et se
factorise de maniére unique en r'q’. Si z et ' sont deux points
de A#/p# équivalents modulo p:E// p#, ils sont égaux ou images par
q’ de deux points y et y’ de A¥ équivalents modulo pi@. Siyety
ne sont pas égaux, ils sont I'image par @, de deux points z et 2’
de A équivalents modulo p (ou ont ces deux points comme image
par linjection ¥'4). Ces points ont méme image dans A/p et par
suite y et ¥’ ont méme image par p#. Ceci entraine que z et 2’ ont
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méme image par 1’ et sont équivalents modulo c,. Nous avons
donc démontré le 1° a).

En outre, ceci nous a prouvé que deux points y et y’ de A%,
équivalents modulo pi, ont méme image par p#. Si r'o est une
application injective, y et y’ ont alors méme image par q'. Dés
lors, ces points sont équivalents modulo QE},, ce qui démontre
le 10D).

On remarquera d’ailleurs que, dans le cas d’une transforma-
tion W' : R'F cR, la proposition 4.14. 20 ¢) entraine I’égalité des
équivalences pi et pi, lorsque r'° est injective.

Nous pouvons passer & l'examen du 2°. Comme q'° est par
hypothése une surjection, deux points x et z’ de A#,/,p,# qui_ont

méme image par r’, proviennent de deux points y et y’ de A% qui
ont méme image par p#. Par suite y et ¥’ ont des images par ¥a
équivalentes modulo p_,. Ces points sont donc équivalents modulo
pﬁ, et x et x’ sont équivalents modulo pg / p#. Cette relation étant
déja plus fine que o, en vertu du 19, elle lui est donc égale.
Pour achever la démonstration, il reste seulement & prouver
que pi = 91?;, entraine, dans les conditions du 2°, que lapplica-
tion r’0 est injective. Il revient au méme de prouver que o, = 1.
Or o, égale pﬁ,/ of et la proposition 4.9 entraine pfi/ off = pi / pﬁ/.
Cette derniére équivalence étant égale & 1, il en est de méme de o,.

4.17. — Exemples.

1) Soient & la catégorie des Jlt-groupes topologiques séparés,
% la catégorie des Jli-groupes et F : ¥ — & le foncteur qui associe
& un groupe topologique séparé G le groupe G# sous-jacent. F est
évidemment compatible avec les représentations canoniques. Soient
A un sous-groupe topologique de G, ¢° la relation d’équivalence
des classes & droite de G suivant A. Désignons par ¢ et ¥ les
équivalences (G, o) et (G¥, °). Le Quotient G#/o# est le groupe
quotient G¥/B¥ ott B¥ est la fermeture invariante de A¥ dans G¥.
Ce quotient est strict si et seulement si A% est invariant. Le Quo-
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tient G/p est le groupe topologique quotient G/B ot B est ’adhé-
rence de la fermeture invariante B de A dans G.
On a la factorisation ci-contre, et

— ’ injectif que si B est fermé
P y=f T n’est injectit q
¥ - > G*[B dans G.
- Si A’ est un autre sous-groupe
q

topologique de G et o’ = (G, p’?) I'équi-

a¥ /Bﬂz(G/B)ﬁ' valence des classes & droite de A’, G/p

et G/p’ sont égaux si et seulement si

B et B’ le sont. Comme la représentation canoniqué de & préserve
les épimorphismes, la proposition 4.11 montre que, si A est un

sous-groupe de A’ et si A est fermé et invariant dans G, alors A’

Pest aussi si et seulement si A’f/A Vest dans G/A. Dans ce cas, le
théoréme 4.12 rappelle que (G/A) [ (A'JA) = GJA’.

2) Soit F: ¥ — & le foncteur qui associe & un Jli-groupe G
son sous-groupe G des commutateurs. L’inclusion G c G détermine
une transformation naturelle ¥ : RF c R ot R désigne la repré-
sentation canonique de G. La proposition 4.14 nous rend entre
autres le résultat suivant : si H est un sous-groupe de &, = H N G.

3) Soient % la catégorie des Il-espaces uniformes séparés,
¥ celle des INl-espaces uniformes complets et F : % — ¥ le fone-
teur qui associe & un espace uniforme séparé E son complété E.
L’inclusion de E dans B détermine une transformation naturelle
®:RcR'F ou R et R’ sont les représentations canoniques.

THEOREME 4.18. — Quotient dans les espéces de structures cova-
riantes : soient F : & — & une espéce de structure covariante sur la
catégorie des I-ensembles et & une catégorie d’espece F. Toute équi-
valence o = (As, o°) sur un objet As de & admet un quotient strict.

En effet, ¢© est une relation d’équivalence sur I’ensemble A,
qui admet un quotient p:A — A/e°. Nous allons montrer que
((A/p)gps» P, As) est isomorphe au quotient de A par p. Si (By, £, Ay)
est un morphisme de & compatible avec g, I'application f: A —B
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est compatible avec p° et se factorise en £ = f'p. D’ailleurs, comme
& est une catégorie d’espéce F, le triple (By, id, By;,) est un élément
de et comme Ff = F{'Fp, le triple (B¢, f', (A/0%)pg,,) appartient
aussi & <. Il en résulte que le triple (B, f, A;) se factorise & travers
((A/0%)gps> P> As), ce que nous voulions démontrer.

Il découle alors de la proposition 4.8 que toute équivalence
sur un objet de & est séparable. Il en est ainsi par exemple lorsque
& est la catégorie des Ii-espaces topologiques. Par contre, dans
Ja catégorie des Jt-espaces topologiques séparés et dans la plupart -
des catégories d’une espéce algébrique, telles que les catégories des
IM-groupes, des Ni-anneaux, des N-modules, ete., toute équivéulence

n’est pas séparable, de sorte que ces espéces de structures ne

- peuvent se prolonger de maniére covariante. Comme la catégorie

duale de celle des Ji-groupes est celle des JIt-groupes topologiques
compacts, il en résulte qu’sl est smpossible de trouver une maniere
fonctorielle covariante ou contravariante de transporter, par une appli-
cation, les structures de groupe sur un ensemble.

ProrositioN 4.19. — Sotent of et ' deux catégories repré-
sentées par les foncteurs R et R’ et ¥ : of — " un foncteur pleine-
ment fidéle.

Si Ton a 10 une transformation naturelle ® : R c R'F ou
W :R'F c R, 2° une équivalence o sur un objet A de o telle que A%
admette un quotient q' : A¥ — A¥/o¥ et que A% )% engendre un Objet-
Libre L dans o, — alors L est isomorphe au Quotient de A par o.

St Uon a 1° une transformation naturelle ® : R c R'F, 20 une
équivalence sur un objet A de o telle que les quotients p: A— Afp
et o : AF > A¥/o% existent, — alors Afp est isomorphe & I'Objet-
Libre engendré par A%/ p#.

Pour démontrer la premiére partie, nommons p : A — L 'unique

’

morphisme tel que p¥ = 1'q’ (il existe, puisque le foncteur F est
pleinement fidéle). Supposons que f: A — B soit un morphisme de
</ compatible avec p. Le morphisme f¥ est donc compatible avec of

(cf. proposition 4.14) et se factorise en q'g’. Soit alors g: L —B
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le morphisme tel que g’ = g#’. On a ghp# — ¥ et, comme Je
foncteur F est fidéle, ceci entraine gp = f. Le morphisme p est
- donc bien le quotient de A par .

La deuxiéme partie est analogue : posons L = Afp et
Fp = p¥ = I'q’ (cf. proposition 4.16). Si g’ est un morphisme de
A¥/o# dans BY¥, le composé f# = g’q’ est compatible avec of.
Comme F est pleinement fidéle, f# est I'image par F d’un mor-
phisme f: A —B compatible avec o (c¢f. proposition 4.14). Il se
factorise donc en gp et I'on a : g'q’ = % = gp# = g#’'q’. Des
lors g’ = g#l’, comme nous voulions le démontrer.

4.20. — Remarque. — Cette démonstration montre en outre

que la premiére partie de la proposition 4.19 reste valable si I'on
suppose seulement que le foncteur F est fidéle et qu’il existe un
morphisme p : A — L tel que p# = 1'q’".
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CuAPITRE V

QUOTIENTS D’ORDRE «

5.1. — Dans ce chapitre, nous travaillerons dans une Jli-
catégorie .o/ représentée par le foncteur R, ou toutes les équiva-

lences admettent un quotient.

T ’ Nous d’é’sig-n’emns par N "laJ'born’e""sup’éri'eure'"d'e'S"cafrdina'ux Y

tels que, si # est un Nli-ensemble bien ordonné dont le cardinal
est inférieur & v, tout systéme (ay: A;— Aj); ., d’épimorphismes
de o/ admette une limite inductive. Il est évident que X est un

cardinal infini.

5.2. — Soit f: A— B un morphisme. Nous dirons que id, est
le zéro-idme quotient de f et f le zéro-idme reste de f. Pour tout
ordinal « inférieur & X, nous allons définir, par' récurrence transfinie,
le a-iéme quotient f*: A — A% et le a-iéme reste £, : A*— B, de telle
maniére que ff* = f. De plus, pour tout ordinal @ inférieur & o,
nous aurons un épimorphisme f*8:A8— A* tel que f*bff — fx,
ff® = fg et, si v est un ordinal plus petit que B, fx8fer — fox,

Supposons ces morphismes déterminés pour les ordinaux infé-
rieurs & «. Si « = B + 1, nous désignerons par p: A8 — A8/sg le
quotient de A® par I’équivalence g associée au B-iéme reste fg.
Le «-iéme quotient de f est par définition I’objet-quotient f* : A — Ax
isomorphe & pf8. Désignons par s : AB/og— A* I'isomorphisme tel
que f = spf8, et par r le morphisme tel que f# = rp. Nous pou-
vons alors poser f, = rsl, f8« = gp et, pour y inférieur & B,
fre = fvefea, Les conditions imposées sont immédiatement vérifiées.

Si « est un ordinal limite inférieur & X, on peut considérer la
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limite inductive (L, (lg : A8 — L), .,) de la famille d’épimorphismes
(), <g<o- Les inclusions canoniques lg sont toutes des épimor-
Phismes. Puisque 1o = 1gf#0, il suffit de le vérifier pour lp: A — L.
Or, si m et n:L— X sont deux morphismes tels que mly = nly,
alors, pour tout 8 inférieur & «, on a mlgf80 = nlgfB0. Comme f&0

est un épimorphisme, on en tire mlg = nlg. Dés lors m = n =

fim mlg. Il est désormais possible de poser A = L, f* = I, f, =

lim fg et f8* = 15. Les conditions imposées sont encore une fois
—

vérifides.

5.3. — Onremarquera qu’en posant A = A0, B = Ax, fo = feo,

f, = £R% ot f= £, toutes les conditions se résument & fe8féy — for

O<y<B<a<R)

Si f est un épimorphisme, nous dirons que c¢’est un quotient
d’ordre « si son «-iéme reste est un isomorphisme et si les restes
précédents n’en sont pas. Tous les restes suivants sont alors égaux
& f,. Il peut d’ailleurs arriver que le a-i®me reste, sans étre un
isomorphisme, ait une application injective comme image par la
représentation R. Dans ce cas, I’équivalence associe est 1 et tous
les restes suivants sont aussi égaux & f,, — mais f n’est un quotient

d’aucun ordre.

5.4. — Hxemples.

1) Nous démontrerons au chapitre VI que dans la catégorie
des Jt-catégories ou dans celle des INi-groupoides, tout quotient
est d’ordre au plus 2.

2) Soit O la catégorie des ordinaux inférieurs & un Ii-ordinal v,
c’est-a-dire celle dont les objets sont les ordinaux inférieurs & v et
les morphismes, les couples (B, «):a—f ol « est inférieur & £.
Considérons la représentation R qui associe & tout ordinal I’ensemble
4 deux éléments {a, b} et & tout morphisme non unité, I'applica-
tion constante sur a. Tout morphisme de O, est bijectif et (8, «)
est un quotient d’ordre v si et seulement si o + y = B.
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3) Dans la catégorie des espaces topologiques, une surjection
f: A— B est un quotient d’ordre un si la topologie de B peut se
déduire par f de celle de A ; sinon elle n’est pas un quotient.

5.5. — Considérons la catégorie /% des morphismes de .27

(cf. §1.6.1). On détermine un foncteur Q! : /% — o7 en associant
a un morphisme f: A — B, 'objet Al = A/c; et, & un quadruple
(£, t',t,f) oi £ est un morphisme de A’ dans C’, le morphisme
tl: Al-> Al qui résulte de la factorisation de it & travers fl.
Le morphisme 't est en effet compa-

tible avec o;, car f't est égal & t'f et

A A’ est par suite compatible avec o; et,
_ i \fl\,, 4 \{l, d’autre part, deux points de A’ qui
fl o Al . —;,A vl ont méme image par f’ ont déja méme
B{/_i__‘ﬁ'____,i'g, ' image par f,. La fonctorialité de t!

découle alors de l'unicité de la facto-
risation.

De plus, si nous désignons par Pr; et Prs les foncteurs de /%
dans o7 définis par (f', t, t, f) ~—t et (f', t', t, f) ~— t’, les familles
O = (f1), ., et D1 == (f1);,, déterminent des transformations natu-
relles @1 : Pr; — Q! et @y : Q1 — Pry.

Enfin, si 'on a deux foncteurs T et T : T — </ et une trans-
formation naturelle ® : T — T’, on obtient un foncteur T : T — o/
en associant, & un objet T, le but T?! du premier quotient de ®r
et, & un morphisme t:T —T’, "'unique morphisme t!: T — T
tel que t1®L = @1, Tt. Ce morphisme vérifie également la relation
Tt1®r = Op/itt.

Les familles ®! = (®}) et ®; = (Pr1) déterminent alors des
transformations naturelles ®1: T — T et @1 : T?—T".

On peut recommencer ces opérations en partant de @; au lieu
de ®. D’autre part, si « est un ordinal limite, T* est la Limite
Inductive de la famille d’épimorphismes (@), _,_, et le foncteur

lim permet de déterminer t*. Une récurrence transfinie entraine
—

donc le résultat suivant ol I’on utilise les notations du para-
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graphe 5.3, et ou ’on pose en outre t =t t' = tx, T = TO et
T =T, | |

ProposITION 5.6. — Pour tout quadruple q = (f', t/, t, f) de o4
et tout ordinal o inférieur ou égal & R, il existe un morphisme unique
tr: Ao — A'e qui vérifie tof* = f'ab. La loi q ~— t* détermine un
foncteur Qo : o/ % — of . Si et B sont des ordinaux vérifiant Uinégalité
B<a<N, la famille (f8), , détermine une transformation natu-
relle @28 : QB — Qo, '

Pour toute transformation naturelle © : T'—>T' de N(T, o) et
pour tout ordinal o inférieur ow égal & R, il existe un fonctewr
Te: T— o tel que, pour chaque objet T, THT) soit le but Te du

a-iéme quotient de O et que, si B est un ordinal inférieur & «, lo
famille (DIP) détermine une transformation noturelle ®%8 : T® - T«
T« est d’aillewrs déterminé par la condition que ®*0 soit une trans-
formation naturelle.

En particulier, considérons un quadruple q tel que B = B’ et
que t' = idg. Supposons en outre que f = f't soit un quotient
d’ordre « et t un épimorphisme. Ainsi, £7ft* = id et t* est une
section. Comme t* est aussi un épimorphisme, puisque f'*t en est
un, c’est un isomorphisme. Dés lors, £, = f,(t%)~1 est également un
isomorphisme et f’ est un quotient d’ordre au plus «.

Si nous considérons un quadruple q tel que A = A’ et t = ida,
et si nous supposons que f est un quotient d’ordre « et t' un épi-
morphisme, nous aurons t’' = £ (t*f?). L’ordre de f, sera donc au
plus égal & celui de t'. En résumé, 1’on obtient :

ProrosiTioN 5.7. — 8i f, g et h sont des quotients d’ordre res-
pectif o, Bety, et st f=gh, omaf <a <P+ 7.

ProposiTioN 5.8. — La borne inférieure d’une famille
(a;: A— A)),., de quotients d’ordre au plus « (« < R) existe et est
un quotient d’ordre au plus «.

Nous désignerons par af:A— AP et ay:AP—A; le p-idme
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quotient et le B-iéme reste de a;, et par a® : A® — AY le morphisme
tel que al®af = aY. Soit x : A — X un épimorphisme tel que pour
tout élément i de .7 il existe un morphisme y, : A, — X qui vérifie
X =ya,

Al a’%’l A2 v A%

/ p! p; P}

z Al_i.,Az_..._.Ao:
// x1 x® x%
& 43 Az

‘ ‘/‘/

Nous allons construire par récurrence une famille d’épimor-

phismes a8 : A — A8, montrer que x se factorise & travers chaque a?
et que a* se factorise & travers tous les a,. Il en résultera que a*
est isomorphe & la borne inférieure des a,.

Désignons par o; I’équivalence associée & a;, par s la borne
supérieure des o; et par al:A— Al le quotient de A par ¢. Le
morphisme al se factorise & travers al en al = plal, et le mor-
phisme x étant compatible avec chaque o; est avec o et se décom-
pose en xlal,

Nous allons déterminer des objets AB et des morphismes
aby : Ay — A8, xB:AB>X et PP AP AB(ie s,y <P <) tels
que A0 = A, af0—af, abrar® = af®(§ <y < B), af =pfal et
x = xPaB,

Nous les avons déja construits pour B = 1. S’ils sont construits
jusqu’a l'ordinal B, on les construit pour 8 + 1 de la maniére sui-
vante. On désigne par o la relation d’équivalence sur A8 engendrée
par : deux points sont équivalents s’il existe un élément i de S
tel que ces points soient les images par p? de deux points équi-
valents pour la relation oy associée & a; On pose alors
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aB+L8 : AB— ABYL est le quotient de AB par of, aftly: Ay A8+l
est le composé abtl.BaBY et pP*l est le morphisme qui résulte de
la factorisation & travers af** du morphisme aB+Lepf qui est par
construction Compa,tible avec oy

Ceci entraine déja af+lvays — af+l.Babrard — aB+lBaBd — af+l®
et aftl — aftlBal = ab+lepfal — pltligftllaf — pb+igltl Tl reste
donc & prouver que x se factorise & travers af+l.

Or on a xBp? = ya,, car af est un épimorphisme et xépfal =
xPaf = x = ya, = yaeaf. Dés lors x®pf est compatible avec oy
La définition de o® entraine alors que x# est compatible avec of
et se factorise donc en xB+1a+Le et 'on a bien

xB+lgft+l — xB+lgB+1,BgB8 — xBaB8 — x.

Enfin, si les morphismes sont construits pour tous les ordinaux

inférieurs & un ordinal limite B, on désigne par (A8, (af7) _;) la
limite inductive de la famille d’épimorphismes (a®);_. o Les afY

sont alors des épimorphismes (cf. § 5.2). On pose x8 = fim xv (v <B)

et en tenant compte du fait que A? = Lim a}®, on pose
—
pf = lim pY (v < B).

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que 1’épi-
morphisme a* est inférieur & tous les a,, ¢’est-d-dire qu’il se factorise
a travers chaque a;. Or, par hypothése, a, est un isomorphisme.
Dés lors a* = pfa? = pfa_'a,.

ProposiTION 5.9. — S0 toutes les surjections de < sont des
quolients d’ordre au plus « (x < R), la borne supérieure d’une famille
d’épimorphismes (a, : A — A,), , existe toujours.

Nous allons construire, par récurrence, une famille d’épimor-
phismes af : A — A® telle que a, se factorise & travers a® en agaf
et que, si x: A— X est un épimorphisme supérieur & tous les a,,
a8 se factorise en a8 = pBx® & travers le B-iéme quotient x® : A — X8
de x. Dés lors a* sera isomorphe & la borne supérieure des a;, car

on aura pex;'x == pUx* = ac
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Pour pouvoir appliquer I’hypothése de récurrence, nous défi-
nirons, en méme temps que les morphismes aé, ay; et pé, une famille
de morphismes afv : Ay — AB (y << ) tels que A0 = A, af0 = ab et
aBrar® = afd (§ < v < B).

XZ,I
X]_ —_— XZ —_—>ae— Xa

x;l
X‘
x1 p1 pz Poc/ X
// a; l

Vi

. A
i a

14
Al. ._alz_’l_.; AZ -—o-n-—bAa

Nous pouvons d’abord prendre a0 = p® = ida. Ensuite, si nous
supposons ces morphismes construits jusqu’a ’ordinal 8, nous dési-
g“neronsv par oy I’équivalence associée au morphisme ag : A® — Al
et par g la borne inférieure des oy;.

Il est des lors possible de définir le morphisme af+1.6 : A — AP+1
comme le quotient de A8 par oy et de poser aftly = abtl.BabY.
Comme of est une équivalence plus fine que oy, a,; se factorise
a travers af*1.8, en donnant le morphisme a,,,; qui vérifie bien
ag 18Pl = a, ,.aftlBal = ajaf = a,.

Enfin, pour construire le morphisme p#+l, désignons par y, le
morphisme tel que a; = y;x. On en déduit yxpx® = a; = agab =
aupPx® et par suite, y;xg = aypf. 1l en résulte que le morphisme
abtLepd est compatible avec ’équivalence associée & xg : soient
z et 2’ deux points de X8, y et y’ leurs images par p®, et z et 2’
leurs images par a8+L8p8. Si z et 2’ sont distincts, par définition
de o, il existe un i tel que les images a et o’ de y et y’ par ag
soient distinctes. Or a et o’ sont les images de x« et z’ par
a, PP = y;xg. Dés lors les images de x et o’ par xg sont nécessaire-
ment distinctes.
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- Le morphisme af+Lep8 se factorise donc & travers le morphisme
x#+18 jsomorphe au premier quotient de x#, en donnant lieu & un
morphisme p8+l qui vérifie pBtixe+l — phtixB+lexh — aB+Lephxe —
aB+1.BaB — 8+l

Pour achever la démonstration, il reste ainsi & construire les
morphismes afY, ay et p8, dans le cas ot § est un ordinal limite
et oll ces morphismes existent pour les ordinaux inférieurs a 8.

Or on peut, comme dans la proposition précédente, désigner
par (A8, (a8Y) _,) la limite inductive de la famille d’épimorphismes

(22 <p> €t poser ag = lima, (v <B) et p#=limp¥ (v <)

ProrositioN 5.10. — Soient T et T deux diagrammes de schéma

T dans o et @ : T — T’ une transformation naturelle déterminée par

une famille de quotients d’ordre au plus « (« < R). Alors, si T admet
une limite inductive, T' en admet une aussi et lim ® est un quotient
s

d’ordre auw plus «.

Nous garderons les notations du paragraphe 5.3 et de la
proposition 5.6. Nous allons construire les limites inductives
18: T®— C(T8) des foncteurs T®. Nous montrerons ensuite que
. ©F0 = lim®# est un quotient d’ordre au plus £. Comme la limite

—

inductive d’une équivalence naturelle est un isomorphisme, et done
un quotient d’ordre 0, lim @ = lim ®*lim @, sera bien un quotient

—— — —

d’ordre au plus « en vertu de la proposition 5.7.

Soit done 10 : T'— G(T?) la limite inductive de T. Considérons
I’équivalence o0 sur TO engendrée par la relation : deux points
de TT qui ont méme image par ®p

y [ ont des images par 1} équivalentes
1
To ™~ llr modulo 0. Désignons par ¢1.0 : T0O-—T1
19 , T le quotient de T° par ¢° Le mor-
o o~ Dy . .
_— \ phisme 101 est compatible avec
TT D —T'T I’équivalence associée a @ et se fac-

3 1pl
torise en 13 Pr.

La famille I = (I%) est la limite inductive de T!. En effet,
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si X est un objet de &7 et E : T — Cx une transformation naturelle,
la transformation E®1:T — Cx se factorise & travers la limite
inductive de T en T1°. On a done, pour chaque objet T de T,
El} = Hr®L, et £ est compatible avec o. Il existe ainsi un seul
£ :Tt— X tel que £'¢L0 = £. Comme EHOL = &gl = &l =
Ergp, on a bien E =T,I. De plus, les égalités o010 = 1901
expriment que ¢}0 = lim @1,

On construit de la I;éme maniére 16+1 lorsque l'on a déja 18.

L’on pose alors ¢ = lim ®8Y. Pour construire 1* lorsque « est un
—

ordinal limite, on se sert de la propriété d’associativité des limites
inductives (cf. § 3.7). '

~ Désignons par 0@, la catégorie des ordinaux inférieurs & «

(cf. §5.4). Par hypothése, on a un foncteur Q : 0, — F[T, /] qui
associe la transformation ®#Y au morphisme (8, v) de @,. En tenant
compte de la définition des «-iémes quotients de ®r, on vérifie
aisément que ce foncteur admet (@ 8)ﬁ <, cOmme limite mduotlve

‘Les 1somorphlsmes du paragraphe 1.5.10 associent & Q le
foncteur Q : T— F[0,, /] défini par QT(B, y) = @Y. En tenant
compte de hypothése de récurrence, on vérifie que @ admet une

hmlte inductive dont le but Lim Q est le foncteur déterminé par
-

(B, y) ~— oY (y < B < a) et dont les inclusions canoniques sont
les familles Ir = (1%),_, : QT — Lim Q.

D’autre part, Lim Q est co:lgtituée d'une famille d’épimor-
phismes (cf. §5.2). C;;nme o est supposé inférieur & N, cette famille

admet une limite inductive. Dés lors, deux applications successives
des résultats du paragraphe 3.7 montrent que le foncteur Lim Q=T

—

admet aussi une limite inductive de méme but T*, ce qui démontre
le premier point.

L’inclusion canonique de Q(T) dans Lim Q, prise au point B,
est 15 ; celle de Q(B) = T*® dans LiIil 0, pI;S_e) au point T, est O

Si nous désignons par ¢*8 et 1% les inclusions canoniques de
Lim Q(8) = T® dans T¢ et de T*T dans T«, le paragraphe 3.7
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entraine aussi 150% = o812, Ceci prouve que l'inclusion canonique
*® est la limite inductive de ®*8.

On peut alors en déduire que ¢*° est un quotient d’ordre au
plus o. Désignons par {8 et s les B-iémes quotient et reste de ¢*0.
Comme ¢ = o#lpl0, {1 se factorise en Elol0. Si J# se factorise
en EBpBO, on a (glftLEYE = @%B+leB+LE. Des lors, deux points
de T8 qui ont méme image par of+LB, ont aussi méme image par
{BHLBYE qui se factorise en [B+lp8+10, Enfin, si § est un ordinal
limite, ’alinéa précédent permet de poser {8 = lim {¥, — et {F se
factorise encore & travers ¢f0. -

Regardons alors ce qui se passe pour lordinal «. On a
P = L% = Ly 4> ; ainsi (%Y, est une identité, et ¢, étant une

section et un épimorphisme est aussi un isomorphisme, ce qui
achéve la démonstration.

ProrostTION 5.11. — Supposons que f: A—>B et g:B—C
sotent deux morphismes et supposons que la représentation'R préserve
les monomorphismes. Dans ces conditions,

10 si f est un quotient d’ordre « (o < X), Uimage de g et celle
de gf existent simultanément et sont alors égales.

20 si la coimage de gf ewiste et est un quotient d’ordre a (o < R)
et si g est un monomorphisme, alors coim gf est la coimage de f.

Dans le premier cas, il suffit de démontrer que si gf est égal
4 jq et si j est un monomorphisme, alors il existe un r tel que
g = jr. Comme j° est une injection, q est compatible avec o; et se
factorise en qif! & travers le premier quotient f1 de f, et 'on a
gfi = jqi. Une récurrence transfinie fort simple montre alors que
Qo = I.

Dans le deuxiéme cas, il suffit de démontrer que f se factorise
a travers coim gf, ce qui se fait rigoureusement de la méme maniére.

5.12. — Soit f : A — B un morphisme de .27. Nous appellerons
image par £ d’un sous-objet j: A’ — A T'image éventuelle de fj, et
image inverse par £ d’un sous-objet k : B’ — B, I’éventuelle borne
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supérieure des sous-objets de A dont I'image directe est inférieure
a k.

Supposons que la représentation R de la catégorie &/ préserve
les monomorphismes. Soient p : A — A/p le quotient d’un objet A
par une équivalence p, j : B— A un sous-objet de A et o’ '’équi-
valence sur B déduite de p par j. Supposons en outre que B admette
un quotient g : B— B/p’. Le morphisme pj étant compatible avec ¢’,
il se factorise en sq. Comme R préserve les monomorphismes,
I'image de s et I'image directe de j par p existent simultanément
et sont alors égales. Si de plus R préserve les épimorphismes et
co-préserve les monomorphismes, et si p est saturée, alors s est un

monomorphisme et coincide done avec I'image de j par p.
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CuaPiTRE VI

"~ PROBLEME DU QUOTIENT DANS %

6.1. — La catégorie ¥ de toutes les l-catégories est repré-
sentée canoniquement par le foncteur R : % — &'t qui associe & une
catégorie &7 l'ensemble 2/° de ses morphismes et & un foncteur F

Papplication Fo sous-jacente.

La représentation R préserve les injections et co-préserve les
injections et les surjections.

La co-préservation est évidente, car si-I'application F° est sim-
plifiable & droite ou & gauche avec toutes les applications, elle l'est
a fortiori avec celles qui déterminent un foncteur.

Pour démontrer la préservation, considérons la catégorie 0
(cf. §5.4). Elle ne comprend quun seul morphisme non unité
(1,0): 0—1. Si a est un élément de 7, nous désignerons par S,
le foncteur défini par (1, 0) ~—a. Si F: &/ — &£ est injectif, alors
FS, = FS, entraine S, = S,, c¢’est-&-dire a = b.

6.2. — Limage d'un foncteur F : of — P existe toujours, c’est
la plus petite sous-catégorie de & dont I'ensemble sous-jacent con-
tienne Fo(/°), c’est-a-dire la sous-catégorie de & engendrée par
Fo(s2°) (of. §1.4.7). Cette sous-catégorie se note F(«7) ou ImF.

6.3. — Un foncteur F : o/ — & est surjectif si son image F(2/)
est égale & 2, car deux foncteurs qui coincident sur Fo(s7°) coin-
cident sur les produits d’éléments de Fo(2/°) et donc sur 2.

Cette condition n’est pas suffisante, comme on le voit en consi-
dérant le foncteur d’inclusion de 0s dans la catégorie # formée des
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unités 0 et 1 et des isomorphismes (1,0):0—-1 et (0,1):1—0.
Deux foncteurs qui coincident sur (1, 0) doivent en effet coincider
sur-son inverse.

Néanmoins, si F : o7 — £ est un foncteur surjectif, sa restric-
tion aux unités de of et de & est une application surjective. Con-
sidérons en effet les foncteurs G et D : Z — 4 ou G est le foncteur
constant d’image 0, et ol D est le foncteur qui associe, & un mor-
phisme p : P— Q de &, ’élément 0, 1, (0, 1), ou (1, 0) suivant que
Pona:Pet QeF (), P et Q¢F(), PeF() et Q ¢ F(),
ou P ¢ F(«) et Q € F().

Ces définitions entrainent CF = DF. Si F est surjectif, on en
déduit C = D, — ce qui peut seulement avoir lieu si toute unité

de & est dans F().

6.4. — Soit F : &/ — £ un foncteur. Considérons un ensemble
F de sous-catégories J, : 2, — & telles que F se factorise en JF;
et que F, soit une surjection. Soit 2 la sous-catégorie de & engen-
drée par I'union des ensembles 22. Alors, la corestriction F’ : of — 2
de F est aussi une surjection, car si G et H: 2> sont deux
foncteurs distincts, ils ne peuvent coincider sur I'union des 2. Ii
existe donc un i tel que les restrictions de G et H & 2, soient
distinctes. Leurs composés avec F; le sont alors aussi, or ce sont
justement les foncteurs GF’ et HF'.

Il est des lors facile de voir que la coimage d'un foncteur
F:of > P existe toujours : elle est isomorphe & la corestriction
F’ de F obtenue en prenant pour ¢ I'ensemble de toutes les sous-
catégories vérifiant la condition ci-dessus. Cet ensemble n’est jamais
vide, car il contient toujours F(s).

Ceci prouve en outre que la coimage de F se factorise & travers
son image, en donnant un foncteur bijectif Im .o/ — Coim &7.

6.5. — Les Ni-systémes multiplicatifs sont les objets structu-
rés d’une espéce de structure S : € — &i. Nous désignerons par Sm
la catégorie de l’espéce S dont les morphismes sont les triples
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f = (9, fo, JN) : I1— JU’ ol fo est une application telle que I'image
d’un produit soit le produit des images. Lorsqu’aucune confusion
ne sera & craindre, nous noterons également f I’application fo sous-

jacente.

Nous désignerons par S mu la sous-catégorie pleine de #m dont
les objets sont les systémes multiplicatifs unitaires et dont les
morphismes sont tels que 'image d’une unité soit une unité. La |
catégorie € est une sous-catégorie pleine de Fmu.

Soient 9t un systéme multiplicatif et IJU° un sous-ensemble

de 9t°. On munit JU'° d’une structure multiplicative induite de I

en posant, pour trois éléments quelconques de Jt’°, n =n'n" si et
seulement si cette relation est vérifiée dans IJt.

 Si I est faiblement associatif, il en est de méme de . Mais

ce n'est pas le cas si I est associatif, car si le composé (nn')n”

appartient & I, il se peut que nn” n’y appartienne pas.

ProPosITION 6.6. — Toute équivalence o sur un objet I de Fm
admet un quotient. ‘

En effet, en retournant & la définition des morphismes, on
voit que si p est saturée dans S m, elle vérifie la condition :

m~m' et n~n’, mn et mn’ définis = mn~mn’. (a)

Supposons que p vérifie cette condition, nous allons définir
sur le Quotient I1°/p® une structure de systéme multiplicatif qui
en fera le Quotient de It par p, ce qui prouvera en outre que p
est saturée (cf. proposition 4.8).

Le composé 1 de deux classes m et i de Jt°/p° sera défini sil
existe un m dans m et un n dans n tels que le composé mn soit
défini. Dans ce cas, I sera la classe de mn. Ceci a un sens grace a
la condition imposée & p. Soit IT/p ce systéme multiplicatif. Il est
évident que l'application canonique de Jt° sur son quotient déter-
mine un morphisme p :IT—IJ/p & travers lequel se factorisent
tous les morphismes compatibles avec p, ce qui achéve la démon-
stration.
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COROLLAIRE 6.7. — Si p est une équivalence sur un objet I
de Pm, on a : (Ng,e)° = N[0,

ProrosiTION 6.8. — Tout systeme multiplicatif I de Fm
engendre un SMU libre.

Il s’agit donc de trouver un SMU I et un morphisme
1: - Ny de Fm tels que tout morphisme f:IT— 1 de It vers
un SMU U se factorise de maniére unique en f = f'l. Dans ce cas,
f’ est nécessairement un morphisme de Smu.

Soient § et y deux éléments n’appartenant pas & IT. Considé-
rons le systéme multiplicatif 91" dont l’ensemble sous-jacent est
I = U {(m, J) | m € I° et ne posséde pas d’unité & droite dans

I}V {(m, :{),,I,m € It et ne posséde pas d’unité & gauche dans I},

dont la loi de composition, restreinte & IN°, est celle de IT, et dont
les seuls autres composés définis sont (m, y)m == m, m(m, d) =m,
(m, y) (m, y) = (m, v) et (m, 3) (m, 8) = (m, 3). |

IV est un systéme multiplicatif & unités et I'inclusion 1 : 9T — I’
est un morphisme de &m. On peut d’ailleurs voir facilement que
(JU, 1) est le systéme multiplicatif & unités, libre, engendré par It.

Considérons maintenant I’équivalence p sur IV engendrée par
la relation qui suit. Deux unités e et e’ de JU sont équivalentes
lorsqu’il existe deux éléments m et n de IU" dont le composé mn
est défini, et que 1’'une des trois conditions suivantes est remplie :
10 ¢ est unité & droite de m et e’ unité & gauche de n, 2° e est unité
a gauche de m et ¢’ unité & gauche de mn, 3° e est unité a droite
de mn et e’ unité & droite de n.

Soit p : I — N'/p le quotient de IV par p. IU'/p est évidem-
ment un SMU. Muni du morphisme pl: I —IN'/p, c’est bien le
SMU libre engendré par 9. En effet, si U est un SMU et £: 97— U
un morphisme de &m, f se prolonge de maniére unique en {' : V11,
puisque Ul posséde des unités, et f' est compatible avec o, puisque

U est unitaire.

COROLLAIRE 6.9. — Toute équivalence p sur un objet Ul de Smu

admet un quotient.
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Examinons l'inclusion 1: 91— 9 du - paragraphe précédent.
Une unité étant idempotante, si e est une unité de I, il n’existe
pas d’élément (e, y) ou (e, 3) dans 9. Dés lors, e est aussi une
unité de I

Comme ¢ n’identifie que des unités, I'image d’une unité par
le morphisme pl est une unité. Si IT est un systéme multiplicatif
unitaire, pl est donc un morphisme de Fmu. ‘

Le corollaire résulte alors de la remarque 4.20 et de la pro-
position 6.8. On voit d’ailleurs que p est une équivalence saturée
dans Fmu (*) si elle vérifie les conditions (a) et

m~n = e,~e, et ne~ e , (b)

— COROLLAIRE 6.10. — 8i o est une équivalence sur un objet L1
de Smu et vérifie la condition (b), alors les unités de U/, o sont
exactement les classes d’équivalences des unités de U, et Von a /g, 0 =
u/fmup' :

Désignons par m la classe d’équivalence d’'un élément m. Si
¢ ‘est une unité de Ll et si e est défini, il existe un élément n équi-
valent & ¢ et un 4lément m’ équivalent 3 m qui sont composables
dans L. Or, en vertu de la condition (b), e, est équivalent & e, = ¢,
et donc a n. Le composé e;m’ étant défini et égal & m, on en déduit
el = §m’ = M’ = m. On vérifie de méme qu’un composé Mms est
égal & m. Comme ¢ est idempotent, il en est de méme de & qui est:
bien une unité.

Comme m = me,,, on a toujours M = m&,. Si m est une unité,
on a dés lors m = &, et m est la classe d’équivalence de 'unité e,,.

A

Il résulte de ceci que U/y,o est un systéme & unités. 1l
reste & vérifier qu’il est unitalement associatif. Démontrons par
exemple que si p est une unité et si (mil)p est défini, alors fip est
aussi défini.

On peut trouver des éléments m’, n’, p’ et q’ respectivement.

dans m, fi, p et mf de telle maniére que les composés m'n’ et q'p’

(*) De telles équivalences sont appelées bicompatibles dans le séminaire
de C. Ehresmann [?].
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soient définis. Mais comme nous venons.de le voir, p’ est équivalent
a ye. Comme m'n’ est équivalent & q’, la condition (b) entraine
alors : e == e, ~ e, = e, Deés lors le composé fip = fi'8, est
bien défini.

- .COROLLAIRE 6.11. — St p est une équivalence sur un objet U
de Fmu, on a (U/g,,,e)° = U6,

Ceci se déduit des corollaires 6.7 et 6.10.

PROPOSITION 6.12. — Tout systéme multiplicatif unitaire Ll de
F'mu engendre une catégorie libre. ‘

Soit- %' la catégorie dont les unités sont celles de U, dont les
“morphismes non-unités; de source e et de bute’, sont les suites
finies non vides (mi, mg, ..., m,) d’éléments de U, telles que le but
de m; soit e’, que le but de m; soit la source de m; ; pour 2 <<i {r
et que la source de m, soit e’, et dont la loi de composmon est

la ]ux‘oa,posmon des suites [14].

Considérons l’equlvalenee p sur %’ engendrée par la relatlon :
si le composé m = ning est défini dans U, deux éléments de %’

de la forme (my, .., m, ;, m, m ,my) et (mg, .., m;_;, N1, Ny,

i+ o

m, m,) sont équivalents. Si p : %' — % est le quotient de %’

FESTIRLY
par p dans Fmu, % est une catégorie. Il suffit de montrer que %
est fortement associative. Or ceci provient du fait que I'équiva-
lence p est telle que deux morphismes équivalents ont méme source
et méme but qui sont aussi source et but de leur image dans %.
Le composé ab de deux éléments a et b de % sera donc défini si

et seulement si la source de a est égale au but de b.

D’autre part, il est évident que le morphisme u:lU— % de
Fmu, composé de Vinclusion de U dans %’ et de p, est tel que,
si &7 est une catégorie et f: Ll - .o/ un morphisme de Fmu, alors
f se décompose de maniére unique en f = Fu. Dans ce cas, F est
un foncteur.

~ 6.13. — Le morphisme u : Il — % est un épimorphisme de #m
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et donc de Fmu. Pour le montrer, il suffit de vérifier que I’inclusion
j:U— % est un épimorphisme de Fm.

Soient f et g deux morphismes de %’ dans un systéme multi-
plicatif I, tels que fj = gj. Dés lors f et g coincident sur toutes
les suites & un élément de %’. Mais comme une suite (mj, ..., m,)
de %’ est le produit dans %’ des suites (my), ..., (m,) & un élément,
il résulte de la définition des morphismes que f coincide avec g.
Ceci ne veut d’ailleurs pas dire que l’applicé,tion sous-jacente & u
. soit surjective.

Le morphisme u est un monomorphisme de Fm si et seulement
st U est farblement associatif. En effet, I’équivalence p sur %’ iden-
tifie deux suites (m) et (m’) & un élément dans le seul cas ot m
~~et m’ sont tous deux composés dans Ul d’une méme suite ordonnée
my, ..., m;, d’éléments de L.

6.14. — Exemples.

1) Le morphisme u : Il — % peut étre un bimorphisme de Fm
sans déterminer une application surjective, comme Iillustre la
figure ci-dessous : '

U - (b) (a)
(a, b) .

u peut avoir une bijection sous-jacente sans étre un iso-

LAY

THEOREME 6.15. — Toute équivalence sur une INi-catégorie admet

morphisme : dans le schéma ci-contre,

g si la loi de composition dans U est

ab =d, be =1, af = g, # aura méme
ensemble sous-jacent, mais la loi sera

complétée par de = g.

un quotient dans € (*).
Ceci découle des propositions 4.19 et 6.12. De plus, on voit

(*) C. Ehresmann appelle quotient ce que nous appelons quotient strict,
ce qu’il appelle quotient strict est un quotient tel que & [gp = ¥ [0 [®]-
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qu'une équivalence p = (&, p°) est saturée dans % si et seulement
si elle vérifie (a), (b) et la condition :

le quotient de .27 par p dans Fmu est faiblement associatif. (c)

Cette derniére condition est en effet nécessaire et suffisante pour
que le morphisme u : & /g,,,p — |40, défini au paragraphe 6.12,
soit un monomorphisme, et par suite pour que l’application
°[00 — (o [,0)° soit injective (cf. proposition 4.8).

6.16. — L’exemple illustré par la figure ci-dessous montre par
quel processus le quotient dans &#mwu d’une catégorie par une
équivalence saturée dans Fmu peut ne pas étre faiblement asso-
ciatif.

- La relation d’équivalence identifie les éléments de o/ qui se

déduisent ’un de l'autre par une translation verticale.

4 /.9’mu g

6.17. — Pour que l'application P° sous-jacente au quotient
P: o/ — of |, soit surjective, il est nécessaire et suffisant qu’une
suite d’éléments de 7/,,,p soit toujours équivalente & une suite
3 un élément pour la relation introduite au paragraphe 6.12. Mais

ceci n’entraine pas que &/y,,,0 soit égal & /,p, — comme le
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' prouve le fait que le quotient dans #mu de la sous-catégorie .o/*
de o/ du paragraphe 6.16 est le systéme multiplicatif 1l de I’exem-
ple 2 du paragraphe 6.14.

THEOREME 6.18. — S5 o est une équivalence saturée dans €,
le Quotient /|, o est égal au Quotient s [g,,0 st et seulement si,
lorsque a et b sont deux morphismes de o tels que e, et e sotent
équivalents modulo o, 1l existe un morphisme a’ équivalent & a et un
morphisme b’ équivalent & b tels que le composé a’b’ soit défini dans </ .

En effet, ceci est la condition pour que deux éléments de
A [gopp SOlent composables si et seulement si le but de l'un est
la source de l'autre, ce qui en fait une catégorie. '

- On remarquera-que c¢’estseulement dans les conditions du-
théoréme 6.18 que I'on a (& [gp)° = &0/p0. ‘

COROLLAIRES 6.19. »
1) 8¢ o est une équivalence qui vérifie la relation :
ec A, fed et e~e; (mod. og,,)
=> @A) t'ed, ey = e et '~ 1 (mod. pg,,),
dlors o |go = o [0 (*).
2) Sv o est une équivalence qui vérifie la relotion :
ec Ay, fed et e~ e (mod. oy,
= @3f) ' e, 0 =0 et £ ~1(mod. og,,),
alors oA | o0 = A [ gp,0-
3) 8¢ o est umne équivalence telle que deux morphismes équivalents

aient méme source et méme but, alors o |40 = A [4,.0-

6.20. — On peut également vérifier que, si o7 est un groupoide
ou un groupe, &7 [,0 I'est aussi.

En désignant par p: ./ — /.0 le quotient de &7 par o
dans Fmu, on a pour tout élément a : A —B de o7 : p(a)p(a=l) =
p(aa~t) = p(ids) et p(a~i)p(a) = p(ida). ,

Tout élément de //,,,c a donc un inverse (qui n’est pas

(*) Ce corollaire est la proposition IV, 25 de [?].
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nécessairement unique). La catégorie libre engendrée est alors un
groupoide, car la classe de la suite finie (p(a1), ..., p(a;)) a pour
inverse celle de (p(a;?), ..., p(a;?h)). ‘

D’autre part, un groupe est un groupoide avec une seule unité,
et lo passage au quotient ne peut que diminuer le nombre d’unités.

Tout foncteur surjectif F :.o/ - o/’ ne détermine pas une
structure de quotient sur &', comme le montre I’exemple ci-dessous

ou F est le foncteur a ~— a’.

e,(’]: ¢e—> 0 ¢t ¢ \1/ /

o —

Par contre, nous avons la proposition suivante :

Proposition 6.21. — Tout foncteur surjectif ¥ :of — P qui
est un quotient est d’ordre au plus deux.

Soient Q: .7 — 2 le quotient de & par l’équivalence op
associée & F, et G : 2 — Z le morphisme qui résulte de la factori-
sation de F & travers Q. La restriction de I’application G° aux
unités de 7 et de & est une bijection. Elle est en effet surjective,
puisque le foncteur F est surjectif (cf. § 6.3) et elle est aussi injec-
tive, car deux unités distinctes de 2 proviennent d’unités distinctes
de &/ non équivalentes modulo o, ¢’est-a-dire qui ont des images
distinctes par F.

Des lors I’équivalence o répond aux conditions du corollaire 3
du paragraphe 6.19. Le quotient 2/,c5 est égal & 2/, .0 et a
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pour ensemble sous-jacent 2°/c%. Le foncteur H : 2/ 65—~ & est
donc une application injective. Il est ainsi un isomorphisme ou n’est
un quotient d’aucun ordre.

6.22. — Nous appellerons catégorie nulle une catégorie qui ne
possede que des unités (la notion ne coincide pas avec celle d’objet
nul (cf. §1.7.3), car les catégories nulles ne sont pas toutes iso-
morphes). Un foncteur nul est un foncteur qui se factorise a travers
une catégorie nulle, c’est-a-dire un foncteur dont I'image est une
catégorie nulle. Le composé d’un foncteur nul et d’un foncteur
quelconque est nul.

Si le foncteur composé FG est nul, alors G est nul si F est

' injedﬁif et I est nul si G est surjectif. En effet, dans le premier
cas, F : o/ — & envoie un morphisme non-unité sur un morphisme
non-unité, et dans le second, on peut considérer le quotient P du
but de F par I’équivalence o définie par la relation : deux éléments
de & sont équivalents si et seulement §’ils sont tous deux des unités.

Cette relation vérifie (a) et (b). Le quotient £/,,,0 a donc
pour ensemble sous-jacent Z0/p0 et 1’on peut identifier les éléments
non-unités de & et de Z/,,,.0. La loi de composition de Z£/,,,,.p
étant alors induite par celle de & est faiblement associative (cf.
§ 6.5). Des lors application 2/,,,.0 — Z/4e estinjective (cf. § 6.15)
et PF est nul si et seulement si F lest.

Considérons alors le foncteur constant C: ./ — %[0 qui a
pour image 'unique unité ¢ de £/, 0. Les composés PFG et CG
sont nuls, puisque FG et C le sont. Ils sont nécessairement égaux
au morphisme constant d’image . Comme G est surjectif, on en
déduit PF = C. Il en résulte que PF et donc F sont nuls.

6.23. — Soit F: &/ — £ un foncteur. On appelle noyau de F
(resp. conoyau de F) un foncteur N : A" — of (resp. M : P —.H)
tel que tout foncteur L : ¥ — o/ (resp. L : # — £) dont le com-
posé avec F soit nul, se factorise de maniére unique & travers N
(resp. M).
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On voit aisément qu'un noyau est toujours injectif et un
conoyau toujours surjectif. La sous-catégorie de ./ qui est iso-
morphe aux noyaux de F est appelée le noyau de F et notée
ker F : 4" — o ; la catégorie-quotient de & qui est isomorphe aux
conoyaux de F est appelée le conoyau de F et notée coker F : 7 — 2;
A s’appelle alors le Noyau et 2 le Conoyau de F. Leur existence
est d’ailleurs prouvée par le théoréme suivant :

THEOREME 6.24. — Tout foncteur F : of — P admet un noyou
et un conoyou.

Le Noyau est la sous-catégorie de o7, image réciproque par F
des unités de Z ; le conoyau est le quotient de & par ’équivalence p

~ déterminée par la relation : deux points p et p’ qui appartiennent
a la méme composante connexe de F(2/) sont équivalents modulo p.
Cette relation n’est généralement pas saturée, on aurait d’ailleurs
pu prendre Fo(27°) au lieu de F(«).

Soit L : # — % un foncteur tel que LF soit nul. L est com-
patible avec p, car il envoie une composante connexe de F(of) sur
une unité de Z. L se factorise donc & travers 2 = Z[p. Cette
factorisation est unique, car un quotient est surjectif.

Si F est injectif, son noyau est nul et ker FG = ker G. Si G
est surjectif, son conoyau est nul et coker FG = coker F. Mais les

réciproques sont inexactes.

6.25. — Il résulte de ce qui préceéde qu'un foncteur F : o/ — &

admet la décomposition canonique suivante :

% kerF-&% F . P cokerF=M
coker ker/F \co‘im F / ker coker F
/ P imF
o
/ F_S jB/'j
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P est le premier quotient de F. Q résulte de la factorisation de
P & travers coker ker F, car deux points de la méme composante
connexe de 4" ont méme image par F. S provient de ce que le
premier reste de F a pour image I'image de F. B est la bijection
canonique Im F — Coim F. Si l’on désigne par V: ¢ — & le mor-
phisme tel que F = Veoim F, on a VB = im F. Or coker Fim F
est nul et B est surjectif. Dés lors V se factorise & travers ker coker F

en donnant T.
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