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NOTE SUR LE « WREATH PRODUCT » DE DEUX DEMI-GROUPES

par R. MOORS, Dr. Sc.
Assistant ¢ UUnidversité de Liége (*)

SUMMARY

Let us call W and W, the wreath product and the restricted wreath product of
two semi-groups respectively. The paper gives among others necessary and sufficient
conditions under which either W = W,, W is commutative or W, is commutative.

INTRODUCTION

On trouve dans [II], une étude des « wreath products» W et W de deux demi-
groupes A et B. Hunter y donne notamment des conditions suffisantes d’appartenance
& Z(W) et Z(W1). Notre étude trouve son origine dans une recherche de conditions
nécessaires et suffisantes d’appartenance & Z(W) et Z(Wy) (§3).

- D’autre part, il est trivial que
(B fini ou A = {1}) entraine W = Wy,
Nous avons montré que, chose étonnante, la condition est également nécessaire (2.3).

On trouvera aussi dans notre note les conditions dans lesquelles A® x B = Wy,
A®B) x B=W, W = Z(W), Wy = Z(Ws)

1. Définition du W-produst

1.1. Notations.

A et B désigneront des demi-groupes. Le centre d’un demi-groupe A sera noté
Z(A). Nous noterons 0 et 1 les neutre et zéro bilatéres éventuels des demi-groupes
que nous considérerons.

Si @ appartient & A, @ sera l'application B— A définie par @(x) = a. (Nous
voulons dire (Vz) (xeB = d(x) = a); lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, nous
conviendrons de sous-entendre le quantificateur universel lorsqu’il se rapporte aux
lettres z, y, 2, %, v, ©, §).

Si f est une application B— A (f € AB), si b appartient & B, nous noterons °f
Papplication B— A définie par (°f)(x) = f(xb).

Si A posséde un neutre, pour toute application f:B— A, nous poserons
8(f) = {beB | f(b) % 1}. Toujours dans le cas ot A posséde un neutre, A® sera
I’ensemble des applications f:B—> A pour lesquelles 3(f) est fini.

(*) Service du Professeur L. Nollet, Institut de Mathématique, 15, Av. des Tilleuls,
Liége.
Présenté par L. Nollet, le 20 mars 1969.
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Nous appellerons « équivalence Ey associée & I'élément b de B» I'équivalence
sur B définie par 2Epy <> 2b = yb..

1.2. W-produit.

On appellera W-produit W de A par B I’ensemble AB x B muni de la multi-
plication suivante : (o, z)(J, ¥) = (¢ . %), 2y) ol (¢ . #)(z) = @(2) . T(z)
On constate que W est un demi-groupe [IL].

Si A posséde un neutre, nous appellerons W-produit restreint de A par B le
sous-demi-groupe Wi de W engendré par A®) x B.

Dans la suite, nous supposerons implicitement que A posséde un neutre chaque
fois que nous considérerons Wi.

2. Etude de W

2.1. Remarque.
8¢ (f, b) appartient & W1, | ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

Démonstration.

Puisque A® x B engendre Wy, il existe une famille finie (f;, b;) (¢ =1, ..., %)
d’éléments de A®) x B tels que

(7, 8) = (f1, b1) -+ (Fn> bn).

On a f(x) = fil@)f2(xbs) .. fal@dy ... by).

Chacune des applications f; ne prend qu’un nombre fini de valeurs ; il en est
de méme pour les applications s, ..., b -dn-sf, En effet, si ¢ = 2, ..., », les valeurs
de b -Yi—1f; sont parmi celles de f;. Finalement, f ne prend qu'un nombre fini de
valeurs.

2.2. Lemme

Soient les éléments a = 1 de A et b de B, (G, b) appartient & Wy st et seulement
s’1l ewiste des éléments ¢ et d de B tels que cd = b eb que Be soit fini.
Démonstration.

A. Oondition suffisante.

Supposons que B contienne des éléments ¢ et d tels que b = cd et que Be soit
fini. Définissons comme suit une application g : B—~ A :

g(x) = @ si z € Be,
g(z) = 1 sinon.
Puisque Be est fini, g appartient & A®. (1, ¢) et (g, d) appartiennent & A®) x B,

done (1, ¢) (g, d) = (°g, cd) = (@, b) appartient & Wi.

B. Condition nécessarre.

Supposons que (@, b) appartienne & Wi. Il existe des éléments by, , b, de B
et des applications fi, ..., fn de A®) tels que

(@, b) = (f1, b1) +.. (fn, bz). On a

b=1>by...by et

a = fl(x)fg(xbl) wou fn(xbl bn_]),

117



Posons ¢ = by ... by ; supposons que Be est infini. I’équivalence Ec posséde
alors une infinité de classes. Appelons C; une partie infinie de B contenant au plus
un élément par classe de E,.

Puisque 3(f,) est fini, on peut trouver une partie infinie Co de C; pour tout
élément y de laquelle, yc = yb; ... by—1 ¢ 3(fn). Si g1 et ys» appartiennent & Cg,
y1b1 ... bu—2 £ yab1 ... by-2. Puisque 3(f4—1) est fini, on peut trouver une partie
infinie C3 de Cp pour tout élément y de laquelle yb; ... by—s ¢ 3(fy—1). En persévérant,
on trouve un élément z (et méme une infinité d’éléments) de B tel que

2by ... by ¢ S(fn): 2by ... by ¢ 8 fn—l » % ¢ 3 fl

On a a = fi(2) ]‘2 zbl) . f(zb1 ... byp1) = 1. Clest 1mposs1ble‘, Ainsi Be est fini, on
a b=cb,, doli le lemme..

2.3. Théoréme.

W = Wy s1 et seulement si se présente Uune des éventualités suivantes
1) B est fins.

2) A est réduit a son meutre.

Démonstration.

Si 'une des conditions est vérifiée, on a A®) = AB, d’ott W = Wji.

Nous allons démontrer par I’absurde la condition nécessaire. Supposons done
W = Wi, B infini et A non réduit & son neutre. Appelons a; et as deux éléments
distincts de A.

Montrons que, si b appartient & B, Bb est fini. (@1, b) appartient & W, donc & W;.
11 existe alors des éléments ¢ et d de B tels que ¢d = b et que Bc soit fini (2.2). On
en déduit que Bed = Bb est fini.

Si By est une partie de B, définissons comme suit une application f: B— A :
flx) = a1 si z€ By,
f(x) = ag sinon.

Soit b un élément de B. (f, b) appartient & W, done & Wy Ainsi, il existe des
éléments by, ..., b, de B et des applications fi, ..., f, de A® tels que

(£, 8) = (1, b1) ... (fn, bn). Om &

b=1by..by et
H(=) = fu@)fe(xbr) ... falabr ... by-1). (1)
Bby est fini, done 'équivalence Ep, posséde un nombre fini de classes Ay, ..., Ay

Montrons que ces classes ont une intersection infinie avec au plus I'un des ensembles
B; ou B\ B;. Supposons que A;, par exemple, a une intersection infinie avec, par
exemple, By. f; ne différe de 1 que pour un nombre fini d’éléments de B, il existe
donc un élément ¢ de A; N By tel que fi(c) = 1. On a alors, en vertu de (1),

a1 = foleby) ... fulcbt --. buo).

Si on suppose que A; a une intersection infinie avec B\ By, on démontre de
fagon similaire qu’il existe un élément d de A; tel que

ag = f2(db1) ... fu(dbr ... bp—).

Or, sur Ay, expression fa(xby) ... fu(xby1 ... by—1) est constante ; ainsi @y = ag, ce qui
est contradictoire avec les hypotheses faites.
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Les classes de Ej, peuvent donc étre réparties en trois ensembles disjoints
deux & deux : L’ensemble X des classes finies, ’ensemble Y des classes dont P’inter-
section avec B; est infinie, I'ensemble Z des classes dont Vintersection avec B \ By
est infinie.

Pour tout ¢ = 1, ..., m, posons
F; = A;NB; lorsque A;e XU Z,
F; = A\ (BN By) lorsque A;eY.

Les ensembles F; appartiennent & l’ensemble % (B) des parties finies de B. On a

Résumons-nous : Toute partie By de B peut s’obtenir comme suit : On considére
un élément (convenable) b; de B. Eb1 posséde un nombre fini de classes Ay, ..., Ay
On détermine (convenablement) des parties finies Fy, ..., E, de B. On appelle Y
une partie (convenable) de B /" Ej. On a alors

Bi=U{F|A¢Y}U U {ANF|AeY}).

Si nous montrons que le paragraphe précédent est absurde, ¢’est-a-dire qu’il est
impossible d’obtenir de cette fagon toutes les parties By de B, la démonstration
de 2.3 sera terminée.

A partir d’'un élément fixé b de B (m = my sera le nombre de classes de Ky
ou le nombre d’éléments de Bb), le procédé ci-dessus permet d’obtenir un ensemble
By de parties de B tel que

card (%) < card ((F (B))® x 2m) (I, § 3, n°2, prop. 3, p. 41).
Puisque card (F(B)) = card (B) (I, §6, n° 4, prop. 5, p. 74) et que card (B) > 2,
on a
card ((Z (B)ym x 2m) = card (B) (I, § 6, n° 3, coroll. 2, p. 72).

Ainsi card (%) < card (B).
Si on suppose #(B) =U {%, | beB}, on a

card (Z(B)) < Z card (%p) (I, §3,n0 3, coroll., p. 42)
b<B
< card (B) (I, §6,n° 3, coroll. 3, p. 72)
Ceci est impossible (I, §3, n° 6, th. 2, p.47)

2.4, Théoréme.

A®) x B = Wy sz et seulement s Uon se trouve dans Uune des situations suivanies :
1) A est réduit & son neutre.
2) Quels que sotent les éléments b et ¢ de B, la diviston xc = b posséde auw plus
un nombre fini de solutions.
Démonstration.

A, Condition nécessaire

Supposons que A contienne un élément a 7 1 ; montrons que, si b et ¢ appar-
tiennent & B, 1’équation b = ¢ posséde au plus un nombre fini de solutions. Définis-
sons comme suit une application f:B— A.

\ (@) =a si x =0,

{ f(x) =1 sinon.
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(1,¢) et (f, c) appartiennent & A® x B, il en est donc de méme pour leur
produit (¢f, ¢?). L’application ¢f appartient & A®). En xeB, °f vaut f(xc); cette
valeur ne peut étre différente de 1 que pour un nombre fini de 2 dans B. Ainsi 'équa-
tion x¢c = b posséde au plus un nombre fini de solutions.

B. Condition suffisante.

I1 est clair que A® x B = Wj lorsque A est réduit & son neutre. Il reste a
montrer que si on suppose la condition 2) réalisée, un élément quelconque (f, b) de
W appartient & A®) x B, Il existe des éléments b1, ..., b, de B et des applications
Ry ves fn de A® tels que (7, b) = (f1, b)) ... (fa, bu). On &

f) = h(@) fa(abs) ... ful@by ... Da-a).

Pour tout 4, f; ne différe de 1 que pour un nombre fini d’éléments ci, ..., o’;'% de B.
Pour que f(x) soit différent de 1, il faut que x vérifie I'une des équations

C}l =z, 0:?3 = by, ..., C','f‘n = 2b1 ... by-1.

Ces équations en nombre fini possedent chacune au plus un nombre fini de solutions.
Ainsi f différe de 1, pour au plus un nombre fini d’éléments de B. On a fe A®), d’olt
(f, b)e AB®) x B.

2.5. Remarque.

La condition 2) de 2.4 est vérifiée si B est fini ou encore si, dans B, on peut
simplifier & droite.

2.6. Théoréme.
A®) x B = W si et seulement si se présente l'une des éventualités suivantes :
1) B est fini.

2) A est réduit & son neutre.

Démonstration.

Si A® x B=W, ona Wy =W, donc 1) ou 2), par 2.3.

Si 1) ou 2) est vérifié, par 2.4, on a A®) X B = Wi et, par 2.3, Wy = W. Ainsi
A® x B=W.

3. Etude des centres de W et Wy

3.1. Lemme.

Un demi-groupe A posséde un zéro si et seulement s’il contient des éléments a et b
tels gue

ua = bv  (Vu,veA).

Démonstration.
Pour voir que la condition est nécessaire, il suffit de poser a = b = 0.
Supposons la condition vérifiée et montrons que ba est un zéro. On a

u(ba) = (ub)a = ba
et (bayu = blau) = ba.
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3.2. Théoréme.

Lélément (f, b) de W appartient & Z(W) si et seulement si les trois conditions
sutvantes sont réolisées :

1) be Z(B).
2) Sv b n'est pas neutre, A posséde un zéro, f(x)u = 0 et x€B® = wuf(xr) = 0.
3) St b est neutre, f(x) € Z(A) et uf(x) = uf(b). ‘

Démonstration.

I. Condition nécessaire.

Soit I'élément (f, b) de Z(W). On a (f, b)(¢, x) = (o, 2)(f, b).

D’une part bz = xb, d’ott b € Z(B). D’autre part, f(y)olyd) = o(y)f(yx). (1)

Si o appartient & A et ¢ & B, il existe une application g € AB telle que g(ch) =
g(c) = a. On a alors f(c)a = a f(cx), par (1). D’ou f(y)u = u f(yx) (2).

a) Si b n’est pas neutre, il n’est pas neutre & droite (b € Z(B)) et B contient un
élément ¢ tel que cb = c. Si 4y et ag sont des éléments de A, AP contient une appli-
cation g telle que g(ch) = a1 et g(c) = ag; on a alors, par (1),

Hear = asf(ca).

Ainsi f(c)u = vf(cx). D’ou, par 3.1, A posséde un zéro et f(c)u = vf(cx) = 0. Si d
appartient & B, on a successivement

0 == uf(cb) = uf(bc) (be Z(B))
= f(b)u (par (2))
= uf(bd) (par (2))
= uf(db) (b e Z(B))
= f(d)u (par (2))

Ainsi f(x)u = 0.
Si on suppose que ’élément d de B peut s’écrire d = dids, on a

uf(d) = uf(dida) = f(dr)u = 0.
Ce qui achéve la démonstration de la condition 2).
b) Si b est neutre, (2) donne
Hy)u = uf(yb) = uf(y). Done f(y) € Z(A).
D’autre part uf(z) = uf(xd) = uf(bx) = f(b)u = uf(b).
I1. Condition suffisante.

Supposons que 'élément (f, b) de W vérifie les conditions de I’énoncé. I faut
montrer que (f, d) (¢, ) = (¢, )(f, b), ce qui équivaut i

b = b et f(y)o(yd) = o(y)f(yx).
La premiére égalité est acquise car b e Z(B).
a) Si b n’est pas neutre, f(y)p(yd) = 0 et o(y)f(yxr) = 0, d’ou I'égalité cherchée.
b) Si b est neutre,
f@)o(yd) = [H)ely) = o@(y) = e@)f(0) = o(y)(y2)-
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3.3. Corollaires.

1) Si Z(W) n’est pas vide, alors Z(A) et Z(B) ne sont pas vides.

2) Si Z(W) contient un élément (f, b) tel que b ne soit pas neutre, alors A pos-
sede un zéro.
3.4. Théoréme.

Dans 3.2, on peut substituer Wi a W.
La démonstration de 3.2 s’adapte en effet sans difficulté.

3.5. Théoréme.
Z(W) N Wy = Z(W3).

Démonstration. ,

Tout d’abord Z(W) N Wi c Z(Wi). D’autre part, si (f, b) appartient & Z(Wy),
¢’est un élément de Wy qui, par 3.4, vérifie les conditions de 3.2 et appartient donc
& Z(W). '

3.6. Théoréme.

Supposons que A contienne un neutre & droite p.

Lélément (f, b) de W appartient ¢ Z(W) si et seulement sv les quatre conditions
suivantes sont vérifides :

1) be Z(B).

2) daeA, f=a

3) Si b n’est pas neutre, a est un zéro de A.
4) Si b est neutre, a € Z(A).

Démonstration.

Les conditions de 3.6 sont suffisantes car elles entrainent celles de 3.2. Moyen-
nant lexistence de p, les conditions de 3.2 entrainent celles de 3.6, ces derniéres
sont donc nécessaires.

3.7. Théoréme.

Lélément (f, b) de W appartient & Z(W1) si et seulement s les conditions suivanites
sont réalisées :

1) beZ(B).

2) dacA, f=a.

3) a1l = de¢,deB, b = cd et Be fini.

4) Si b n’est pas neutre, ¢ est un zéro de A.

5) Si b est neutre, a € Z(A).
Démonstration.

I. Condition nécessaire.

Supposons que (f, b) appartienne & Z(Wy). Par 3.6, les conditions 1, 2, 4 et 5
sont acquises. Si a est différent de 1, la condition 3 résulte de 2.2.
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II. Condition suffisante.

Supposons que 1'élément (f, b) de W vérifie les conditions de 1’énoncé. Par
3.6, on a (f, b) € Z(W). Par 2.2, on a (f, b) € W1. Ainsi, par 3.5, (f, b) € Z(Wy).

3.8. Théoreme.
W est commutatif si et seulement si Uon est dans P'une des situations suwantes :

1) B n’est pas réduit & un élément, il est commutatif, A posséde un zéro et, dans A,
wv = 0. '

2) B est rédust a un élément, A est commutatif.

Démonstration.
Condition nécessaire.
Supposons que W soit commutatif

a) Soit 1’élément b de B. Si f appartient & AB, (f, b) appartient & W, done & .
Z(W) et b appartient & Z(B), en vertu de 3.2. Ainsi B est commutatif.

b) Soient I’élément b de B et les éléments a et o’ de A. Considérons des applica-
tions f et g de AB telles que f(b) = f(bb) = a et g(b) = ¢(bd) = a'.

De (f, b)(g, b) = (g, b)(f, b), on tire f(x)g(xb) = g(x)f(xb) D’ot aa’ = a’a, en
posant ¢ = b

¢) Supposons que B n’est pas réduit & un élément. B contient alors des éléments
b1 et ¢ tels que ¢ £ be (= ¢b). Soient les éléments a1, ag, as, ag de A et les
applications f et g de AB telles que f(¢) = a1, f(bc) = ag, g(c) = ag, g(cb) = as. De
(f, b)(g, ¢) = (g, ©)(f, b), on tire f(x)g(xb) = g(x)f(xc). D’oun, en posant ¥ = ¢, @104 =
agzag. Le produit de deux éléments de A est donc constant ; ¢’est un zéro de A.
Condition suffisante.

Supposons réalisée 'une des conditions de 3.8. Soient les éléments (f, b) et
(9,¢) de W.

1) Si B est réduit & un élément d, on a
f@)g(ab) = f(d)g(d) = g@d)f(d) = gl@)f(xo).
Ainsi (1, b)(g, ©) = (g, ©)(J, b).
2) Si b n’est pas réduit & un élément, on a bc = cb et
f(@)g(xb) = 0 = g(x)f(xc)
Ainsi (£, b)(g, ¢) = (9, O)(f, b).

3.9. Théoréme.
Wi est commutatif si et seulement si Uon est dans l'une des situations susvantes :
1) B n’est pas réduit & un élément, il est commutatif et A est réduit a son neutre.

2) B est réduit & un élément, A est commutatif

Démonstration.

Si 'une des conditions est réalisée, par 3.8, on a W = Z(W). D’ot Wy = Z(W3),
par 3.5.
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Supposons & présent Wi commutatif.

a) Soit Pélément b de B, (I, b) appartient & Wy, donc & Z(W1). Ainsi, par 3.7,
b e Z(B) et B est commutatif.

b) Supposons que B ne soit pas réduit & un élément ; soient les éléments b de B
et @ de A. Définissons comme suit une application B— A :

f(6) =a, flx) =1 si x 5% 0.
(f, b) appartient & W1, donc & Z(Wi) et, par 3.7, f est constant ; on a alors @ = 1.

¢) Supposons que B soit réduit & un élément b ; b est neutre. Si ¢ est un élément
de A, (@, b) appartient & Wy, donc & Z(W) et, par 3.7, a € Z(A). Ainsi A est com-
mutatif,
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